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Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 
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(Torgetragen   in  der  am  23.  Juni  1851.  gehaltenen  Sit- 
zung der  königlich  buhmischen  Gesellschaft  der  Wis- 
senschaften zu  Prag.) 


In  neuerer  und  neuester  Zeit  haben  mehrere  kritische  Analy- 
tiker,   mit  Cauchy   an  der   Spitze,   an    dem  bekannten  und  so 

Pdx 
häufig  in  Anwendung  kommenden  Integral  /  —  >    dessen   Diffe 

lentialquotient  das  Umgekehrte  (der  reciproke  Werth)  der  Grund- 
Teränderlichen  x  ist,  mancherlei  gegründete  Ans^tösse  gefunden, 
die  noch  nicht  zur  allseitigen  Zufriedenstellung  behoben  werden 
konnten.  Diese  Befriedigung  mit  treffenden  Gründen  zu  erzielen, 
ist  der  Zweck  folgender  Abhandlung. 

§.  l. 
Dieses  Integral,   dessen  üblicher  Ausdruck 

(I)  f^=\x^C 

Theil  XX.  1 


•  -    T      -     .  .  •  »       ^,     . 

wenn  1  die  Andeutung  der   natürlichen  Logarithmen  ist^  zeichnet 
'  fiich  durch  mehrere  auffallende  Eigenheiten  aus. 

1.)     Sein  Integrand,     — ,    bleibt  ungeändert,    wenn   man  die 

Veränderliche,  a:,  durch  eineProportionale,  aar,  ersetzt, 
deren  constanter  Verhältniss-Faotor  a  eine  beliebige,  positive  oder 
negative,  reelle  oder  imaginäre  Zahl  ist.  Erlaubt  man  sich  die- 
sen Ersatz  auch  in  dem  Logarithmand  zu  vollbringen,   so  erfolgt 


(2)    •  f^  =  Kaa;)+C. 


In   diesen  willkuhrlichen  Factor,  a,  darf  man  daher  auch  die 
arbiträre    Integrationscönstante   C  mit  einbegreifen,     folglich    ihn 

durch  Ca  oder  durch  -p   ersetzen  >   wodurch  sich  herausstellt 


(3)  f^=MCax)=\^. 


Diese  gleichgeltenden  dreierlei  Ausdrücke  sind  weit  allgemeiner 
als  der  ursprungliche,  veranlassen  aber  den  Anstoss,  dass  sie 
für  negative  und  imaginäre  Logarithmande  imaginär  ausfallen, 
während  doch  der  Integrand  selbst  reell  ist. 

2.)  Führt  man  an  die  Stelle  der  Veränderlichen  eine  belie- 
bige Potenz  derselben,  a:",  ein,  deren  Exponent  (w)  was  immer 
*fär  eine,  positive  oder  negative,  reeHe  oder  imaginäre,  ganze,  ge- 
brochene  oder  irrationale  Zahl  sein  mag;  so  wird  das  Integral 
blos^  durch  diesen  Exponenten  vervielfacht,  daher  wieder  herge- 
fi^tellt,  indem  man  das  entstandene  Integral  durch  jenen  Exponen- 
ten theilt.     Es  ist  nemlich: 

/d{x^),  __   n  nx  -^dx  _         Pdx 

daher  umgekehrt 

X  '^  nj      af^    * 

und  wenn  man  diese  Abänderung  auch  in  den  Integralausdrücken 
(2)  und  (3)  ausführt,  findet  man  noch  all  gern  einher 

<^)  J  ^  =  ^i(«^")+C=-I(Ca^«)=  -\-c- 

'3.  Jeder  Logarithrae  ist  bekanntlich  eine  unendlich  vieldeu* 
tige  complexe  (binomiale  imagiaäre)  Function,  daher  muss  das 
vollkommen   allgemeine  Integral   auch    unendlich  vieldeutig 


in.  Bedient  man  sich  daher  Caaehy*s  bekannter  Bezeichnung, 
»ist  am  alligemeinaten 

«     /f=:'«-))+e=li((c^„=l,((=f)). 

',   l)    Uebergeht  man  von  diesem  unbestimmten  Integral  auf  ein 
Mnmtes  mit  algebraisch   entgegengesetzten  Integrations« 

ren,  so  kann  (Jie  Auswerthung  des  letzteren  nicht  so  gerade- 
lureh  die  lililiche  Einsetzung  dieser  Grenzen  in  das  allge- 
brine  Integral  vollzogen  werden;  weil  bei  dem  Uebergange  der 
teräoderlichen  a;  aus'  dem  Positiven  durch  Null  ins  Negative  der 

^ifferentialcoefficlent  —  an  dem  Werthe  ^=:0  unstetie 

onendliGh  gross),  das  Integral  selbst  dagegen  ffir  x=0  gleich» 
dls  unstetig  und  ^dann  für  negative  x  imaginär  wird,  woferii 
lan  Dicht  zum  Exponenten  n  eine  gerade  Anzahl  gewählt  hätte. 


§.  2. 

Diese  Wahrnehmungen  haben  zuerst  Cauchy  bewogen,    in 

fktm    Rösumä  des  le^ons  sur  le  caicul  infinitesimal» 

I. L  1.»  1823.^    an  mehreren  Stellen,    wie  S.  87.  und  92.,   die 

liematiker  darauf  aufmerksam  zu  madhen,    dass  das  gewöhn- 

idie  Verfahren 


(1)  /^=i-  +  c 


t 

KU  setzen  nur  da,    wo  x  positiv   ist,    gestattet  sein  könne,   oder 
da^  man  nur  so  lange 

etzeo  dürfe,  alsdieConstante  C  mit o:  gleichstimmig  gewählt  wird. 

Ohne  sich  in  eine  tiefere  Begründung  einzulassen,  setzt  er 
«fort,  auf  S.  104.,  107.  u.  s.  f.,  dort  wo  a:  eben  so  wohl  negativ 
k  positiv  gedacht  werden  kann, 

Mther  hat  er  in  seinen  analytischen  Arbeiten  überall  die  letztere 
^orm  als  die  richtige  beibehalten.  ^  *' 


§.3. 


Won  Cauchy's  Anhängern  dürfte  wohl  Herr  Professor  Grü- 
ne rt  der  Erste  dieser  Ansicht  offen  beigetreten  sein,  indem 
er  in  seinen  ^^Elementen  der  Differential-  und  Integral- 
Rechnung'',  2.  Thl.,  Leipzig,  1837.  S.  34.,  diesen  Fragepunkt 
folgend ermassen  «bespricht. 

„Weil  bekanntlich,  wenn  man  unter  der  Voraussetrung,  dass 
X  reell  ist,  das  obere  ödeip  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  X 
positiv  oder  negativ  ist. 


±x  -x 

•    ist;  so  ist 

\ 


f 


mit  derselben  Bestimmung  wie  vorher  wegen  des  Zeichens.  Um 
aber  die  durch  das  doppelte  Zeichen  verursachte  Unbequemlich- 
keit zu  vermeiden,  wollen  wir  im  Folgenden,  was  offenbar  ver- 
stattet ist,  immer 


/ 


f=i|.^+c 


setzen.'' 


Hiergegen  muss  ich  jedoch  bemerken,    dass  die  hierin  ver- 
steckte successive  Argumentation: 


«ei  sunSchst 


dann 


endlich 


H±X) 


=l^(±-X)'. 


=iv:p. 


=  f'-^' 


auf  den  Satz: 
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yyPotenzining  und  Wurzelziehune  nach  einerlei  Expo- 
nenten,  unmittelbar  nach  einander  ausgeführt »  heben 
sich  auf's 

iMirt  ist^    TFelcher  laut  des  Be^iffs  der  Wurzel  zwar  da  streng 

£,    wo    einer  Wurzelziehung  die  gleichhohe  Potenzirung  folet, 
aber  unrichtig  wird,    wenn  umgekehrt  einer  Potenzirung  die 
daebhobe  Wurzelziehung  nachfolgt;    weil  jede  Wurzel   bekannt- 
id nicht  bios  eindeutig,  sondern  so  vieldeutig  ist,  als  ihr  Ex- 
jmai  zählt. 

Will  man  jedoch  kritisch  vorgehend 

±jr=(([.±jrr]«))i=((^))» 

setzen,  so  int  es  bei  dem  Uebergange  auf  die  Logarithmen  immer 
gestattet,  ohne  weiteres 

a  setzen;  weil  ja  der  vorletzte  Ausdruck  zwei  förmig,  der  letzte 
iki  Dur  e  i  n  förmig  ist 

k  seinem    „Leitfaden  für  den   ersten  Unterricht  in 

'er1i%\eren  Analysis,  Leipzig,  1838.,  S.  158.  »Note '*  wie« 

MoltBevT  Professor  Grün  ert  anfan<;8  im  Wesendichen  das  Obige, 

Bar /ht  er,    um  sich  gegen  den  Vorwurf  „einer  unnOthigen  und 

Douterlegten  Neuerung*'   zu  schützen,    noch  folgende  bemerkun- 

geo  bei: 

„Nach  meiner  Ueberzeugung  ist  die  Formel 


/ 


dX  ^.Y 


bisch,  und  gilt  blos  in  dem  Falle,  wenn  X  positiv  ist, 
hiDeswess  aber  auch  in  dem  Falle,  wenn  X  negativ  ist,  wie 
dion       aaraus     unzweideutig     hervorgehen      dürfte,       dass     für 

Ä  negatives  ^bekanntlich  \X  imaginär,  die  Grösse     -^      aber 

ffdl    ist«       und      doch     wohl      auf      keinen     Fall    das    Integral 

IX  d\ 

_.    des  reellen  Differentials  -y    der    imaginären    Grosse    \X 

gleich  sein  kann/' 


/ 


Die  hier   in  Frage  gestellten  Behauptungen  hoffe  ich  im  Fol- 
Seoden  (In   §    ^O  gründlich  widerlegt  zu  haben. 


s 


Von  Cauchy'fl  Anhängern  t 
n^ri  der  Kmfe  dienet  Ansicht 
IT  in  Meinen  ,, Elementen  der 
Rechnung 'S  2.  Tbl.«  Leipzig,  J 
folgcndermanden  beepricht. 

„Weil  bekanntlich,  wenn  ma 
X  reell  i«t,  da«  obere  oder  untei 
poMitiv  oder  negativ  int, 

dH±X)=  = 

•    ist;  ao  iat 

mit  dofMelben  Beatimmung  wie  \ 
aber  die  durch  daa  doppelte  Zt 
kelt  XII  veriuoideii,  wollen  wir  im 
«tattct  M,  Immer 

dX      J 


/dX 


aetaen." 


Hiergegen  muas  ich  jedocl' 
ateckte  aucceaaive  Argumentati« 


l(H 


!  aei  aunftchat 


=IV 


dann 


endUieb 


1 


auf  de«  Sali: 


■'7j'^^^3*^     an  den  mancherlei,    bereits 

1^***1^^"  ein   ffute«  Beispiel  sich  ti 

■■     l^mge  wohl  nicht  mehr  dauern. 

'  V*\    Herr  Professor  Schlomilcb 

^»  -*ti>rar.  ßer.  S.  436.  437.,  und  wi 

^^    er  —  worauf  hier  Alles  ankori 

« 

'  ?  =  <> 

-—   CS 

.^       **eine  zwei  Beweise  noch  eine  gei 

.^  '^    Stellen  nur  die  begrenzten  Integral 

u  X    ?^*®"  ®®  beweist  er  endlich  die  Gili 

^"^    tragliche  Integral  in  seinem  „Hand 

^|,    V^^d    integral  -  Rechnung,    2.    ' 

^^'in   auch  da  mangelt  die  unerlä8slich< 

^  **<^is   Rechtes,  die  Lehre  von  den  Los 

\\^^^^    Tiut    ihnen,     obwohl  sie  lediglich  ni 

.   ^^»Uicle   in  der  Algebra  erwiesen  werdet 

^  ^^  ^  utive  Logarithmande  ausdehnen  zu  d 


S.  5. 

;.^ 'kannten   haben  die  anderen  neueren  und 
'H*ii  Schriftsteller    über   Integralrechnung   d 
■  "^^  gar  nicht  berührt;    selbst  der  um  die  8 
■"^t^'^en    Arbeiten    Cauchy's    verdiente    Mo 
'"^ich  mit  der  blossen    Uinstellung    des    ricli 


*;5^uthen  Manche,  es  sei,  wenn  irgendwo  ein( 

^^'iber  eintreten  sollte,    leicht  durch  die  Wah 

'^tante   C  abzuhelfen.     In  der  That  scheint  es 

^'tui  die  gewöhnliche  Integrationsweise  (1)  angc 

'negative  Werthe  von  or,  bei  denen 


/^^= !(-.)  + 6' 


l(— jp)  =  l:r+l(— 1) 

J»-1)  in  die  Constnnte  C  mit  einbeziehen;  oder  * 
■p^gration  (0)  •  verwendet,    bei    welcher  unter  gle 
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§.4. 

Dieser  Ansieht  schloss  sieh  auch  Herr  Professor  Schlo- 
mileh  in  mehreren  seiner  geistreichen  und  kritischen  Aufsätze 
an,  die  er  im  Archiv  veröffentlichte.  Zuvorderst  gehört  hieher 
eine  Stelle  in  einem  seiner  polemischen  Aufsätze  gegen  Dr.  Bar- 
fuss,  5.  Bd.,  1844.,  8.  388.  Den  daselbst  ausgesprochenen  Anti- 
tithesen  zwischen  dem  Wirklichen  und  algebraisch  Unmöglichen 
kann  ich  jedoch ,  als  Mitverfechter  der  —  freilich  noch  wenig 
Gnade  findenden  —  Ansichten  eines  Mourey,  Warren  und 
Gauss  über  die  Realität  der  sogenannten  imaginären  Grössen 
meinen  Beifall  keineswegs  zollen. 

Darauf  g^b  er  für  diese  Ansichten  einen  eigenen  Beweis  im 
6.  Bde.,    1845.,   8.  326-328.      Die  Grundlage  desselben  ist  die 

— ,  wenn  x  in  — x  über- 
geht. Indess  gewähren  gleichwohl  die  einleitenden  analyti- 
sehen  Kunstgriffe  nicht  die  ervrünschte  Befriedigung,  zumal  man 
über  den  eigentlichen  Grund  doch  nicht  die  nöthigen  Aufschlüsse 
erhält.  Zudefn  streitet  sein  g?(0),  welches  eigentlich  =1(0)=— oo 
ist,  mit  der,  durch  die  Bemerkung  4)  in  §.1.  veranlassten,  Lehre 
Ganchy's  von  der  Werthbestimmung  indeterminirter  Integrale 
(R^sume,  p.  93-^96.). 

Gegen  diesen  Beweis  stritt  Herr  Lehrer  Dr.  Strauch  im 
6.  Doppelhefte,  Nr.  57.,  der  Heidelberger  Jahrbücher  der  Litera- 
tur für  1845,  8.  911—913.,  indem  er  Herrn  Schlömilch's  Ver- 
fahren eine  „unnatürliche  Künstelei*'  nennt,  und  während  dieser 
das  begrenzte  Integral  \ 


/ 


■"^=j'cs-j'w4'i 


/+ä  dx_  1  , 


—2 

also  reell  befunden  hatte,  zu  dem  Endresultate  kommt: 
„Es  ist  richtig: 

Dagegen  ist 

y"^'^=i(+3)-i(-2) 

imaginär,  and  bleibt  in  alle  Ewigkeit  imaginär.'' 


Nun  wenn  diese  Ewigkeit  an  den  mancherlei,  bereits  abge- 
laufenen, bekannten  Ewigkeiten  ein  gutes  Beispiel  sich  nehmen 
wollte,    so  durfte  sie  so  gar  lange  wohl  nicht  mehr  dauern. 

Ihm  entgegnete  hierauf  Herr  Professor  8chlo milch  ^m  S. 
Bde.  des  Archivs,  1846,  Literar.  Ber.  S.  436.  437.,  und  wies  ihm 
seinen  Irrthnm  nach,  indem  er  —  worauf  hier  Alles  ankommt  — 
darlegte,  dass  allgemein  « 


/ 


a 


ist;    wobei  freilich  auch  seine  zwei  Beweise  noch  eine  genauere 
Sicherstellung  bedürfen. 

»So  wie  er  an  diesen  Stellen  nur  die  begrenzten  Integrale  die- 
ser Art  berücksichtigte,  eben  so  beweist  er  endlich  die  Giltigkeit 
auch  för  das  allgemeine  fragliche  Integral  in  seinem  „Handbuch 
der  Differential-  und  I  ntegral  -  Rechnung,  2.  Tbl., 
1847.,  S.  6.,  7,"  Allein  auch  da  mangelt  die  uneriässlicbe  vor- 
läufige Nachweisung  des  Rechtes,  die  Lehre  von  den  Logarith- 
men und  das  Rechnen  mit  ihnen,  obwohl  sie  lediglich  nur  für 
absolute  Logarithmande  in  der  Algebra  erwiesen  werden,  so 
geradeza  auch  auf  negative  Logarithmande  ausdehnen  zu  dürfen. 


S.  5. 

Ausser  den  genannten  haben  die  anderen  neueren  und  neue- 
sten mathematischen  Schriftsteller  über  Integralrechnung  diesen 
bedenklichen  Punkt  gar  nicht  berührt;  selbst  der  um  die  Samm- 
lung der  analytischen  Arbeiten  Caucby's  verdiente  Moi^^no 
(1844)  begnügt  sich  mit  der  blossen  Uinstellung  des  richtigen 
Integrals. 

Vielleicht  vermuthen  Manche,  es  sei,  wenn  irgendwo  eine  Be- 
denklichkeit  darüber  eintreten  sollte,  leicht  durch  die  Wahl  der 
Integrationsconstante  C  abzuhelfen.  In  der  That  scheint  es,  als 
dürfe  man ,  wenn  die  gewöhnliche  Integrationsweise  (1)  ange\Ven- 
det  wird,  für  negative  Werthe  von  x,  bei  denen 


wird,  nur 


/^=i(-)+t- 


1(— jrr)  =  l:r+l(— 1) 


setzen  und  1(  —  1)  in  die  Constante  C  mit  einbeziehen;  oder  wenn 
man  die  Integration  (6)  •  verwendet,  bei  welcher  unter  gleichet 
Annahme 


X  ~ 


1— 5 


vrird,  bloss  die  Constante  C  negativ  nehmen. 

Auch  hilfl;  dieses  Mittel  wirklich,  wenn  die  Integration  zwi- 
schen gleixhstinimigeny  und  zwar  —  was  hier  allein  zu  erfor- 
schen tileibt  —  zwischen  zwei  negativen  Grenzen  zu  voll- 
ziehen ist.  Denn  soll  das  Integral  bei  x'=z — a  anfangen^  d.  i. 
=  Null  sein  9  so  muss  vermöge  (1) 

0=1(— a)  +  C=la  +  l(-^l)  +  C, 
folglich 

C=~la— 1(— 1) 
sein.    Dann  ist  das  unbegrenzte  Integral 

*  dx 


J        ^ 

— a 


=  lar-Ia— 1(—1). 


Soll  dieses  hei  cT=  —  6  enden,  so  erfolgt,  weil  1(— 6)  =  I6+1( — Ij 
gesetzt  werden  darf,  also  +1( — -l)  mit  — 1( — 1)  sich  aufhebt,  das 
bestimmte  Integral 


(8)  r   *— =16-ia  =  l- 

^  '  J  X  a 


— a 

thatsächlieh  reell. 


Will  ,man,  weil  die  Integrationsconstante  bei  diesem  Hergange 
ohnehin  herausfallt,  sie  nicht  erst  bestimmen,  sondern  einfach  die 
Integrationsgrenzen  einsetzen,  so  erhält  man  nach  (1) 


/ 


—  =  l( — 6) — 1(— a)  =  i  —  =  1— . 

—  a 

Allein  hier  nimmt  man  überall  stillschweigend  an,  dass  man  be- 
rechtiget sei,  mit  Logarithmen  negativer  Zahlen  gerade  so  wie 
mit  denen  der  positiven  zu  rechnen,  was  doch  vorerst  noch  zu 
erweisen  bleibt.  Man  umgeht  diese  Schwierigkeit  —  vielleicht  auch 
nur -scheinbar  —  wenn  man   nach  (6) 


-^  dx •— -6     ,.  — a 


J         x—'C^^'C 

—  a 


bestimmt  und  hierin  die  willkuhrliche  Constante  C,   um  nur  posi' 
tive  Logarithmande  zu  erhalten,  in  — C^ verwandelt,  wonach 
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/"^='-o-'ü-'(.u-eM 


—  O 

wie  früher  entföUt 


Ninunt  man  jedoch  dieses  Integral  innerhalb  unglelcb- 
stinmii^er  (entgegengesetzter)  Grenzen,  etwa  nur  von  —  a  bis 
-f6,  well  fiSr  die  gegentheilige  Integration  von  +a  bis  —6,  mit 
der  Entgegensetzung  der  Grenzen,  auch  das  Integral  selbst  nur 
entgegengesetzt  zu  nehmen  kommt,  folglich 


X 


ist ;  so  wird  man  von  beiden  Aushilfsmitteln  verlassen.    Denn  ge- 
mäss der  lutegrationsweise  (1)  erhält  man 

<"    r  '^=K+6)-K-.)=.(-  ^) 


— a 


und  nach  der  Integration  (6)  ist 


— a 


SO  dass  man  das  Beziehungszeichen  von  Cnie  so  wählen  kann,  dass 
beide  Logarithmande  positiv  ausfalten;  mithin  ist  das  erwähnte 
begrenzte  Integral  nach  dieser  Darstellung  sicher  imaginär. 

Allein  ein  begrenztes  Integral,  dessen  Integrand  für  alle 
im  Integrationsintervali  <;elegenen  Werthe  der  Veränderlichen,  wie 
im  vorliegenden,  reell  bleibt,  kann  als  Summe  von  lauter  reellen 
Elementen  nimmermehr  imaginär  ausfallen ;  mithin  ist  der  zuletzt 
erhaltene  imaginäre  Betrag  des  in  Rede  stehenden  Integrals  ge- 
wiss  unrichtig. 

Sonach  entsteht  die  Frage,  wie  alle  erwähnten  Widersprüche 
grundlich  zu  heben  seien,  und  wie  sofort  die  Integration  für  alle 
Fälle  gültig  durchgeführt  werden  müsse. 


§.6. 

♦Hierbei  muss  vor  Allem  —  was  auch  sonst  immer,  wenn  es 
noth wendig  ist,  geschehen  sollte,  —  die  a 1 1 g e m e i n e  Integration 
von  der  begrenzten  sorgfältigst  unterschieden  werden. 

Die  allgemeine  Integration  ist  nichts  Anderes  als  der 
Rückschritt  vom  Differenziren,  indem  sie  von  einem  Differential 
zu  der   als    früher   differenzirt    vorausgesetzten   Function   zurück- 
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schreitet.  Sie  nimnit  die  Bestimmung  des  Grenzverhaltnisses  der 
gleichzeitigeD  Aenderungen  zweier  zusammenhängender  Verän- 
derlichen als  früher  geschehen  an^  und  sucht  von  diesem  Ver- 
hältnisse der  Aenderungen  zurückgehend  den  Zusammenhang  jener 
Veränderlichen  seihst,  die  Abhängigkeitsweise  (Function)  der  einen 
von  der  andern  wieder  herzustellen. 

Nun  liegt  es  in  dem  Begriffe  des  Differenzirens  und  wird  da- 
nach auch  in  den  kritischeren  Lehrbüchern  über  Differentialrech- 
nung, wie  in  jenen  von  Cauchy  und  seiner  Anhänger  Grunert, 
Moigno  und  Seh lü milch,  noch  insbesondere  ausführlich  erwie- 
sen ,  dass  das  Differenziren  nicht  minder  bei  imaginären  als  bei 
reellen  Functionen  vollführt  werden  könne.  Hiebei  wird  nun  das 
Differential  einer  imaginären  Function  im  Allgemeinen  freilich  wie- 
der imaginär  ausfallen,  allein  in  besonderen  Fällen  kann  es  doch 
auch  reell  werden.  Denn  wenn  ui  v  reelle  Functionen  von  a:  vor- 
stellen und  die  V^ — 1  mit  i  bezeichnet  wird,  so  ist  die  allge" 
meine   Form    einer    imaginären    Function   dieser    Veränderlichen 

=  M  +  «e , 

daher  ihr  Differential 

d(u  +  iv)  =  cZm  +  idv  =^  l-r-  -l-i^jda:. 

Dieses  wird  nun,  da  jr—    nicht   nothwendig  jederzeit   Null    sein 

muss,    sondern   im  Gegentheil  gewohnlich  von  Null  verschieden 

•  ,         ,    dv 

sein  wird,  im  Allgemeinen  imaginär  werden.  Allein  weil  --t—  doch 

auch  ausnahmsweise  Null  sein  kann,  dann  nemlich,  wenn  die 
Function  v  nur  annahm s  weise  nicht  aber  in  der  That  von  x  ab- 
hängt, oder  ein  Ausdruck  von  x  ist,  aus  dem  bei  zureichender 
Keduction  diese  Veränderliche  gänzlich  herausfallt;  so  kann  das 
'Differential  einer  imaginären  Function  doch  auch  zuweilen  reell 
ausfallen. 

Mithin  kann  auch  umgekehrt  das  allaemeine  Integral 
eines    reellen  Differentials  gleichwohl  imaginär  sein« 

Bei  dem  allgemeinen  Integriren  ist  demnach  ein  Sich- 
heschränken  auf  reelle  Integralformen  allein  ganz  und  gar  unge- 
gründet, sobald  nur  die  Zulässigkeit  des  Rechnens  mit  solchen 
imaginären  Formen  in  früheren  Doctrinen  gerechtfertigt  worden  ist. 

Nun  wird  aber  in  der  That  in  den  Lehrbüchern  über  alge- 
braische Analysis  die  Befugniss  mit  den  imaginären  Logarithmen 
negativer  Zahlen  wie  mit  den  reellen  Logarithmen  positiver  Zah- 
len zu  rechnen  ausdrücklich  dargelegt;  somit  unterliegt  es  keinerlei 

doc 
Anstand  von  dem  reellen  Differential  —   das  allgemeine  Integral 
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in  der   imagiDfiren  Form  1( — ai)  darzustellen,    die   als    vieldeutig 
auch  durch  1(( — x))  ausgedriicKt  werden  kann.    Denn  indem  man 


y*f^=,((_^))+c 


setzt,    erhält  man  bekannter  Massen  noch  ferner,    wenn  man  den 
absoluten  Werth  der  Zahl  x  durch  vai.  abs.  he  andeutet, 

y  ^  ==  I  (val.  abs.  X)  + !((-!))  +  C 

oder 

'=l(val.  abs.  a:)+C+i(2r  +  l)7r, 

wo  r  eine  positive  oder  negative  Grenzzahl  vorstellt.  Verbindet 
man  daniit  aie  Betrachtung,  class  auch  das  für  positive  x  geltende 
übliche  Integral  (9)  in  die  ähnliche  Form 


/ 


^=l((+:r))  +  C 

=  1  (val.  abs.  x)  +  1  ((+1))  +  C 
= 1  (val.  abs.  x) + 1  'Im  +  C 


ehrackt  werden  kann;  so  lassen  sich  beide  Integrale  vereinen  in 
er  Form 

(10)  r ^=d  (YSil  ahs.  x)i-C+iC 

wenn  man  die  Constante  C  complex  wählt  und  das  Reelle  von 
dem  Imaginären  scheidet.  Und  jedes  dieser  Intes^rale  gibt 
differenzirt  das    zur   Integration    vorgelegt    gewesene  Differential 

dx 

"^^■~  • 

Filr  die  allgemeine  Integration  sind  sonach  auch  die  gekun-* 
stelten  Gestaltungen  (2)  bis  (5)  des  Integrals  ohne  Werth,  weil 
sie  ja  alle  bei  genügender  Reduction  und  bei  der  Ausscheidung 
des  Constanten  doch  immer  wieder  auf  die  einfache  Form  (1; 
zurückgebracht  werden  können. 

Hat  man  dann  auch  noch  für  jede  reelle  oder  imaginäre  Form 

Xz=  (p(x)  +  itj;(x) 

erwiesen,  dass 

dlX  =— srr 

ist;  80  ist  bei  allgemeiner  Integration  auch 
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dX 


-^  =  IX+C; 


wie  z.  B. 

dx 


f 


X 


3^^p^=I(a;-«±i6)  +  C. 


WO  jedoch   die  Constante   C  jederzeit  als  complex  vorauszuset 
zen  ist. 


§.  7. 

Bei  der  besonderen  odei:  begrenzten  Integration  dage- 
gen, wie  sie  bei  der  Auflösung  zumeist  geometrischer,  mechani- 
scher und  physikaiifi^cher  Aufgaben  vorkommt,  sucht  man  nicht 
sowohl  aus  dem  gegebenen  Differentialverhältnisse  diejenige  Fun- 
ction wieder  zurück,  welche  differenzirt  dieses  Verhältniss  liefert; 
sondern  man  fragt  vielmehr  nach  der  Summe  —  dem  Integrum  — 
sämmtlicher  successiven  Aenderungsbeträge,  welche  die  gesuchte 
Function  erfährt,  während  die  Grundveränderliche  von  ihrer  unte- 
ren Grenze  zur  oberen  stetig  vorschreitet,  und  welche  einzeln 
nach  Aliwei^ung  des  zu  integrirenden  Differentials  berechnet  wer- 
den können.  Mithin  ist  diese  Rechnungsweise  mit  der  allge- 
meinen Integration  zwar  im  üblichen  ^iamen  verwandt,  allein 
im  Grundbegrifife,  in  der  Tendenz  und  Ausführung,  von  ihr  we- 
sentlich verschieden. 

Bei  ihr  sind  die  einzelnen  schrittweisen,  stetig  in  einander 
übergehenden  Aenderungsbeträge,  die  unendlich  kleinen  Elemente 
der  gesuchten  Function,  folglich  auch  die  ihnen  gleichgeltenden 
stetig  successiven  Werthe  des  Integrands,  eben  so  wie  die  Ver- 
änderliche und  ihre  Function,  durchweg  reell  zu  denken.  Um 
nach  der  Gauss'ischen  Ansicht  über  die  Realität  der  imaginären 
Grössen  zu  sprechen,  während  man  bei  der  allgemeinen  Inte- 
gration auf  emer  ganzen  unbegrenzten  Ebene  alle  algebraischen 
Operationen  ausführt,  zieht  man  sich  bei  der  begrenzten  Inte- 
gration auf  eine  einzige  Gerade  dieser  Ebene  zusammen.  Auf 
dieser  entfällt  alles  Seitliche  (Laterale)  —  Imaginäre  —  und  nur 
das  Directe  (das  Geradaus)  —  das  Reelle  —  bleibt  verfügbar; 
alle  Grössen,  die  beiden  zusammenhängenden  Veränderlichen,  der 
Differentialcoefßcient  und  das  Integral,  müssen  in  den  Grenz-  und 
Zwischenwerthen  durchgehends  reell  sein,  wenn  anders  ein 
solches  Summirungsgeschäft  der  nach  einander  folgenden  Aende- 
rungsbeträge (Zusätze,  Elemente)  einen  klaren  Sinn,  eine  deut- 
liche Auffasi^ung,  in  der  Wirklichkeit  zulassen  soll. 

Mithin  darf  bei  dem  begrenzten  Integriren  kein  Satz,  der  nur 
fürdasRechnen  mit  reellen  Zahlen  erwiesen  worden  ist,  ohne  weiteres 
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auch  für  imaginSre  Zahlen  gelten  gelassen  werden.  Dieser  in  der 
bühereD  Analysis  leider  noch  immer  so  hSafig  wahrnehmbare  Feh- 
ler  trägt    auch  bei  der    vorliegenden   begrenzten  Integration  des 

dx 
Differentials  —    die  Hauptschuld  des  eingeschlichenen  Irrthums; 

freil  man  in  ihr  die  imaginären  Logarithmen  negativer  Zahlen 
zulässt  und  mit  ihnen  anstandslos  rechnet,  wogegen  doch  nur  ab- 
8o\ute  logarithmische  Grundzahlen,  folglich  auch  nur  positive 
Losarithmande»  in  den  Voraussetzungen  und  in  (|^r  algeoraischen 
Leore  vom  Logarithmiren  zugestanden  worden  waren. 


$.8. 

Nach  Aufstellung  dieser  unbestreitbar  richtigen  leitenden  Prin« 

Pdx 
cipien  nelimen  wir  nun  das  fragliche  Integral    /  — nochmal^jund 

zwar  .zur  völligen  Sicherstellung  auf  mehrere  Weisen,   zu  inte* 
griren  vor. 

L      Erstes    Integrations-  Verfahren:     Integration 
mittels  unbestimmter  Functionen.  . 

T^ehmen  wir  —  was  bekanntlich  genügt —  ein  particuläres 
Integral  des  Differentials  —    in  Betracht,  dessen  sonst  arbiträre 

Constante  hier  eine  bestimmte  Zahl  sein  soll;  so  möge  der  voll- 
ständige Ausdruck  dieses  (particulären)  Integrals,  mit  £inschluss 
seiner  Constante,  die  dermalen  noch  unbestimmte  Function  f{x)y 
also  das  Integral 


(11)  ■    f~=fi^) 


sein. 


Die  Bestimmung  dieser  Function  f  kann  nun  auf  folgende  Wei- 
sen geschehen. 

a).  Erste  Bestimmungsweise  der  Function  f(x). 
Setzen  wir  für  or  die  Potenz  a^,  in  welcher^  der  Exponent  n  jede 
reelle  Zahl  vorstellen,  jedoch  lediglich  der  reelle  Werth  der  im 
Allgemeinen  vieldeutigen  Potenz  berücksichtiget  werden  darf; 
so  wird 


/ 


folglich  wenn  man  differenzirt  und  reducirt 
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V 

/dx 
—  wieder  das  obige  partiealäre  Integral  f{x)  vor- 
stellt,  so  bleibt  es  verstattet,    auch  hier  dasselbe  darch  fix)  zu 
ersetzen  und  somit  erfolgt 

als  die  eigentlich  aufzulösende  Functionalgleichuog. 

Um  darin  die  zwei  Veränderlichen  x  und  n  zu  schneiden,  sei 

eine  neue  Veränderliche,  und  nehmen  wir  beiderseits  die  naturli- 
chen Logarithmen.  Dann  fordert  die  —  ja  nicht  zu  übersehende 
—  Bedingung,  dass  x  und  z  zwar  reell  sein  sollen,  aber  gleich 
wohl  eben  so  gut  negativ  als  positiv  sein  können ,  und  die  Grund- 
bedingung, dass  bei  durchgängig  reellem  Rechnen  die  Logarith- 
mände,  gleich  den  logarithmischen  Grundzahlen,  nur  positiv  — 
oder  vielmehr  irrelativ  (absolut)  —  gedacht  werden  können,  die 
unab weisliche  Vorbereitung,  beide  letzten  gleichen  Zahlen  zu 
einer  geraden  Potenz,  also  am  einfachsten  zur  möglich  nieder- 
sten, d.  I.  zur  zweiten  Potenz,  zu  erheben,  also  auf 

zu  übergehen.  Dabei  der  erstenPotenzirung,selbst  wenn  der  Exponent 
n  gebrochen  oder  irrational  sein  sollte,  nur  mehr  der  reelle  VVerth 
zti. berücksichtigen  bleibt,  so  ist,  zufolge  der  algebraischen 'Leh- 
ren von  den  Wurzeln  und  den  Potenzen  mit  gebrochenen  Expo- 
nenten, die  Verwechslung  der  vorgeschriebenen  zwei  nach  ein- 
ander folgenden  Potenzirungen  gestattet,  mithin  auch 

Hier  nun,  wo  beide  zu  logarithmirenden  Zahlen  positiv  sind,  dür- 
fen wir  mit  vollem  Recht  iogartthmiren  und  erhalten  sofort 

nl(^2)5=l(z*). 

Obige  Functionalgleichung  (12)  übergeht  aber  durch  die  Einfuh- 
rung der  2;  in 

«/•(a:)=:/(z),  - 

folglich ,  durch  die  vorangehende  Gleichung  getheilt ,  verwandelt 
sie  sich   in  '      . 

M.-.M. 

l(x^)  ~  1  (z«) 

wo  nun  —  wie  beabsichtiget  —  die  x  und  2  von  einander  geschie- 
den sind.  Da  diese  beiden  Veränderlichen  von  einander  unabhän- 
gig sindj  so  erheischt  die  letzte  Gleichheit,   dass   beide  gleichen 


1^ 

Verhältnisse  eine  und  dieselbe  von  x  und  z  unabhängige  Zahl,  s. 
B.  As  sc^eo»  folglich 

sei    Dann  ergibt  sich  die  gesuchte  Function 

(13)  /(.T)=JI(a:«). 

Zur  Bestimmung  der  noch  in  Frage  bleibenden  Constante  A 
bemerken  wir,  dass  die  Function  f{x),  vermöge  der  Gleichung 
(11)  an   die  Bedingung  gebunden    ist,    dass  ihr  Differential  dem 

htegrand  —    gleiche,  also  auch,  dass  ihr  Differentialverhältniss 

X  , 

f{x)  dem  Differentialcoefficienten  (  —  J  dieses    Integrands    gleich, 
nemlich 


(14)        nx) = l 


d\(x^)  , 


m.  Wie  berechnet  man  aber  hier  f^x)   oder  — ^ 

Es  kann  nemlich  nicht  erlaubt  sein,  wofern  unsere  Rechnnn- 
een  stets  auf  dem  Boden  der  reellen  Zahlen  sich  bewegen  soU 
ien,  l(j^)  in  2\x  aufzulüsen  und  danach  \x  in  üblicher  Weise  zu 
differenziren ,  weil  ja  für  ein  negatives  x  der  '\x  ime^inar  entfiele. 
Wir  nassen  also  nach  der  allgemeinen  Formel 

d\u  diu  du 

dx        du  du 

Aferenziren,  in  welcher  der  Logkrithmand  u  eine  stets  positiv 
bleibende  Function  von  x  vorstellt.  Da  erhalten  wir  nun  ohne 
Anstand  für  tu=:x'^ 


du      u       x^ 


und 


--<lx 
dx—^^' 


folglich 


dx         x^'  x' 


Mitbin  ist 
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da:  X 

und  nach  obiger  Bedingung  (14) 

X         X 

Da  hier  x  eine  beliebige  .reelle  Veränderliche  ist^  so  muss 

2^=1, 
also 

sein. 

Substituiren  wir  nun  diesen  Werth  in  (13)  >  so  finden  wir  di' 
gewiioschte  Function 

(15)  f(x)  =  l\(x^), 

und  wenn  wir  sie  in  den  Ausdruck  (11)  einführen  und  zugleiel 
von  diesem  particulären  Integrale  auf  das  vollständige  Integra 
übergehen  5    finden  wir  für  dieses 


(16)  f^=lKa>^)+C. 


§.9- 

b).  Zweite  Bestimmungswelse  der  Function  f(x] 
Setzen  wir  in  der  Gleichung  (11)  für  x  das  Product  uv  zweie 
entweder  von  einander  unabhängigen  oder^  wenn  man  lieber  will 
von  einer  dritten  freien  Veränoerlichen  t  zugleich  abhängende! 
reellen  Factoren  u  und  v,  so  übergeht  sie  in 

/d.uv 
UV  '^      ^ 

Differenzirt  und  th eilt  man ,  so  erfolgt 


p/du      dv\      ^     , 


und  insofern  es  gestattet  ist ,  u  und  v  zugleich  als  Functionen  voi 
t  anzusehen  und  sofort  die  gliederweise  Integration  vorzunehmen 
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/^*ft-r-'>. 


daher  wegen  der  vorausgesetzten  Particularität  des  Integrals  (11) 

Diese  Functionalgleichang  in  bekannter  elementarer  Weise 
(z.  B.  nach  Cauchy  Gours  d'analyse,  1821,  Gbap.  V.  §.  1. 
Ph>bl.  3.)  aufgelost  gibt,  jedoch  blos  für  positive  Werthe 
Ton  u   und  t), 

woriu  A  constant  ist. 

Setzt  man  hierin,  weil  x  eben  iSo  wohl  negativ  als  positiv 
sein  kann,  eine  stets  positiv  ausfallende  gerade,  also  am  einfach- 
sten die  zweite,   Potenz  derselben  für  u,  nemlich  u=za:'^,  so  ist 

r 

'Man  gibt  die  Gleichung  (11),  wenn  man  x  in  x^  umsetzt. 


/ 


fo/g/lch 

und  gemäss  eben  dieser  Gleichung  (11) ,  weil  in  ihr  f(x)  ein  par- 

d'^c 
ticuläres  Integral  von  -^  vorstellt, 

X 

f(x^)=2ax). 

Sofort  ist 

'2f{x)  =  A\(x^) 
and 

Ffir  die  Ermittelung  der  noch  unbestimmten  Gonstante  A  dient 
wieder  die  Bedingung  (11)  und  die  ihr  daselbst  folgende  Differen- 
tiation, und  demgemäss  ist 

i— fl   d\(x^_  A    %^_A 
X       2'    dx     '^  ^  '  x^^  X  * 

Tlieil  XX.  t 
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mithin,    da  diese  Gleichung   für  alle  reellen  Wertbe  von  x  ide 
tisch  sein  soll,  findet  man 

0 

A=i, 
und  wieder  wie  früher 

'(15)  /(^)=il(a:a), 

und  sonach  das  dortige  vollständige  Integral  (16). 


§.  10. 

II.    Zweites   Int egr ations  -  Verfahren.    Integratio 
durch   Substitution. 

Bezeichnen  wV,  zur  Abkürzung,  das  gesuchte  Integral  durc 
y,  setzend 

/dx 
-^ 

,und  nehmen  wir  vm§  vor,  einen  Logarithmus  der  Veränderliche 
X  einer  neuen  Veränderlichen  gleich  zu  stellen;  so  ist  es,  we 
X  nicht  blos  positiv,  sondern  auch  negativ  sein  kann ,  keinesweg 
gestattet,  geradezu  von  x  selbst  den  Logarithmen  zu  nehmei 
wohl  aber  von  ihrer  zweiten  Potenz,   x'^y   weil  diese  jedenfall 

f)ositiv,  also  logarithmirbar  ausfällt.    Setzen  wir  demnach,   natüi 
iche  Logarithmen  anwendend, 

i(a:2)=2; 

so  ist,  wenn  e  die  Grundzahl  solcher  Logarithmen  vorstellt. 

Dies  differenzirt  liefert 

und  wenn  man  dividirt  und  noch  halbirt 

dx      1  , 
X       2 


Somit  wird 


l    P        1 


daher,  wenn  man  zurück  substituirt 
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id  wie  oben 

(16)  y*^=:|i(a:«)  +  c. 


§.  11. 

lU.    Drittei  Integrationtver fahren.    Individualisi- 
tmg  eines  generellen  Integrals. 

Schreiben  wir  das  gesuchte  Integral,    indem  mx  —  als  die  Po^ 
lor^  darstellen,  in  der  Form 

kVH selbes  ein    individueller  Fall  des   bekannten  generellen  in- 


/ 


den  individuellen  Werth  914-1=0  oder  n=: — 1. 

Om  diesen  zu  ermitteln,    weil  der  Bruch   — tx^    wenn  man 

••geradehin   n 4-1=0   setzen   wollte,    die    unbestimmte   Form 

»*     1 

Q-=/v  annehmen  wärde,    schlage   ich   folgendes  Verfahren  ein, 

hs  ich  bisher  nirgends  verwendet  gefunden  habe. 

Iste  B es timmungs weise.  Ich  sehe  0  als  den  Grenz- 
werth  der  Veränderlichen  w  + 1  an ,  wonach  ar"+^  der  Grenze  1 
nstrebt;  und  benutze  die  bekannte  Eriaubniss«  dem  veränderli- 
ckeo  Theile  jedes  Integrals  eine  beliebige  Gonstante  zu  addiren 
ider  zu  subtrabiren ,  indem  ich  von  .i:*>+^  seinen  Grenzwerth  1  ab- 
sehe, folglich  setze 


/ 


^«+1 1 

a^dx  = TT — V-  C. 

n  +  1      ' 


die  Schreibung  zu  vereinfachen,  mache  ich 

n  +  l  =  nt,     also    n-='m — 1 

erhalle 

2* 


/^ 
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m       " 


Zum  Uebergang  auf  das  Integral  /  x~^dx  lasse  ich  nun  die  Za 

m  der  Grenze  0  stetig  zueilen  oder  unendlich  abnehmen;    dah 
finde  ich 


lim  rx^-Hx  =  V\vk— — ?  -f  C, 


m=0^ 

N 

oder  weil  die  erstere  Grenze 

=  /  a:limm-.i.  dx=    f  x-^dx=z  I  — 
ist. 


/ 


—  =  hm 1-  C. 

X      in=o      m 


Nun  ist  aber , bekanntlich  9 '  wenn  a  eine  positive  von  o  unabhä: 
gige  Zahl  vorstellt, 

lim  =  1«. 

a)=o         0* 

Allein  in  o?'"  ist  x  hier  nicht  blos  positiv,  sodern  auch  negati 
daher  darf  man  diese  Grenzform  nicnt  geradehin  verwenden.  Wo) 
aber  ist  x*^  jedenfalls  positiv.    Setze   ich  demnach  a=^x^j    so  \i 

a*^z=zx^  Wähle  ich  ferner  2co=m,  alsoco  =  -o-;  so' ist  a®=a; 
und  zugleich  mit  limm=0  auch  lima)=0.   Sohin  erfolgt  anstandst 

hm  =  lim  — ^j — =ol>ni  =5la  =  ol(^*), 

und  daher  wie  früher 


(16)  /^=|l(^*)+C. 


2 te Bestimmun gs weise.  Gewuhnlichhatman bisher, die vo 
her  erwähnte  Erlaubniss  benutzend,  von  a:"+^  die  gleichhohe  P( 
tenz  einer  beliebigen  beständigen  Zahl  6,  also  6"+^^  abgezoge 
folglich 


/ 
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^"^^        n  +  1       ^^ 


«eeDommen,  dann,  weil  der  entstandene  Brach  ßir  n-f-l  =  0  die 

0 
^bestimmte  Form  tt  annimmt,    seinen  Zähler  und  Nenner  ein- 

rianach  n  differenzirt  und  hierin  erst  n-|-1=0  gesetzt. 
Allein 

dn  dn  dn 

lirfroan,    weil  Alles   reell  bleiben   muss,   keineswegs  wie  ge- 
vObDlich  so  differenziren ,    dass  man  ohne  weiterps 

— T — =a?»+i.la:,  -— i — =6»+i.l6 
an  an 

^«liL   Denn  die  bekannte  Ableitung 


cte 


=  a*ia 


^  dar  lauter  reelle  Zahlen,    dass  in  der  Exponentiellen  a* 
Mümizabl  a  positiv  sei. 

Ob   daher    die    Exponentiellen    a:»>+*,    6"+^   auf    positive 
faiihahlen  zurückzuführen,  setzen  wir  n-\'l=2m,  folglich 

a;"4-i=ar*»=(ar2)"»     und     6«+i= fi^m— (ft2)m  ^ 
iwach 


/ 


^^  =  (£Slz&  +  c 


vird.  Differenziren  wir  demnach  Zähler  und  Nenner  des  letzten 
tniches  nach  der  mit  n+l  zugleich  verschwindenden  Veränderli- 
iken  m,  so  erhalten  wir 

jUg  för 

«=  —  1    und    fn=:0; 
kker  nach   livirklich  vollzogener  Substitution 


f:,.ra,jS£t^  +  C. 
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Wenn  man  endlich  die  Constante  — oK^^)  i^  ^^^  Constan 

der  Integration  mit  einbegreift ^    so  erhält  man  wieder  das  Int 
g5al  (16). 

Sciilussergebniss  der  Integration.  Nach  dieser  soi 
sam  sichtenden  Beweisführung  kann  daher,  wenn  durchweg  n 
reellen  Zahlen  gerechnet  werden  soll,  was  bei  dem  s.  g.  h 
grenzten  oder  bestimmten  Integriren  jederzeit  geschehen  miu 
fediglich  blos 


(16) 
gesetzt  werden. 


/f  =  l|(.^)  +  C 


§.  13. 


Wenden  wir    uns    nunmehr  zu  den    begrenzten  Integr; 
len,   so  gewahren  wir  auf  der  Stelle,    dass  in  dem  vorliegende 

Integral  (16)  sowohl   der  Differentialcoefficient  —  als  auch  der  l 


X 


tegralausdruck  ^H^^)  ^^^  ar=0  unstetig,  namentlich  =4: oo  wir< 

wesw^en  die  gewöhnliche  Ermittelung  des  Werthes  eines  sc 
chen  Integrals  in  denjenigen  Fällen,  wo  x:=zO  im  Intervall  d« 
Integrationsgrenzen  liegt,  folglich  diese  Grenzen  algebraisch  en 
gegengesetzt  .sind,'  unstatthaft  wird,  und  wir  daher  zur  ursprün| 
liehen  und  eigentlichen  Bedeutung  des  begrenzten  Integra 
unsere  Zuflucht  nehmen  müssen.  Nach  dieser  Bedeutung  gilt  oi 
bekanntlich,  wenn  das  begrenzte  Integral 


/ 


q>{x)dx 


kurz  mit  J  bezeichnet,  der  Grenzenunterschied  X-^Xq  in  eine,  d< 
unendlichen  Wachsthums  fähige,  Anzahl  {n)  gleicher  Theile,  d< 
ren  jeder  =:£  sein  soll,  getheilt  gedacht  wird,   so  dass 


JL  —  Xq 


n 


und 


lim£=0' 


ist,  der  Ausdruck 
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t/  fl=00 


.  .  .  +g)(a:o  +  »  — W] 


=liin.e  ^      yC^o  +  '^O» 

fl=flo        rrsO 

ims^esetzt»    dass  (p(x)  von  a:=a:o  bis  x^-X  seine  Stetigkeit 
■It  embüsst. 


§.  w: 


Um  aber  für  den,    gerade  in  der  vorliegenden  Frage   in  An- 

[tcgoDg  kommenden,    Fall   der  Unterbrechung   dieser  Ste- 

'jkeit  das  Erforderliche  vorzukehren,    ändern  wir  beide  Gren- 

I^Xo,   X  in  die  algebraisch  entgegengesetzten  ^  x^,  — X  ab, 

bmichnen  das  entstehende  Integral  durch  J^  so  dass 


q>(x)dx 


—Xt 


\k  wieder  auf  die  früheren  Grenzen    zurückzukehren ,   set- 


;»naehßir 


■dfiir 


a:  =  — 2;,    dx^s^  —  dz^    2=  —  x\ 


^=— 'O^Q    die    z  =  :r() 


a:= — X    die    «=Jf 


itfiilt.    Demgemäss  wird 


*0 


1er  wenn  wir    —  was  erlaubt  ist  —  die  Veränderliche  %  wieder 
irch  X  ersetzen. 


q>('^x)dx, 


feitonit  nach  dem  oben  in  (17)  aufgestellten  Ausdrucke 
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(18)        ^J'=\im.t\<p(-xo)+<p\-(xo+e)]  +9'l-(a;o+20]  +  •  • 


.  .  .   +9[— (^0+«— 1«)] 


r=n— 1  » 


n=oo       r=:0 


Addiren   wir    sofort  die  beiden   Ausdrucke  (17)   und  (18),    so  i 
gibt  sich 


(19; 


r=:n— 1 
»=39       r=o 


J-J'=^}tn  . s  '^     }<p(a'o+rB)  +  9[-(^o+rf)] I • 


So    oft   aber  die  Function  g>(a:),     wie  eben  im  vorschwebende 
Falle,  wo 


(20)  g>(ä:)  =  j, 

ist,  so  geartet  ist,  dass 

(21)  9(-.ar)=--9(a;) 

sich  ergibt,  also 

(22)  (p(x)  +  (p(—x)=zO 

wird,  so  muss  auch  der  allgemeine  Summand 

(fixo+re)  +  9)[— (aro+rc)] =0 
werden,  d.  I.  die  gleichyielten  Elemente 

sffixQ  +  tb)  und  Bq>  [ — (xq+tb)] 

der  zwei  Integrale  J  und  — J'  müssen  gleich,  aber  entgegeng 
setzt  ausfallen,  mithin  summirt  sich  wechselseitig  ganz  aufhebe 
Da  überdies  beide  Integrale  oder  Summen  gleichviel  Glieder  ev 
halten,  so  müssen  sie  vereint  sich  gänzlich  vernichten,  folglu 
streng  giltig 


J-J'=0 


sein. 


Sonach  ist 


Jz=J\ 


nemlich 


(23) 


/      q>(x)dxz=i  j        q>{x)dx. 


—  Xt 


so  oft  die  Function  q>{x)   eine  der  einander  gleichgeltenden  B< 
schaffenheiten  (21)  und  (22)  besitzt 
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§.  15. 

Nachdem  wir  diese  wichtigen  Sätze  über  die  Ermittelung  der 
^ertHe  ins  Gedächtniss  zurückgerufen  haben,  kehren  wir  zu  un- 
«em  Integral  zurück,  particularisiren  die  Gleichung  (23)  nach 
b  Annahme  (20),  und  erhalten  sofort  vollkommen  richtig 

kieo  a,  b  gewisse  Absolutzahlen  und  setzen  wir 


— j:o= — a,    — JTzr — b; 
erfolgt 

— a  ■\-a 

Bei  einstimmigen  Grenzen  ist  daher  derWerth  des 

[begrenzten  Integrals  von  —  der  nemliche,  mögen  die 

«•  •^ 
•  Creozen  beide  positiv  oder  beide  negativ  sein. 

I 

Weil  hier  die  Auswerthung  des  Integrals  durch  den  gewohn- 
licken  Uebergang  vom  allgemeinen  Integral  zum  begrenzten  ge- 
iidbehen  darf,  da  im  Grenzenintervall  weder  der  DifferentialcoefB- 
dent  noch  das  Inte&;ral  die  Stetigkeit  verliert;  so  erhält  man  ver- 
Buge des  Integralausdruckes  (16)  anstandslos 


/*-*  dx     ,  /*+*  dx 


=  ^l(6*)-^I(a«)=|l.(^)'. 


§.  16. 

Um  aber  das,  dem  bekannten  Anstände  unterlie(i[ende,  Inte 
pal  mit  entgegengesetzten  Grenzen  zu  ermitteln,  MtM 
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wir,  indem  wir   abermals  a  und  b  absolute  fahlen  bedeuten  I 
sen,  in  (28) 


und  erhalten 


(!27) 


a:Q  =  -\-a,    X=. — b 


X  "\/  X  ' 


+a 


woraus  erhellet,  dass  es  hinreichen  werde ,    nur  das  zweite  In 
gral  mit  nejgativer  unterer  Grenze  zu  bestimmen. 

Ist  nun 

a^by    also    — a< — 6,  » 

60'  ist  das  noch  zu  ermittelnde  Integral 


(28) 


— a  — a  — * 


X 


insofern  —  b  /zwischen  —  a  und  +  b  liegt. 
Ist  aber 

so  findet  man  fflr  dasselbe  Integral 


(29) 


— a  — a  +« 


weil  hier  +o  zwischen  — a  und  +6  liegt. 

Es  kann  demnach  jedes  Integral  mit  entgegengesetzten  Grei 
zen  auf  eines  ''mit  gleichstimmigen  im  Allgemeinen  ungleiche 
Grenzen  und  auf  eines  mit  entgegengesetzten  aber  gl  ei 
chen  Grenzen  zurückgebracht  werden.  Da  ersteres  nach  §.16 
berechnet  werden  kann ,  so  fragt  es  sich  nur  noch  um  das  letz 
tere,  nemlich  um 


(30) 


IT' 


weswegen  wir  dieses  umständlich  feststellen  müssen. 
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$.  17. 


Die  Gleichung  (25)  v^rwaodelt  sich,  wenn  wir  den  zweiten 
Tkeil  in  den  ersten  übertragen  und  anstatt  seiner  2ieichenände* 
lag  die  bekaontlicfa  da  zulässige  Umstellung  seiner  Grenzen 
MnehmeDy  in 


Addiren  wir  biezu  beiderseits 


/Hb  da 
J        X  ' 

-6 


^bt,  weil  die  Integrationsgrenzen  — a,  ^—6;  —6,  -f^;  -f-ft,  -f-a 
«bander  hangen,  die  Summirung  in  bekannter  Weise 


pXb  ist  jedes  begrenzte  Integral  eine  Function  seiner  Grenzen, 
iüUo  ba6en  vermöge  dieser  Gleichheit  die  entgegengesetzt  glei- 
im.  Grenzen  bei  dem  fraglichen  Integral  keinen  Einfluss  auf 
in  Wertb  des  begrenzten  Integrals ;  und  sonach  ist  dieser  Werth 

iiDe  constante  Zahl,  die  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen,  so  dass 


(32) 


/■^  dx 


— « 


IVB  a  ganz  und  gar  unabhängig  sein  soll.' 

* 

Von  der  Richtigkeit  der  Gleichung  (31)  kann  man  sich  auch 
ttf  folgende  Weise  überzeugen.    Setzt  man  im  Integral  (30) 


a 


z 


nter  %  eine  neue  Veränderliche  und  unter  h  eine  neue  ganz  be- 
liebige Beständige  verstehend;  so  ist 


a  '^  b  '  X        z  * 


paar 


folglich  tindet  man 
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.rm  +  a    wird    r=±6; 


—a 


-6 


welches   wieder  die  Gleichung  (31)  ist,   da  die  Bezeichnung  d 
Veränderlichen  im  begrenzten  Integral  gleichgiltig  ist 


§.  18. 


Zur  Bestimmung  der  in  Frage  gestellten  j  für  unsere  Unt< 
suchung  höchst  wichtigen'  constanten  Zahl  A  dienen  nun  mehrerl 
Vorgänge. 

Iste  Bestimmungsweise  von  A,  Da  a  in  (32)  willkii 
lieh  sein  kann,  so  ist  es  wohl  sehr  natürlich,  die  Annahme  a= 
zu  versuchen  9  bei  welcher  sicher  richtig 


(33) 


=/ 


+^  dx 


X 


—  0 


ist,    und    nur    noch    zu    entscheiden    bleibt,    welchen    Werl 

/+o  dx 
—   habe. 
X 

—  0 

Nun  setzen  Cauchy,  Navierl,  Duhamel  und  Scblt 
milch  in  ihren  Untersuchungen  Ober  die  begrenzten  Integrale  d< 
unstetig  werdenden  Differentialformeln,  stillschweigend,  un 
ohne  zwischen  — 0  und  -f  0  zu  unterscheiden,  dieses  li 
tegral  geradezu  gleich  Null.  Jeder  kritische  Analytiker  weis 
aber  recht  wohl,  dass  diese  Unterscheidung  zwischen  --0  un 
-f-0  nicht  überall  ohne  weiteres  unterlassen  werden  darf,  möge 
auch  minder  sorgsame  Rechner  solche  Distinction  ~  um  eine 
gegen  mich  gerichtet  gewesenen  tadelnden  Ausdruck  eines  bereif 
verewigten  mathematischen  Collegen  zu  gebrauchen  —  eine  müs 
sige  Haarspalterei  zu  nennen  belieben. 

Man  kann  sich  hievon  leicht  fiberzeugen,    wenn  man  in  (3S 


x=: 


y    also  dx:=:-sdv. 


und  für 


;r=+0     sofort     v= —  —  =:^qc 


setzt.    Da  erfolgt  auf  der  Stelle 
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_  /*+"  dx  _        P-^  dv  _  /•+»  dar 

>nd  also  im  ersten  Integrale  die  Integrationsgrenzeo  zu- 
lenfallen^  liegen  sie  im  letzten  über  alleMassen  weit 
inaoder.  Ueber  die  letztere  Bedenklichkeit  lässt  sich  aber 
gewiss  nicht  so  unbekümmert  hinweggehen. 

ine  andere  Bedeoklichkeit  tritt  hier  der  Entscheidung  ent- 
,  wenn  man  das  Integral  (33)  nach  der  Formel  (17)  zu  be- 
ten versucht.    Denn  da  ist 

aro  =  — 0,    X=+0,     also    £=  +  0, 


^(^<»>=Jo==Ö  =  -* 


l  1 


i 

HlÜe  zu  summirenden  Elemente  Bq>{a:Q)  und  e(p(—j:Q)  unbe- 
K|ro5s,  und  die,  dem  begrenzten  Integral  gleiche,  8ummenr 
jh  Dicht   mit  entschiedener  Sicherheit 'angebbar. 

Ite  Bestimmung s weise.  Da  in  dem  gesuchten  Integral 
%  Grenze  a  gleichglltig  ist,  so  setzen  wir  zur  Vereinfachung 
^lechnungen  a=l,  und  beschäftigen  uns  daher  mit  dem,  auch 
tCauchy  (im  Räsumä  p.  95.)  erforschten,  Integral 


(»,     ^=/*-^ 


—1 
0  setzen  wir 

[fig  n  willkuhrlich  constant  denkend.    Dann  ist 

rfa:=nt«"--*c?t«. 


(Ix  ^    du 


r  weil  w=a:"  ist,   so  muss  zu   a:=dbl  <lie  i/  =  (dbl)''  gehö- 
Da  nun  sehen*  wir  uns  aufgefordert  die  Zahl  n  zu  wänlen, 
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n 


und  finden  sogleich ,    dass  wir  jeder  Zweideutigkeit  auswei 

wenn  wir  —  eine  uoeerade  Zahl  sein  lassen.    Setzen  wi 
n  ° 

her   —  =2r+l,  iodem  wir  J:r  =  0,  1,  2,.,.  bedingen;  so  erl 

wir   die  Integrationsgrenzen  t«=4:l^    folglich    nach    vollzog 
Substitutionen 


Hieraus  finden  wir  jedoch  sogleich 

mithin  da  2r  nicht  allein  Null,    sondern  auch  jede  (positive 
negative)  gerade  Zahl  vorstellen  kann,  mit  Sicnerheit 

Wählen  wir  noch  vorsichtsweise  für  —    eine    gerade 
2r,  so  ist  x^^  =  u  sicher  positiv,' 

2rx^-^dx  =  du. 


daher 


^     dx 

2r. — =du, 

X 


und  für  ^^=±1  jedenfalls  die  2t=  +  l,  folglich 


1    /*+i  1 

+1 
Also  auch  da  finden  wir  ^=0. 

3te  Bestimmungsweise,  v  Benutzen  wir  wieder  d 
§.10.  schon  gebrauchte  Substitution,  so  erhalten  wir  far  x-- 
die  z=l{a^).  daher  allgemein 


rdx^     1    P^       1 


folglich  begrenzt 


1      /»l(o*)  1 

J  =  J  /  .      rfz  =i[i(aa)-l(a«)]=0. 
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4te  BestimmuDgsweise.  Setzen  fiir  in  dem  Ausdrucke 
(D)  x^^ — a»  Jts-fa  und  n=2fft»  theilen  wir  nemlich  jede  Ualb- 
;ineid  'des  IntervalLs  der  Integratlonsgrenzen  in  m  gleiche  Theile ; 
'»wird  ein  solcher  Theii 


2a a 

2m      m        * 


ich 


/•f «  .  T=Am 

9> (or) cb;  =  lim  .  c    2    q>( — a-^-re). 


— a 


iMmen  wir  die  von  der  unteren  und  oberen  Grenze  an  gezähl- 
Ita  gieichvielten  (kt^n)  Elemente  zusammen ,  so  ist  für  jenes  Ele- 
[■eit:r=:  —  a+ks,  fiir  dieses  a;  =  +  a— Äe;  daher  erfolgt 

111=0     k=0 

— « 

likr  die  Function  q>{x)  insbesondere  Ton  der  itf  (22)  angedeu- 

^  ^'-jenschaft ,   so  heben  sich  jede  zwei  solche  gleicbstellige 

Jen  9  wie  gross  oder  klein  sie  auch  sein  mögen,  ja  selbst 

Ä  gleichzeitig  und  gleichen  Schrittes  ins  Unendliche  stei- 

HtAeii,  vollständig  auf,    und  folglich  annullirt  sich  auch  die 

'Summe.    Das  fragliche  begrenzte  Integral  wird  sonach 

/+« 
(p{x)dx=:Oy 


(22) 


q>{x)  +  q){—x)  =  0 


Null  ist  aber  In  dem  zu  ermittelnden  Integral  A 


(23) 


9(^)  =  -* 


die  Bedingung  (22)  erfiillt,    mitbin  ist  auch  nach  dieser  Be- 
»ung 


—  a 


Schlassfassnng.  Und  so  wäre  denn  streng  erhärtet,  dass, 
Wertb   auch  die  Grenze  a  haben  möge,    jedes    zwi 
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sehen    gleichen    entgegengesetzten    Grenzen    genon 
mene  Integral  der  vorliegenden  Art  gleich  Null»  nemli< 


(36) 


sein  muss. 


f"^=o 


—a 


§.19. 


Wenden  wir  dieses  wichtige  Er^ebniss  auf  die  Integrale  (2 
und  (29)  an,  so  erhalten  wir 


(37) 


— a  — a  +o 


+*rfa: 


X 


d.  h.:  Entgegengesetzte  Grepzen  dieses  Integrals  kui 
nen  durch  Abänderung  des  Vorzeichens  der  eine 
oder  der  anderen  Grenze  gleichstimraig  gemacl 
werd-en. 

Und  danach  lässt  sich  die  Auswerthung  dieses  begrenzt 
Integrals,  durch  Einsatz  der  Grenzen  in  das  richtige  aligemeil 
Integral 


(16) 


/$4l(x^+C 


ohne  Anstand  bewerkstelligen. 

Hält  man  sofort  die  Integrale  (26),  (27)  und  (37)  zusamme 
so  findet  man  für  alle  möglichen  viererlei  Zeichenstellungen  d 
Integrationsgrenzen 

/n^dx       r^^dx       r-^dx        P-^dx       1  ,  /b^\ 

^^v  -^^j  -=/  ---=y  -^^2»u^ 


und  insbesondere  für  6=0  wieder  wie  früher 


(36) 


— a  +a 


Hieraus  leuchtet  ein,  dass  der  Werth  dieses  begrenzte 
Integrals  keineswegs  von  den  algebraischen  Bezi< 
hungen  (der  Positivität  oder  Negativität),  sondern  lediglic 
von  den  absoluten  Werthen  seiner  Grenzen  abhäng 
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DemgemäSK  iSsst  sich  dieses  begrenzte  Integral  nicht  allein 
dem  von  Caachy  richtig  angegebenen  allgemeinen  Integrale 
sondern   auch  nach   der  von   mir  aufgestellten  allgemeinen 

.Tationsweise 

(10)  /*  ^  =  *  (^*'-  *^^-  ar)  +  C  +  iC 

I  ausH-erthen ,  indem  man  nach  der  letzteren 


r,  wofern  opq  und  X  positive  oder  negative  Zahlen  vorstellen^ 


P  ^  dx .  val.  abs.  X 


r diese  Weise  ist  demnach  z.  B.  das  in  §.4.  citirte  Integral 
+3  dx_  /»-3  dx^  /»-3  dx  _ /•+»  *[f 

nach  (38) 


— ^? 


I 

keach  (39) 


=.i 


$.  -20. 

« 

Sehen  wir  zum  Ueberflusse  oder  vielmehr  zur  Beseitieung 
Im  Zweifels  noch  nach,  ob  und  wienach  diese  völlig  richtig 
MIten  Rechnungsergebnisse  auch  noch  mit  geometri- 
ken  Betrachtungen  im  Einklang  stehen,  welcher  Prüfstein  ins- 
^  f&r  den  schärfsten  gebalten  wird. 

Dazu  lassen  wir  in  dem  bekannten  allgemeinen  Integralaus- 
Wti  des  Flficheninbaltes  einer  von  einem  ebenen  Curvenbogen 
H  ^  rechtwinkligen  Coordinaten  seiner  Grenzpunkte  begrenz- 


-  •    i'l  <•  ! 

:ii  *•  ii  •• 


I .. 


»    • 


^  »  '      f.HM'G    (Taf. 

i.t.-r      ■■        **tWi:h.    für    0P=^ 


X 


_:.,^     i-jide    iDl^irrationsgreDZC 

...iiii-«i  die  Fläche  f  von  jr=:jr^^=:0 

i.-/».*--f6  nud  y^CD  aus.  wo*. 

.  eil .    80  erhalfen  ^n  nach  (4*2)  ü 


=+V'©. 


«j.j 


i|(.fiiden  —  um  das  betreffende  a^ 
«Wi  Endausdrucke  mit  Entschiede 
...«,«r>.    den  Logarithmand  jederzeit  ^ 

.  «ji  ,\s:A^OE'^OA  ist,  die  Fläche  ' 

t:  '4^i^l  Flfichen  f^  und  (^  algebraisch  ei 

t    .\%ip^  lixo  Flüche  JKBAJ=¥ ,  welche  ; 

a^  b|ili«tht  und  an  der  Anfangsordinate  A 

'  u^  -^  i«mlet,    sind   die  zwei  mit  den  neu 

t       .  t.   Z^  und  KF  wie  die  f^   und  {^  endend 

lkHAJ^ABDCA=:V^i^ 


X    i  .  -rKNAJ-^AÜFEA^F^f^. 
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» 

|)i(>  zu  ei  Flächen  Ij  und  f^  werden  also  der  Fläche  F  ent- 
eri<;<.'setzt  aggregirt,  die  l|  ihr  addirt»  die  4  ^^^^  ^^  ^^^' 
ü:  mithin  i^ind  sie  nicht  allein  geometrisch  entgegengesetzt, 
ern  sie  diesseits  und  jenseits  der  gemeinsamen  Anfangsordi- 
Aß  liegen,  sondern  auch  algebraisch  entgegengesetzt  Wählt 
zur  Vereinfachung  der  Untersuchung  die  flxe  Fläche  F,  wie 
(leri^cstalt,  dass  die  sich  ihr  anschliessende  Fläche  (%  sie 
nssert,  und  sieht  man  Vergrösserung  als  positive  Beziehung 
v)  ist  (i  positiv^  folglich  fs  negativ  ^  wie  es  die  Rechnung  gab. 

[1.  Wählen  wir  ferner  beide  Integrationsgrenzen  ne- 
\\\  dehnen  wir  nemlich  die  Fläche  f  von  ar=j:o==^0^'=— a 
f=A'B'  bis  a:=:X=:0O=^b  und  y=^OD*  aus;  so  ist, 

c)    wenn  6>a  ist,  die  Fläche 


;«) 


_^'Ä'/>'C'^'=f'=A-/-*^  =  +?A«l(5).     _ 


fgeo  ergibt  sich ,  wenn 

hl  6<a  nemlich  X=-^=OE'  und  OE't^OA'  ist,  die  FlSche 


—a 


I 

9m$  P  und  P,  als  auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  An- 
Mioate  A^B*  gelegen ,  ebenfalls  algebraisch  entgegengesetzt 
ii  erhellet  wie  "früher  leicht,  wenn  man  sie  der  Fläche 
i'A'J'^^F'  anffigt.  Dass  aber  f  gerade  so  wie  fi  positiv 
soll,  bleibt  noch  zu  rechtfertigen.  Dazu  müssen  sie  beide 
iierlei  Fläche  gefügt  werden  können,  welche  zum  Theijvon 
Infaogsordinaten  Ad,  A*B'  beider  Flächen  begrenzt  wird, 
solche  Fläche  ist  die  Figur 

ABKLJ'A'B'K'LJA=%. 

I 

an  sie  wird  die  Fläche 

A'B'DÜA^V 

so  wie  die  Fläche 

ABDCA  =  f|, 

[elugt  (addirt),  also  sind  sie. beide  positiv.  Dagegen  wer- 
ler FIftcbe  Sf  die  zwei  Flächen  i"  und  fs  entzogen  (subtra- 
mitbin  sie  zugleich  negativ. 

3* 
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Ueberdies  sind  die  zwei   gemischtlinigen  Vierecke  f]   nnc 
wofern   OA=:OA^=:a  und  00=0 0=b  ist,  wie   sich  leicht  di 
.  Aufeinanderiegung    beweisen    iässt,    congruent,    also   auch 
Grösse  gleich.    Da  sie  nun  auch  in  algebraischer  Beziehung 
ander  gleichen »  so  sind  sie  vujlig  gleich,  nemlich  fi=P. 
Gleiches  gilt  auch  von  (2  und  f",   wofern  zugleich  OE=:OE' 
—  Hiedurch    ist   sofort  die  Giltigkeit  der  Gleichung  (25)   geo 
trisch  bestätiget. 

III.    Nahmen    wir  die    untere    Grenze    negativ  i 
die  obere  positiv,  beide  aber  gJeich,    lassen  wir  also 
Fläch«  f    von    ^=^0=— rt=:0^'  und  yz=A'B'  in    Taf.  L  1 
2.  bis  a:=-<¥o=:  +  a=  0-4  und  y  =  Aß  sich  ausbreiten.       Da 

wenn  man  sich  vorstellt,    dass  Oy  und  Oi/    einander  stets  £ 

chend,    unendlich  wachsen,     also   auch  yG    und   yG,     einac 
gleich  bleibend,  unendlich  abnehmen,  die  Grenze  der  Fläche 


4-««^ 


— a  — a  -fo 

=A'ß'G'yOA'  +  ABGyOA 

=  9'  +  9>i  • 

Diese  zwei  Flächen  q>'  und  tpi  sind  aber  offenbar  congni 
da  sie,  wenn  man  die  eine  bei  festgehaltenem  Punkte  O  um  ei 
gestrekten  Winkel  herumdreht,  zur  völligen  Deckung  gebr^ 
werden  können. 

Denkt  man  sich  nun  auf  ein  Rechteck  ^'iV'iV^ ,  von  dem  2 
parallele  Seiten  Vertäugernngen  der  Ordinaten  AB  und  AB"  \ 
und ,  die  zur  AA  parallele  Seite  N'N  noch  über  die  Flächi 
hinaus  liegt,  die  Gruppe  der  zwei  congruenten  Scheitelvierc 
^  und  q>i9  wie  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  aufgelegt,  so  wird  diej 
Rechtecke  AN  einerseits  das  gemischtlinige  Viereck  q>* 
zogeii  und  andererseits  das  gemischtlinige  Viereck  (pi  an 
übri^  bleibenden  Fläche  O  zugesetzt.  Somit  zeigt  sich  q>^  i 
tractiv  und  cpi  additiv,  oder  da  in  unseren  Annahmen  die  A 
tion  die  positive  Beziehung  ist,  die  cp^  positiv,  folglich  9'  m 
tiv.  Weil  aber  auch  noch  (pi  und  tp*  congruent  sind,  so 
9'= — g>i,  folglich  9'  +  9j=0» 

Demnach  gibt  obige  Flächenaggregation 

A*N^  (9'+9>i)  =^'iV+g)'+9i =(^'iV^i)  +  91  =  ^+9i 
oder  auch 

-AN, 
und  zugleich  ist 
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(47)    A'B'G'yO}fGBAOA'=:J**'^=0=ll^=ln. 

Didiircfa  wird  souach  die  Gleichung  (36)  geometrisch  bestätiget. 

IV.  Nehmen  wir  endlich,  wie  früher,  die  untere 
Grenze  negativ  und  die  obere  positiv»  jedoch  die  obere 
ihsobi  betrachtet  grösser  als  die  untere,  lassen  wir  nemlich 
die  FISche  f  von  i=a:o=— a  =  0/<'  und  y=A'ß',  in  Taf.  1. 
Rfr  t,  bis  x=X=z+b—OOOA'  und  v=CD  sich  erstrecken. 
Di  ist  9  mit  Berücksichtigung  von  Nr.  lU.  und  1.,  die  integrirte 
nUbe 

=(<p'+(p,)+f,=f, 

In  der  That,  wenn  man  auf  das  Rechteck  AN'  die  zwei  ver- 
bundenen gemischtiinigen  nicht   congruenten   Scheitelvierecke  ip' 
und  0jfGJ9CO=g>i4-^i  auflegt,  so  erscheint  wieder  9)' subtractiv 
oder  negativ,    una  g'i  +  ^i  additiv  oder  positiv,    also  (p'= — tpi; 
^     fulgß^  ist  dieses  Flächenaggregat 

i  A'N+  (9'-N>i +^i)= ^'^+  (-9>i+9i)  +  fi  =  A'N+  fi . 

Did  dadurch  ist  denn   auch   die  Gleichung  (29)  oder  (37)  geome- 
trisch bestätiget 


5.  21. 

Nachdem  wir  nimmehr  sowohl  analytisch  als  geometrisch  aufis 
Strengste  erwiesen  haben,  dass  für  jedwede  absolute  Zahl  a 


(»)   r^-" 


und    f&r  die    wie  immer  algebraisch  beziehlichen  Grenzzablen  a 
nod  6 


/ 


ar  -  2  '•  O« 


ist;    nSssen  wir  noch  prüfen,    ob  mit   diesen    festgestelltes 
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Thatsachen  die  von  Caucby,  zuerst  in  seinem  bereits  i 
mals  erwähnten  R  e  s  u  m  e »  24. 1  e  9  o  n  ^  gelehrte  Besti^imuni 
Werthe  solcher  begrenzter  Integrale  y  die  in .  ihrem  Gre 
Intervall  unbestimmt  werden ,  in  Einklang  stehe.  Auf  Seil 
Zeile  7— -18  arguraentirt  er  wie  folgt: 

^,Nach  der  bekannten  Zertheilung  des  Intervalls  der  Int 
tionsgrenzen  findet  man 

mithin  erscheint   dieses   Integral  imbestimmt.    Um  sich  zu  1 
ehern ^  was  dasselbe  eigentlich  sei,  genügt  es  zu  beachten ^ 
wenn  man  mit  s  eine  unendlich  kleine  Zahl  und  durch  fi,   v 
willkürliche   positive  Constanten  bezeichnet «    gewissen   fi 
erwiesenen  Formeln  6)  S.  94.  gemäss ^  sich  ergibt: 


P^  dx      ,.       P-i^^dx 
10)  /      —  =lim   /         — , 


/"'^^lim  r 

J  X         e=oJ 


dx 

X 


Mithin  wird  die  Formel  (9)  werden 

P^^dx      ,.     w    p-i^'dx  ,    P^dx. 

—1  —1  ve 

und  für  das  fragliche  Integral  einen  völlig  unbestimmten  \^ 
darbieten  ^  weil  dieser  der  Meper'sche  Logarithme  der  wiilkürli 

Constante*  -  sein  wird." 

V 

Zum  Schluss  nennt  er  auf  S.  96.,  Z.  18  —  22.  den  für  f 
sich  ergebenden  Werth  eines  solchen  Integrals  denHauptw« 
(valeur  principale)  desselben,  der  im  vorliegenden  Falle  I 
wird. 

Diese  Lehre  haben  auch  Duhamel,  Moigno  und  S9 
milch  in  ihre  Lehrbücher  der  Integralrechnung  aufgenommc 

Gegen  solchen  Vorgang  Ca uchy's  müssen  wir  jedoch  Fol 
dßs  bemerküch  machen. 
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^1.    lo  seinen  Gleichungen  10)  sind   die  aneeblichen  Grenzen 
irirklichen,   d.  i.  bestimmte  üxe  endliche  Grenzen ^    son- 
■or  lor  Abkfirzaoff  der  Rede  so  genannte  (!)   unendliche 
iMo;   weil  ja  der  Unterschied  zwischen  derlei  unbestimmten, 
t  nicht  fixirten ,    Grössen    und  der  gegen  sie  hinstrebenden 
iderlichen  keinesfalls  kleiner  als  jede  beliebige  noch  so  klein 
»mmene    Grosse   zu    werden    vermag.     Für   solche    Quast- 
en sind  jedoch  seine  Gleichungen  6)  nicht  erwiesen.  Darum 
die    Gleichungen   10)   auch    nichts .  Anderes    als  die  Glei* 
9),  nemlich:  dass  die  dortigen  Integrale  bezuesweise  — x 
-|-Q0  sind,  folglich  ihre  Summe  unbestimmbar  sei. 

Bei  der  ZerföUung  des  Grenzen-Intervalls,  von  — I  bis  +1, 
ie  beiden  engeren  Intervalle,  von  —1  bis  —fiB  und  von  -i-ve 
\-^\y  wurde  das  Zwischen- Intervall  von  —  fis  bis  -i-vs  ausge- 
t  ^^  eigentlich  wie  folgt  zerfällt  werden  sollte: 

P^^dx _  /•-i«'^       p\^^^dx        r^^dx 

—1  —1  — /ue  -{-ve 

'M  iiir  so  alle  Grenzen  genau  an  einander  sich  anschÜessen. 

^tlichy  nahm  daher  stillschweigend  an,  dass  das  von  ihm  aus- 

le  Mittel-Integral    bei    unendlicher    Abnahme   von   e   der 

Null  deshalb  zustrebe,    weil  auch  seine  beiden  Inteera- 

■zen   —  fie  und  -^-vb  gegen  die  Null,  ^als  ihrer  unerreich- 

benze,    mit  einander  zugleich   unaufhörlich    convergiren. 

oemlich 


(50)         lim   /*+"^=  r»^=0 

<=0t/  ^        %/  ^ 

—fAi  0 

dttnch 

/+« dx     ^ 

—0 

Allein  bei  dieser  Grenzwerth  •  Bestimmung  ward  übersehen 
p  die  Integrationsgrenzen  —  fis,  -{-vb  nicht  gleichen  Schrit- 
k  ihrer  gemeinsamen  Grenze  Null  zueilen,  was /unerlässlich 
ht.    Darf  man  ja  bekanntlich  auch  nicht  sich  erlauben,  etwa 

|,      sinfiE sinO 

/r=0      VB  0 


lim  =  -TT—  =  l 

«=o      VB  0 

ilgl.  zu  setzen,  so  lange  fts  und  vb  also  auch  fi  und  v  von  ein- 
her verschieden  sind,  wohl  aber,  wenn  sie  unter  sich  vol- 
i  gleich  sind. 

Fordert  aber  C a u c h y's  Annahme  (50)  unbedingt,  dass  fi= v 
lii  so  verwandelt  sich  seine  Gleichung  II)  nothwendig  In 
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mithin  besitzt  dieses  Integral  keineswegs  einen  anbestimmten, 
auch  keinen    Haupt  werth, '  sondern   lediglich  einen  einzi; 
völlig  bestimmten  Werth,  und  dieser  ist  Null,   wie  er  auch 
uns  nach  der  2ten    ßestimmungsweise  in  §'.  18.  gefunden  wi] 

Suchen  wir  zur  vollkommenen  Vergewisserung  noch  den  i 
tigen  Werth  des  aus  11)  weggelassenen  Mittel -Integrals 


/ 


X 

bei  der  Annahme,  dass  ft  und  v  ungleich  seien.  Da  finden; 
zufolge  der  Gleichungen  (28),  (29)  und  (36)  dann  nach  §.  5. : 

1)  wenn  fi<Vi   also  fi£<i/e  ist, 

X  "V  X   ^J  ar  """    "*"    f4f~   ^  ' 

—fie  "fit  -\-fie 

2)  wenn  ft>v,  also  fte>ve  und  — fte<—vg  ist,  ^ 


X   ~'J  X    ^J  X    "■     -fl6  "*"    ■"    f* 


.V 


-fit  — /4*  —  r« 


Und  wirklich,  wenn  man  in  Caüchy's  Gleichung  11)  das  n 
gelnde  Mittel -Integral  an  seine  richtige  Stelle  einschiebt,  i 
sich  dieser  Werth  als  die  erforderliche  Ergänzung.  Denn  so 
det  man 

—1  -1  —c/f  +r* 

-1  -fr*  -Jtt* 

=:1&+1-=:|^  =  11=0, 

welcher  Werth  allein  mit  allen  unseren  früheren  Ergebnis 
(Iherein^timmt. 

Mit  Kucksicht  auf  die,  in  §.  18.   4te  Bestimmungsweise 
gestellten  Lehren  ist  nun  leicht  Wahrnehmbar,  dass  ähnlich  i 
überhaupt  in  allen  jenen  begrenzten  Integralen  von  der  Form 


deren  Differential  (VicfKrient  ^i^ix)  mit  ^incr  Veränderlichen 
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fleich  sein  Vorzeichen  ändert  und  fCr  07  =  0  unstetig  wird,  Cau- 
chy  8  Lehre  von  den  sogenannten  Hauptwerthen  solcher  unbestimmt 
werdender  begrenzter  Integrale  eine  strenge  Prüfung  nicht  bestehe. 

Bemerkung  des  Herausgebers. 

Da   die  vorhergebende  Abhandlung  hauptsnchlich  gegen  eine 

wo  Cauchy»  Schlümilch  und  mir  vertbeidigte  Ansicht  gerich* 

Sek  ist,  so  glaube  ich,   ohne  mich  hier  irgend   in  Weitläufigkeiten 

Massen  zu  wollen,    doch  Folgendes  bemerken  zu  müssen,   und 

mit  uro   80  mehr,  weil  die   in  Rede  stehende  Ansicht  wohl  bei 

iim  den  Mathematikern    Eingang  und  Annahme  gefunden  hat, 

jidche  sich,    so  zu  sagen,  der  Schule  in  der  Analysis  ange- 

'lossen  haben,  die  noch  neuerlich  erst  von  einigen  verdienton 

thematikern  mit  dem  Namen  der  neueren  kritischen  Schule 

kehrt  worden  ist;  bevorworte  aber  ausdracklich,  dass  ich  durch 

fa  folgenden,  absichtlich  möglichst  allgemein  gehaltenen, 

pBs  kurzen  Bemerkungen  dem  geehrten  Herrn  Verfasser  der  obi- 

gm  Abhandlung    keineswegs    etwa  Behauptungen    unterschieben 

«B,  die  derselbe  vielleicht  gar  nicht  gemacht  hat  oder  hat  ma- 

Aet  wollen.     Ich  glaube  nämlich,   dass  es  weder  Cauchy  noch 

^pad  einem  Anderen  eingefallen  ist,  geradezu  zu  behaupten  oder 

Mnnr  stillschweigend  anzunehmen,  dass  es  geradezu  unmug- 

—  unter  einen  ganz  allgemeinen  Ausdruck  zu  bringen. 

ütee  aber  Cauchy  das  Reelle  und  Imaginäre  in  der  Analysis 

flml streng  von  einander  sondert  und  aus  einander  hält,   was 

Mcft seiner  Ansicht  gerade    mit  einen  Hauptpunkt  in  seiner  ge- 

Anten    so  höchst  ausgezeichneten  Darstellung  und  Begründung 

Ar  Analysis,  der  an  wirklicher  mathematischer  Strenge  bis  jetzt 

c^M  Anderes  nicht  gleich  kommt,  ausmacht;  so  lange  also  auch 

■r  TOD   Differentialquotienten    im   eigentlichen  Sinne 

10  reellen   Functionen   gesprochen,    und    das  Imaginäre   mehr 

■r  symbolisch   aufgefasst  wird,  was    also  natürlich  auch  umge- 

khrt   in    die  Integralreclniung  zu  übertragen  ist:    so  lange  wird 

K  berechtigt  sein,  die  Schreibart 


«reiche  das  Integral  eben  nur  als  reell  auffasst ,  für  die  allein  rich- 
tige anzusehen.  Auch  in  meinen  Schriften  über  Differential-  und 
Integralrechnung  fasse  ich  ursp  rünglich  durchaus  nur  das  lieelle 
Ids  Auge,  und  weiss  in  der  That  auch  heute  noch  nicht,  wie 
ich  den  Begriff  der  Gränze  als  solcher  im  eigentlichen 
Sinne  auf  das  Imaginäre  ohne  Weiteres  übertragen  soll,  eben 
•0  wenig  wie  dies  Cauchy  wissen  wird.  Die  obige  Abhandlung 
kabe  Ich ,  um  auch  entgegengesetzten  Ansichten  Gelegenheit  zu 
geben,  sich  geltend  zu  machen,  gern  im  Archiv  abdrucken  lassen, 
bin  aber  durch  dieselbe  in  meiner  Grundansicht  von  der  Sache 
nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  worden,  so  wie  ich  auoh 
durch  die  bei  vielen  analytischen  Cntwickelungen  gemachte  Erfah- 
niDg  längst  von  der  Vortrefflichkeit  der  obigen,  vor  allen  Fehl- 
grilen   in  der  kürzesten  und  einfachsten  Weise  sicher  stellenden 
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Schreibart  überzeugt  worden    bin.     Dass  bei  allen  Anwendungc 

der  Differential-  und   Integralrechnung  Unterbrechungen  der  St 

tigkeit  überall  vollständig  vermieden,  und  die  Fälle,  wo  sie  sie 

linden,  jederzeit  besonders  discutirt  werden  müssen,  ist  eine  Sach« 

die  sich  jetzt  so  sehr  von  selbst  versteht,  dass  sie  besonders  gs 

nicht  mehr  bemerkt  zu  werden  braucht,  und  deshalb  auch  imm< 

stillschweigend  als  selbstverständlich  angenommen  wird.  Im  Grund 

aber  scheint  mir  der  geehrte  Herr  Verfasser  der  obigen  Abhan( 

iung,  wenn  ich  denselben,  was  ich  ausdrücklich  bevorwort< 

Überali  richtig  verstanden  habe,  nicht  einmal  so  sehr  w< 

sentiich   von   Cauchy  abzuweichen,  wobei  ich  es  übrigens  jet2 

ganz  dahin  gestellt  sein  lassen  will,   ob  von  demselben  ganz  g< 

würdigt  worden  ist,  dass  der  genannte,   namentlich  durch  höchst 

Strenge  und  Evidenz  bis  jetzt  unübertroffene  Mathematiker,   wi 

schon  vorher   bemerkt  wurde,   überall  das  Reelle  und  Imaginär 

mit  der  grüssten  Strenge  und  scrupulusesten  Genauigkeit  aus  ein 

ander  hält.      Weitläufiger  hierüber  zu  sein ,   ist  jetzt  nicht  mein 

Absicht.     MOgen  die  Leser  sich  ihr  Urtheil  selbst  bilden.      Icl 

habe  hier  ein  Urtheil  über  die  obige   Abhandlung,    die  ich  gan 

absichtlich  aufgenommen  habe,   nicht  aussprechen  wollen  und  li 

meiner  Eigenschaft  als  Herausgeber  auch  fuglieh   nicht  ausspre 

chen    können;   aber  so  viel  glaube  ich  nochmals  wiederholen  zi 

dürfen,  dass   ich  in  meiner  Grundansicht  über  die  Sache  durcl 

diese  Abhandlung   nicht  im  Geringsten  wankend  gemacht  wordei 

bin,  und  mich  der  nach  meiner  Ansicht  nach  wie  vorher  sehr  vor 

trefflichen  Cauchy 'sehen  Schreibart,  die  in  grosster  Einfachhei 

und  Eleganz  vor  allen  Fehlgriffen  sicher  stellt,  fortwährend  bedie 

nen  werde. 

Der  wissenschaftliche  Stand  der  Sache  lässt  sich  in  der  ein 
fachsten,  kürzesten  und  bündigsten  Weise  so  aussprechen: 

So  lange  man  in  der  Differentialrechnuna  nur  beweist 
und  beweisen  kann,  dass,  den  Differentialquotienten  als  wirklich« 
Gränze  im  eigetitlichen  Sinne  aufgefasst,  was  nur  bei  reelleii 
Grössen  möglich  ist,  nur  für  positive  x  und  wenn  \x  den  reellen 
Werth  dieses  Logaiithmus  bezeichnet, 

hx      X 

ist,  80  lange  kann  und  darf  man  auch  umgekehrt  in  der  Integral' 
rechnung  nur 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  je  nachdem  x  positiv 
'  oder  negativ  ist,  oder  kürzer  und  eleganter 


/ 


X      2'-^ 


setzen. 

Und  so  lange  diese  Auffassung  richtig  ist,  hat  auch  der  Herr 
Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes  das,  was  ich  namentlich  in 
dem  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  höhe* 
ren  Analysis.  Leipzig.  1838.  S.  158  gesagt  habe,  nicht 
widerlegt  G. 
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II. 

Bemerkan^en    zur    €oiiTei«eiiz    der 

nnendlicbeii  Reiben. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  an  der  Realschule  zu  Stralsund. 


1.  In  den  folgenden  Blättern  beabsichtige  ich  einige  Unter- 
snchungen  über  die  Grenzen  der  Summen  convergenter  Reihen 
zu  veröffentlichen.  Sie  sind  hervorgerufen  durch  das  Studium 
ehies  Satzes  von  Cauchy,  der  so  lautet  (Cours  d'Analyse 
p.  131.): 

^Jiorsque  les  differens  termes  d'une  serie  sont  des  fonctiona 
d'une  m^me  variable  Xy  continues  par  rapport  ä  cette  variable 
dans  Je  voisinage  d'une  valeur  particuiiere  pour  laqueile  Ja  särie 
est  convergente^  iasomraede  la  s^rie  est  aussi,  dans  le  voisinage 
de  cette  valeur  particuiiere  >  fonction  continue  de  x** 

i)ie  Analysten  haben  von  diesem  Satze  vielfachen  Gebrauch 
eemacht^  namentlich  um  die  Entwickelung  der  Logarithmen  und 
fiüreisfunctionen  in  unendliche  Reihen  mit  H(iife  der  Binomial- 
reihe  zu  bewerkstelligen ,  und  selbst  im  Eingange  der  Differential- 
rechnung spielt  die  Anwendung  des  obigen  Satzes  eine  Rolle,  in- 
dem man  sich  nur  an  die  Entwickelung  des  Differentials  der  Ex' 
ponentialgrosße^  sowie  man  selbige  in  Herrn  Cauchy's  Schriften 
best  9  zu  erinnern  braucht. 

Ich  glaube  den  grossen  Verdiensten  Cauchy's  um  die  Wis- 
senschaft nicht  zu  nahe  zu  treten,  wenn  ich  den  angeregten  Satz 
fär  unrichtig  erklare,  und  es  dürften  die  folgenden  Betrachtunf^en 


{^eignet  sein,  zu  zeigen,  wie  ausserordentlich  vorsichtig  man  mB 
den  unendlichen  Reihen»    selbst  im  Falle  ihrer  Convergenz,   uir^ 


geben  mass. 


Die  Richtigkeit  meiner  Behauptung  zeigt  sich    zunächst 
mehreren  Beispielen.     So  ist  die  Function 

x'^  (1— .r)  +a:2m+a(i  ^a:)  ^  a;2™+4(l— ar)  +  etc. , 
welche  bekanntlich  für  jedes  x^  dessen  numerischer  Wertfa  kl 
ner  als  1   ist»  die  Summe    yj^  hat,  unstetig  für  x=\ ,  da  sie 

diesen  Werth  verschwindet,    während   jpr—  gegen  die  Grenze 
convergirt,  wenn  x  sich  der  Einheit  nähert. 

* 

Ein  anderes  Beispiel  bietet  die  folgende  Reihe:  , 
fzq>=zs\utp — ^s\n2(p  ■{-  7rB\\\Zq> —  etc., 

welche  bekanntlich  fSr  alle  Werthe  von  q>  zwischen  — n  und 
convergent  ist.  Diese  Function  ist  unstetig  fSr  q>=. — n  und  9=- 
denn  sie  verschwindet  für  9)  =  ^?^,  während  sie  fiir  9=^(55-1^^ 

-2— ä")  erlangt        j 


wo  o 


Mit  anderen  Worten:  es  ist  unrichtig,  wenn  man,  um  die 
Grenze  der  Summe  einer  coovergenten  Ileihe  zu  bestimmen «  ^-A 
jedem  einzelnen  Gliede  zur  Grenze  übergeht  und  das  Aggregat  .< 
dieser  Grenzen  nimmt.  Und  diese- Bemerkung  bezieht  sich  nicht  ^ 
etwa  blos  auf  einzelne  Ausnahmen  von  einer  allgemeinen  R^el»  ; 
sondern  es  wird  aus  den  nachfolgenden  Betrachtungen  zur  Ge- 
nüge erhellen,  dass  die  beiden  Grössen 

Lim[g>i{a:)  +  g?.2(*)+9>3(^)+-]  "^d  \Amtpi{x)yL\mq>^{x)-\- 

nur  in  besonderen  Flillen  dieselben  Werthe  haben,    wenn   beide 
Reihen  Ins  Unendliche  fortgehen. 

Man  darf  z.  B.,  wie  in  vielen  neueren  Schriften  zu  lesen,  aus 
der  Gleichung 

i  1  1 

(1  +  ca;)'*=:  l+.r  +  ^xx  (l -a) +^x»(l— «)  (1— 2«)  +  etc. , 

wo  die  Convergenz  von  4r=: bis  x=+-  stattfindet,  nickt  ohne 

eine  anderweitige  Untersuchung  die  folgende  Gleichung  herleiten: 
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Lim  [(l+w^r)**]  ~  l+ar+-^ar^+ ttx'  +  etc. , 

!•  das  Zeichen  LinL  bedeutet,  dass  er  gegen  Null  convergiren,  soll. 

Ebenso  ist  die  Differentiation  einer  unendlichen  convergenten 
Seile,  auch  wenn  die  resultirende  Reihe  noch  convergirt,  im  All- 
^jneiiien  nicht  zulässig. 

Es  sei  I.  B. 

F(a:) = (Pix)  +  g)i  (x)  +  q>^(x)  + 


kiiien  bestimmten  Werth  y  von  a  und  fflr  die  Nachbarwerthe 

Mf,  also 

F(y)  =  g>(y)  +  91  (y) + 9a(y) + » 

^(y+0 = 9>(y +») + 9i  (y+0 + 9a(y+0  + ; 


fi' eine  endliche  GrOsse  bedeutet»  so  beschaffen,  dass  obige 
k^oD  x=^y  bis  x=y+i  fortwährend  convergent  bleibt.     Da 
ftibtraction  zweier  convergenter  Reihen   wieder  zu  einer  con- 
l^nten  Reihe  führt,  so  kommt 


L»   t 


H^+O— F(y)  _  <p(y-fO-~y(y)       yi(y-fO-yi(y)  ,  ^^^ 

Lfisst  man  nun  i  sich  der  Null  nähern,  so  gehen  die  («lieder 
kibe  Ableitungen  liber,  es  folgt  aber  nicht 

F'(y)  =  (p'(y)  +  9\(y)  +  i3p'j,(y)+  etc., 

veno  immerhin  die  Reihe  rechter  Hand  convergent  ist* 

2,    Um   in  ein   näheres  Detail   unseres  Gegenstandes    einzu- 
Iringen,  sei 

u^*,  u(^h,  uW,,  t«(3),  etc. 

ine  von  a=ß—i  bis  x=ß  convergente  Reihe,  und  alle  ihre  Glie- 
er  fvir  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  stetige  Func- 
looen  dieser  Variabein.    Setzt  man 

/(j5— 0  =  u^ß^i  +  u(i)^-,-  +  u^'^^ß-i  f  etc. , 

0  fragt  sich,  welchen  Werth  Lim.  f{ß—i)  hat,  indem  i  sich  der 
inU  nähert.  Bezeichnen  wir  die  Grenze  von  ti(P)«,  indem  .r  ge- 
en  ß  convergirt,  mit  u^)ß,  setzen 

s  =  u^ß  +  u(^)ß  +  m(«)/9  +  etc. , 

od  betrachten  die  Differenz 
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*— W— «)  =  (u^ß  -«V»*)  +  (u^^^ß—ui^^ß-i)  +  (m(2)^-m(2)^_,-)  +  etc. ; 

die  Glieder  dieser  unendlichen  Reihe  werden  sich  mit  i  zugleich 
der  Null  nähern,  aber  es  braucht  desweeen  Limf« — fiß"^]  nicht 
=0  zu  sein,  kann  vielmehr  einen  sehr  beträchtlichen  Werth  ha- 
ben. Hiernach  haben  wir  uns  mit  folgender  Frage  zu  beschäf- 
/tigen : 

„Es  sei  q>(a:)  =  v^x+v^^^x-\-v(^^x+  etc.  eine  unendliche  Reihe^ 
convergent  von  amrjS — i  bis  a:=ß,  wo  i  eine  endliche  Grosse  be- 
deutet, die  sehr  klein  sein  kann ;  es  nähern  sich  ferner  alle  Glie- 
der der  Null,  weihi  x  geg^n  die  Grenze  ß  geht.  Unter  welchen 
Bedingungen  ist  g)(x)  gleichzeitig  mit  ß  —  x  unendlich  klein?" 

V 

Eine  allgemeine  Losung  dieser  Aufgabe  dürfte  schwerlich  er* 
reicht  werden  können.  Ich  werde  indessen  einige  Theoreme  liber 
diesen  Gegenstand  entwickeln,  welche  bei  vielen  analytischen  Un- 
tersuchungen einigen  Nutzen  gewähren  dürften. 

3.  Erstes  Theorem.  „Es  sei  v^xy  v^^^x»  v^^^x,  etc.  eine 
unendliche  Reihe,  deren  Gliede^r  für  den  Werth  ß  von 
X  und  für  die  Nachbarwerthe  von  ß  (nach  einer  Seitef 
hin  ist  nur  n5thig)  stetige  Functionen  von  x  sind,  und 
sich  der  Null  nähern,  wenn  x  gegen  die  Grenze  ß  geht; 
auch  sei  die  Reihe  für  die  bezeichneten  Werthe' von  x 
immer  convergent  Bezeichnet  man  nun  den  absoluten 
Werth 

,      von   t?(«);r  +  t?("+^>x  +  t?(«+*)x+  etc.   mit    ÄC«)-^, 

so  wird  die  Summe  der  obigen  Reihe  mit  ß — x  unend- 
lich klein,  wenn  sich  ein  Werth  §  von  x  angeben  lässt, 
so  dass  der  Werth  jß(")^  nicht  kleiner  ist  als  alle  die- 
jenigen Werthe  der  Function  R^^^x»  welche  sie  von  a:  =  | 
is  x^=iß  erlangt,  und  zwar  unabhängig  von  den  beson- 
deren Werthen  der  Zahl  n^  wenigstens  nachdem  diese 
eine  bestimmte  Grenze  überstiegen  hat." 


• 


Beweis.    Es  bedeute  noch  s^^)x  den  numerischen  Werth  von 

«^x+ «?(*^j:+ •.•+t?("~^)a:j   SO  dass  nun 

ist,  WO  die  Vorzeichen  beliebig  sein  können. 

Da  die  Reihe  für  ar=|  convergent  vorausgesetzt  ist,  so  kann 

I 
man  einen  so  grossen  Werth  n'  von  n  angciben,  dass  R^^'^^-^-^b 

wird,  wo  €  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse  bedeutet;  zugleich  darf 
man  annehmen,  dass  der  Rest  jß(")x  die  im  Lehrsatze  ausgespro- 
ehene  Eigenschaft  von  n  =  n'   bis  n=:oo    habe.    Wenn  nun   die 

Summe  s("')|  ebenfalls  schon  < 5-«  «st,  so  folgt  5(«')^+ jB(«')|^  f. 
Wenn  aber  jene  Bedingung  nicht  stattfindet,  so  kann  man  einen 
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Werth  ^'  zwischen  §  and  ß  angeben»  so  dass  «(**')^'  vrirklich  <3-£ 

wird,  indem  die  Summe  s^**')^  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dern besteht,   welche  mit  ß  —  x  unendlich  klein  werden;    nun  ist 

=5  1 

vermöge  der  Annahme  Ä(»>')^r       ßC*«')^,  folglich  ist  auch  Ä(»')^.  < -£, 

aiso  wie  vorhin  5 ("')^/+jR^"')^' <£.  —  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
der  absolute  Werth  von  q)(a:)  für  die  vorhergehenden  Werthe  von 
:Eaod  n  ebenfalls  <e  ist,  und  da  diese  Schlüsse  gelten ,  wie 
kUn  €  gedacht  werden  möge«  so  folgt ,  dass  q>(x)  sich  der  Null 
Bikert,  indem  o;  gegen  seine  Grenze  ß  geht. 

4.  Zweites  Theorem.  „Es  sei  v^x,  ©W*,  v^x  otc.  eine 
unendliche  Reihe,  deren  Glieder  für  den  Werth  ß  von 
X  und  für  die  Nachbarwerthe  von  ß  stetige  Functio- 
nen von  X  sind,  und  sich  der  Null  nähern,  wenn  x  ge- 
gen die  Grenze  ß  geht;  alle  Glieder  seien  ferner  po- 
siti?  von  einem  bestimmten  Gliede  an,  und  die  Reihe 
immer  convergent,  für  die  bezeichneten  Werthe  von 
X,  Wenn  es  nun  einen  Werth  |  von  x  giebt,  so  dass 
v^)|  nicht  kleiner  ist  als  alle  diejenigen  Werthe, 
weiche  «(")«  von  a?=|  bis  x=:ß  erlangt,  und  zwar  unab* 
hängig  von  den  besonderen  Werthen  der  Zahl  n,  we- 
nigstens nachdem  diese  eine  bestimmte  Grenze  über- 
Bcnritten  hat,  so  wird  die  Summe  der  obigen  Reihe 
gegen  Null  convergiren,  wenn  x  sich  der  Grenze  ß 
Däfiert." 


Der  Beweis  dieses  Theorems  reducirt  sich  auf  das  Vorher- 
gehende. 

Man  denke  sich  nämlich  einen  Werth  n'  von  n,  so  dass  nicht 
nur  o("0^  die  im  Satze   ausgesprochene  Eigenschaft  hat,  sondern 

aach  i7(P)|  fortwährend,  positiv  bleibt  für  pTTn'  und  för  jedes  x 

zwischen  ^  und  ß.    Es  ist  dann,  indem  |'  einen  beliebigen  Werth 
zwischen  |  und  ß  bedeutet, 

r<«')^r'tj("')i' ,  ©(»'+!)  ir't?(»'+i)i', «(»'+«) |=ü(»'+«)^.  etc., 

«(•0^+tj("'+i)|+c(»'+*)^+ etc.  T  r(» V  +  » ^"'+^^1' +  «?^"'+^>l' +  etc., 

d.  i.  Ä("')^  ^  Ä(«')|,, 

woraus  die  Kchtigkeit  unseres  Satzes  nach  dem  ersten  Theorem 
erhellt 

5.  Untersucht  man  die  Reihe  1 — x,  x(l — a:),  x^(\ — x)  etc., 
80  wird  man  finden,  dass  die  Bedingungen  des  zweiten  Theorems 
nicht  Bäramtlich  erfüllt  sind.  In  der  That  ist  die  Summe  dieser 
Bdhe  anstetig  fär  x=^i. 
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Man   hat  hier    ©(")x  =  ic*»(l— ar)  =  i(;(ar),    also   die  AbleituDg 
i/;'(a:)  ==  (n+l)a;«-M  — 7-T -- ^  j     Da  diese  positiv   fiir  a:<— jTY» 

n 
negativ  fär  a?>      ■  j,    so    folgt  bekanntlich»    dass    die    Fanction 


^Cx)  bis  0;=— j-Y  fortwährend  wächst,   von   5?  =  — r-r   bis  ar=l 

^  fortwährend  abnimmt.  Wie  nahe  nun  auch  der  bestimmte  Werth 
I  der  Einheit  kommen  mag,  man  kann  n  giross  genug  nebmenr» 
dass  "tl^ix)  wächst,  d.  h.  es  lässt  sich  kein  Werth  $  von  x  ange* 
ben,  so  dass  t?(")|  alle  Werthe  von  ©(«)*  von  a:=^  bis  ar=l  über- 
treffe, unabhängig  von  n.  Also  findet  das  Theorem  hier  keine 
Anwendung. 

6.    Betrachten  wir  ferner  die  unendliche  Reihe 

«       ;  Qq,  UiX,  cujX^y  Q>%x^i  etc., 

und  nehmen  zuerst  an,  dass  alle  Coefficienten,  sowie  auch  x^  po- 
sitiv seien.  Ist  diese  Reihe  convergent  von  x:=~y  bis  a:=y-{-i,  wo 
y,  i  positiv  sind,  so  folgt 

Ay) = flo  +  «ly + «27*  +  etc. 
Ay+i^=«o+ai(y+0  +  «2(y+*)*+  etc. 
Ay+0-Ay)=«iz+a2[(y+0^-y^]  +  etc. 

Da  cin[(y  +  «)"  —  y"]  fortwährend  positiv  bleibt  und  stets  ab- 
nimmt, indem  i  sich  der  Null  nähert,  für  jedes  n,  so  wird  nach 
dem  zweiten  Theorem  fiy+i)  —  f(y)  mit  i  unendlich  klein,  d.  h. 
f(x)  ist  stetig  für  x=.y. 

Sind  die  Coefficienten  nicht  alle  positiv,  so  seien  Jq,  A^  A^, 
etc.  ihre  absoluten  Werthe.    Wenn  alsdann  die  Reihe 

m 

Aq,  AiXy  A^x^,  etc. 

von  a:=y  bis  a?=y+2  convergirt,  wo  y,  i  positiv  sein  sollen,  so 
folgt  wie  vorhin,  dass  -^ii  +  ^iKy+i)*  — y^]+  etc.  mit  i  unendlich 
klein  wird,  folglich  wird  aii  +  cfa[(y+*)^ — y^]  ebenfalls  unendlich 
klein  mit  t. 

Unter  den  nämlichen  Voraussetzungen  wird  /(y) — /*(y — i),  wo 
i  positiv,  sich  mit  i  gleichzeitig  der  Null  nähern. 

Der  Fall,  wo  negative  Werthe  von  x  in  Betracht  kommen, 
lässt  sich  auf  den  vorhergehenden  zurückführen.  Denn  macht  man 
0;=: — yy  so  verwandelt  sich  die  gegebene  Reihe  in  «o,  —  «iy> 
^2^^,  '-^CL^y^i  etc.,  wo  nunmehr  y  eine  positive  Grosse  ist.  Man 
ist  somit  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Drittes  Theorem.  „Wenn  die  unendliche  Reihe 
Oo,  «iJ?,  «2^^»  etc.  von  x=ß±^i  bis  x^=:ß  convergent  bleibt. 


\. 
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»Jkdeiu   alle  ^Glieder    auf  ihre    numerischen  Werthe 
lieirt  worden  (in  welchem  Falle  die  Reihe  bekannt- 
(I  selbst  convergirt),    so    ist  ihre  Summe  in  diesem 
irrall  fiberall  eine  stetige  Function   von   x,*' 

7.     Die  Schlüsse  des  vorigen   Paragraphen    sind  immer  zu- 
'[,  wenn  die  Reihe 

|^coi|vergent  bleibt«  wenn  an  Stelle  der  einzelnen  Glieder  ihre 
;ben  Werthe  gesetzt  werden.  Findet  diese  Bedingung 
bricht  statt,  was  sich  namentlich  an  den  GreniSen  des  Diter- 
^TOD  X  häufig  ereignet»  so  scheint  mir  die  Behauptung,  dass 
i«-|-Or^^~h  etc.  für  ar=:y  stetig  ist,  im  Aligemeinen  nicht  zu- 
^  IQ  sein.    —   In  der  Regel  genOgen  aber  die  nach  Potenzen 

\i  fortschreitenden  Reihen  den  Bedingungen  des  dritten  Theo- 

Q.  a.  immer,  wenn  das  Verhältniss  — —  bei  unendlich  w*er- 

an 

n  gegen  eine  bestimmte  Grenze  L  geht,  da  alsdann  die 
der   Reihe  der  absoluten  Werthe  von   a;=:  —  j-  bis 

stattfindet,  wenn  auch  nicht  immer  fOr  die  Grenzen  selbst. 

%Fall  der  Art,  wo  man  zu  besonderen  Betrachtungen  seine 
'nehmen  muss,  ist  folgender: 

ifHomroen,  es  sei  schon  erwiesen,  dass 
*  1  1  l 

JB^  :r<l,  man  wisse  aber  noch  nicht,  dass  diese  Gleichung 
4^1  gelte.     AUdann  setze  man 

,=1  — 2^+g^-j+  etc. 


I  betrachte  die  Differenz 

r diese  Reihe  kann  aber  das  zweite  Theorem  nicht  angewandt 
4en,  da  die  Glieder  eine  divergente  Reihe  geben,  wenn  man 
auf  ihre  absoluten  Werthe .  reoucirt.  Wir  haben  daher  einen 
lern  Weg  einzuschlagen. 

Es  «ei  !<")«  der  absolute  Werth  von  der  Summe  der  n— 1  er- 
I  Gliedert  R^^^x  der  absolute  Werth  des  Restes  der  Reihe,  also 


AXX. 
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"t 
1 

Zunächst  lässt  sich  zeigen^  dass  —  (1 — a^)    fortwährend  abDimqilt 

indem  n  wächst,  wenn  dieses  nur  erst  eine  gewisse  Grenze  ü 
schritten   hat.     Die  Grosse  nx*  nähert  sich  bekanntlich  der  Nol 
als  Grenze  mit  unendlich  werdendem   n  (ie  ist  nämlich  ein  äeh 
Bruch);  es  muss  sich  mithin  ein  Werth  n'  von  n  angeben  laiSis 
so  dass  nx^  von   n=n'   bis  n  =  OD  stets   kleiner  als  die  Eioh 
bleibt^  alsdann  ist  um  so  mehr  na:**<l+a;+a;*-|-.. +a?"~^,  wor 

leicht  folgt  -^  >   7  ■     ■   a .      ■    JV  i  »•  >  -r-:::^-* 

•  >  n — •  —  Die  Glieder  von  /?(»)*  werden  demnach.  Dteli' 

dem  n  den  Werth  n'  erreicht  bat>  fortwährend  kleiner,  vfoi^m 
sich  leicht  ergiebt  t 

1 a^ 


■  i* ' 


n 
fiir  ein  bestimmtes  o;  und  von  n=n'  bis  n=:oD . 

Der  angenommene   Werth   von   x  heisse  $;    s  bedeute  cum 
beliebig     kleine    positive    Qrüsse.        Alan    nehme    einen   W^ 

1— |v.    .1  -     ■  • -i-.y. 

V  von    w   zwischen    w'    und    oo,     so    dass  <  o  ^  wird,  wa» 

immer  möglich ,  alsdann  wird  auch  /2C^)|  <  j€  sein.'   Ist  nun  j(^ 

nicht   <  Q-fy  so  lasse  man  $  so  lange  zunehmen,  bis  diese  Samni 

1  1  '     ''i 

wirklich  kleiner  als  ^e  wird,  so  dass  z.  B.  5^^^'  <ö'^>^<>2''2?)r  / 

l-_|'r        1— Ji»      ' 
sehen  |  und  «  liegen  soll.    Da  nun  offenbar  < isf^ 

1— Jv        ]                                                   t    1— £'<^        1 
und  ^  2  ^  ^^'*  ®^  ^''^  "™  '^^  mehr <  9  «i  folgliQ^ 

auch  /Ze^)^.  <  2  «>  «(^)^' +»*')!'  <  e,  mithin  i-.l()+ar)  absolut  <'t, 
und  da  (  beliebig  klein  sein  kann,  so  folgt  L\mA(l+a:)=zs,  oder 

111 
12=:l-cj  +  g-  — j+  etc. 

8.  Endlich  will  ich  nach  den  vorhergehenden  Principien  eine 
Methode  verbessern,  deren  sich  ältere  Mathematiker,  nach  dem 
Vorgänge  Eulers,  bedient  haben,  um  die  unendlichen  Reihen  für 
den  Sinus  und  Cosinus  eines  Bogens  zu  finden.  (Introd.  in  Ana- 
lysin inf.  P.  I.  Cap.  VIII.  p.  Ö8.) 
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)t€86  Methode  knöpft  an  die  beiden  bekannten  Reihen  an : 

cos  n  jr  =  (1  —  Wji  tg*  a: + 114  tg*^: — etc.)  cos"  x , 

sin  n4;= («i  tgar— n»  i^x-k-n^ig'^x — etc.)  cos»  x ; 

i%  Ml»  Ms»  ^tc.  BinomialcoefBcienten  bedeuten.  Diese  Reihen» 
W^  wenn  n  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  ins  Unendliche  fort- 
ii  convergiren  fCr  jedes  x^  dessen  absoluter  Werth  kleiner  ' 

s  ist 

1  man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  — »m  statt  n,   wo 
nAn  80II9  w=fiM:  und  —  =:0>  so  kommt 

^««W-1—  1.  2  l,   ^  ^  +         l.  2.  3.  4         V    9  / 


k 

fi 

d' 


Aon   y=-^\ 


c=i-j!l4-_  3^_    -.^Jt! 


1.2+1.2.3.4  ■"i.2...6+  **^' 

Reihe  aus  der  vorhergehenden  resultirt,  wenn  man  in  je- 
fiMe  zu  seiner  Grenze  fiir  9=0  äbergeht,  und  von  ^=-^00 
^•|-0D  convergent  ist.    Es  bezeichne  ferner  (p(jQ)  die  Reibe 

fcosfpiy.    Wir  wollen  beweisen,   dass  tf— <;p(p)  sich  mit  q 
ätig  der  Null  nähert. 

Zb  dem  Ende  betrachte  man  die  Differenz  der  beiden  Reihen 
t=l  +  }'-2+j3  3^  +  j^+  etc., 

lenen  die  erste  filr  jedes  y^   die  andere  fSr  alle  ^  zwischen 
rTOd-hj-  convergirt.    Man  hat 


A,)-,=[(n-,)(*^y-,.].ji2 


\  ijf  /      -  - 1.. 


4+  etc. 

4* 
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Diese  Reihe  genäht  allen  Bedingungen  des  zweiten  Tbeorevo 
denn  alle  Glieder  sind  positiv,  und  werden  iinmer  kleiner,  wenn 

abnimmt,  da  dies  von  dem  absoluten  Wertb  der  Grosse  — ^  e^ 

wiesen  werden  kann*).  Es  convergirt  also  /'(q)'—s  gleicbzeitig  mf 
Q  gegen  Null,  folglich  auch  (T— 9>(^),  da  diese  Grösse  absolut  niej 
mals  grösser  als  die  vorhergehende  ist.  \ 

Geht  man  nun  zu  den  Grenzen  über**),  so  kommt  ^ 

V*  .       V*  V^       .     M.    /von  v=-^^\       'J 

Auf  Ähnliche  Art  gelangt  man  mit  Hülfe  der  Reihe  für  sioj^ 
zu  der  bekannten  Entwickelung  von  sin^,  wobei  wir  uns  nicht  ttfr 
ger  aufzuhalten  brauchen.  ^ 

■  I. 

Von  den  Doppelreihen. 

f 

9.    Doppelreihe  heisst  jede  Verbindung  von  Horizontal - 
Vertikalreihen,  deren  jede  ins  Unendliche  fortgeht,   sie  viSrd  aj 
durch  folgendes  Schema  dargestellt: 

[e^i,  v(^)^9  t?(*)s,  etc..  ..., 

U^x,  ü^a,  r^a,  etc 
^  ^   jr(3)i,  t?(3)a,  i?(5)3,  etc.         .  ,i 

.etc.    etc.    etc. 

Als  Grundlage  unserer  Untersuchung  diene  die  Annahme,  dass 


V 


*)    Die  Ableitans  TOD    tprp)=^2S2     igt     ^'(o)— — ' 

also  >0  für  ein  positive«  |^,    weshalb  y;(^)  mit  ^   zugleich  wäclist  nfl^ 
abnimmt. 

**)    Um  die  Grenze  von  tt=cos   ^Qff  für  (i=0  zu  finden,  hatmaa 
lcos(»^=--  —  (>  1  (l-ftg^^^)   gesetzt,  nach  der  logarithniischen  Reihe: 

lw  =  2^(tg*P^-2*S*^2^+3tg*Py-e*c.)<c^tg*^y; 
aber  tgpy=0,  ^=y  fär  2r=0,  folglich  lt«=:0,  ii  =  l. 
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1.  alle  HorisoiitaUiiroroen  gegen  bestimmte  Greu- 
len    u^^),  tt(^)y  t<(3)  etc.  convergiren>  und 

i  das«  die  unendliche  Keihe 

ttW,  tiW,  m(3),  «(*),  etc. 

wiederum  eine  convergente  sei. 

lach  ist  jede  Doppelreihe  auf  eine  einfache  Reihe  zurück- 

r,  deren  Glieder  dieiSummen  der  unendlichen  Horizontalreihen 

Dnter    Voraussetzung  jener  beiden    Bedingungen  soll   die 

»he  convergent  und   die  Summe  der  einfachen  Reihe, 

wir  sie  reductrt  haben,   ihre  Summe  genannt  werden. 

skehrt,  man  kann  die  einfache  convergente  Reihe 
I,  ic(^)y   etc.    in    eine   Doppelreihe    umgestalten    dadurch, 

für  jedes  GPied  eine  unendliche  convergente  Reihe  setzt. 
^kun  hiermit  verschiedene   Absichten   verbinden,   z.  B.  die, 

Suromation  der  Vertikalreihe  eine  stärker  convergirende 
•der  gar  die  Summe  der  ursprünglichen  einfachen  Reihe 


das  hier  angedeutet«^  Verfahren  aber  zulässig  sei,  ist 
nuthig,  dass  jede  Vertikalreihe  convergent  sei,  zwci- 
ikm  die  Summen   der  Vertikaircihen  wiederum  eine  eon- 
ileihe  bilden,  und  drittens  ist  fraglich,  ob  die  Summe 
I  Reihe   der  Summe   der    Doppelreihe    gleich   komme, 
diese   drei  Bedingungen  im  Altgemeinen   aus  der  Con- 
der  Doppelreihe  sich   nicht  als  notinvendige  Folge  crge- 
i>mien  nachstehende  Betrachtungen  lehren. 

[A  Indem  die  beiden  Bedingungen  in  9.  als  erfüllt  angenom- 
iHrdeu,  setze  man  allgemein 

i»(p)  =  e(p)i+«?(p)a  +  »(i*)3+...  +  r^)n  +  ß(r)„, 
ö<«»),  =  »a)p-f»(«)p+c(»)|,  +  ....  +  r("»)p; 

ft(P>«  die  Ergänzung  der  Horizontalreihe,  und  flr(fn)^  ^\e 
der  m  ersten  Glieder  der  Vertikalreihe  ist.     Dies  giebt 

(ä)   «a) + 1«(*)  + ...  +  u(«')  =  cyC"»)!  +  cyC»").^  + .... + a("»)n 

itet  man  nun  in  als  constant,   und    lässt  n   ins  Unendliche 
I,   so   convergirt  die  zweite   Summe    rechter   Hand  gegen 
ila  dies  von  jenem  ihrer  in  Cüeder  in  Folge  der  erjsten  ne- 
in 9.  gilt;    die  Summe  (2)  linker  Hand  bleibt  ferner  cou- 
folglich  kommt 

%    ti<*)  +  !«(*)  +  ...  +  M^"*^  ^  (5(^\  +  ö('")2  +  <y("»)3  +  in  inf. 
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d.  b.  wena  m  Horisontalreiben  convergent  sind»   wo 
eine  beliebige  ganze  Zabl  bedeutet,    so   biiden   die  ^ 
gliedrigen  Vertikalsummen  ebenfalls  eine  convergen^ 
Reihe,  deren  Summe  dem  Aggregat  der  m  HorizontaP 
summen  gleich  ist. 

Lässt  man  nun  in  (3)  die  Zahl  m  unendlich  werden,   so  coiH 
vergirt  die  Summe  linker  Hand  gegen  eine  bestimmte  Grenze  (C 
Summe  der  Doppelreihe)   in  Folge  der  zweiten  Bedingung  in 
folglich  wird  die  Summe  rechter  Hand  sich  derselben  Grenze 
hern,  oder,  wenn  $  die  Summe  der  Doppelreihe  genannt  wird, 

kommt 

■  1 

(4)    j  =  Lim  [0(»")i  +  (r("»)2  +  0^""^  +  in  inf.],  ,: 

• 

wo  das  Zeichen  Lim.  bedeutet,  dass  m  unendlich  werden  wdk 
Man  würde  nun  einen  bedeutenden  Fehlscbluss  machen,  wenn  mal 
statt  des  Ausdrucks  rechter  Hand  den  folgenden  setzte: 

Lim  ö("»)i  +  Lim  (5^^\ + Lim  <s^^\  -f  in  inf.  i 


Denn  es  ist  einerseits  zu  bemerken,   dass   e^^\y  (f("*)2  9  etc. 
mit  unendlich  werdendem  m  gar  keinen  bestimmten   Grenz< 
nähern  brauchen,  und  andrerseits  dass,  wenn  dies  auch  statt 
die  Gleichung  Lim.r<y('»)x+<y("»)2+in  inf.]==Lim.<y("»)i+Lim.ö(«), 
dennoch  völlig  unrichtig  sein  kann.    Der  Grund  dieser  Behaupti 
ergiebt  sich  aus  den  weiter  oben  angestellten  Betrachtungen,  i  ^ 
man  wird  nun  übersehen,   wie  eng  die  Theorie  der  DoppelreÜMi 
mit  unseren  früheren  Betrachtungen  zusammenhängt.  '^ 

V  Vermag  man  die  unendliche  Reibe  <y("«)| ,  c^^^,  ^^^\y  etc.  ii 
Summiren,  so  gelangt  man  zur  Summe  der  Doppelreihe  (s),  wen 
man  in  jener  Summe,  die  eine  Function  von  m  sein  wird,  9k 
Zahl  m  unendlich  werden  lässt  Die  Gl.  (4)  kann  also  von  M» 
tzen  sein.  .tD. 

Beispiel.    Die  Doppelreihe 

j.,  "  ■''•6,  Ou  ,    " '  «17  ,  eic 
1 1 ,  —  2jL  »r,  \x^>  —^x^  e  tc . 

|1, — SiO?,  42^?*, — Sjo;' etc.  .;> 

etc.    etc.    etc. 


ist   unserer  Definition  zufolge    convergent,    wenn   x  positiv    uiri 
kleiner  als  die  Einheit ;  die  Summen  der  Horizontalreinen  sind 


Vx'  (l+i) '  {wJ'  ^*'' 


1+d: 

und  diese  Reibe  convergirt  gleichfalls  unter  der  gemachten  Voi 

\ 

aussetzung,  ihre  Summe  =  — .   —    Die  Vertikalreihen   sind  abe 

sc         * 

sämmtlich  divergent,  indem 
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mi,  —  (m+Ji)tar,  +(m+l)3«*,  —etc., 


Terthe  ftir  die  mgliedricen  Vertikalsummen ,  mit  m  zqgleich 
«erden.     Nach  (4)  ist  aber  s  =  Lim.  [wii  r-  (m  +  l)2  a:  +  elc.J 


rl-(l+j:)-«-i_l 

b.1 •       —  l  =  — >  wie  vorhin. 


L|.  Da  die  Convergenz  der  Vertikalreiheu  im  Allgemeinen 
iBotbwendige  Folge  aus  der  der  Doppelreihe  ist,  so  wollen 
P»  annehmen,  dass  alle  Yertikalreihen  gegen  bestimmte  Gren- 
CMvergiren,  and  die  letzteren  mit  (fi,  a^,  etc.  bezeichnen. 

i 

it  man  in  (2)  fii  =  oD,  n  als  constant  betrachtend,  so  er- 
lidi 

P)    1=  tiO)  +  t«W+t«(»)+  in  inf.  =  (Tj  +c^  +  ...+(Sn 

+  l^(i)„+Ä(%+Ä(3)n  +  inf., 

Ergänzunfi^en  der  Horizontälreiben  bilden  eine  convereente 

Ob  nun#die  Reihe  (T^,  a^,  a^  etc.  convergent  oder  aiver- 

hlngt  davon  ab,  was  aus  R^^)  n -ir  Ji^^^ n  +  in  inf.  wird,  in- 

Dnendliche  wächst.     In  Betreff  der  Anwendungen,  wel* 

^den  Doppelreihen  gemacht  werden,    ist  nun  der  Fall  be- 

';htig,   wo  die  Vertikalsummen  eine  convergente  Reihe 

seil  wir  unter  dieser  Voraussetzung  (T|-f<T2Hh(r8-fetc.=<T, 

(5) 

j,  A  1—  tf  =  Lim  [Ä(i)  n+R^^  n  +  R^%  +  etc.]. 

Min  auch  alle  Glieder  rechter  Hand  für  n=Qo  verschwin- 
I  folgt  keineswegs,  dass  die  Summe  dieser  Reihe  mit  un- 
fverderidem  n  ebenfalls  verschwindet;    sie    kann    vielmehr 

fe  sehr    beträchtlichen  Werth  haben ,   oder    selbst    unendlich 

fai. 

« 
Toraasgesetzt  also,  dass  alle  Horizontälreiben  in  dem  Schema 
nrergent  Aind,  und  auch  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe 
•,  dass  ferner  alle  Vertikcalrcihen  convergent  sind,  und  ihre 
■en  eine  convergente  Reihe  geben,  so  braucht  doch  die  erste 
bumme  (5)  nicht  der  zweiten  (0)  gleich  zu  sein.  Der  Unter- 
id  zwischen  $  und  a  lässt  sich  nach  der  Formel  (4)  auch  so 
ricIieD: 

(7)    1- CT  =  Lim  [((^('«ii  -(ri)+(<y("')2— (ra)+(<y('»)3  -<y3)+  etc.]. 

Als  Anwendung  dieser  Formeln  kann  folgendes  Heispiel  die- 
I  aof  welches  ich  schon  im  Tb.  XL  des  Archivs  p.  319 
Krksam  gemacht  habe. 

Ke  Doppelreihe  sei 


58 

13.    Noch  wird  folgender  Satz  Tifter  mit  Nutzen  angewandt : 

Es  seien  die  Vorzeichen    der  Glieder  der  Doppel 
reihe  so  beschaffen,    wie  das  folgende  Schema  zeigt: 

+  -  +  —  +  —  etc.  . 

+  -+—  +  —  etc. 
+  —  +  -  +  —  etc. 
.     etc.         etc.  etc. 

Die  Horizontalreihen  sollen  convergent  sein  und 
ihre  Suromen  eine  convergente  Reihe  mit  der  Summe 
s  bilden.  Wenn  alsdann  alle  Vertikalreihen  conver-^ 
giren,  ihre  Summen  eine  convergente  Reihe  bilden, 
und  wenn  endlich  die  numerischen  Wert  he  der  Glie- 
der in  jeder  Horizontalreihe  fortwährend  abnehmen, 
8%  hat  die  Reihe  der  V  ertikalsnmmen  ebenfalls  die 
Grösse  s  zur  Grenze. 

Beweis.  Setzt  man  allgemein,  die  obigen  Bezeichnungen 
beibehaltend,  db<'^^fi4-i±«'^'*^ii+a+^^^^«+3etc.  rs  +  Ä^?)«,  so  erhellt, 
dass  unter  den  gemachten  Vor aussetzun's^en  R^P^n  <  v^P^n-^i  ist 
•  Die  Vertikalreihe  ±r<^)n+i,  +i?<*)n-fi,  db^^'^n+i,  etc.,  wo  die  Zei- 
chen sich  auf  einander  beziehen,  ist  convergent,  folglich  convergirt 
die  Reihe  ±R^^)n,  ±  R^^K,  ±R^^^n  etc.  ebenfalls,  und  man  hat 

ÄW»  +  ÄWn  +  Ä(')n  +  etc.    <   ü(l)„+l  +  l?(2)„+l  +  t)(8)„+l  +  etc, 

d.  i.  <  ön+i ; 

da  nun  wegen  der  Convergenz  der  Reihe  öi,  c^,  6^  etc.  das  all- 
gemeine Glied  (fn-i-i  fiir  n  =  a)  verschwindet»  so  gilt  dasselbe  von 
äW«+ä(2)«+  etc.,  daher  nach  (5)  9=^01+^2^-^3+  etc- 
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III. 

Velber  Aristarcbs  Hetliode  znr  Bestim- 
mungr  der  entfernun^  der  Sonne  Ton 

der  erde. 

Von 

dem   Herausgeber. 


Ueber  Aristarchs  Methode  zur  Bestimmung  der  EntfeTnuns 
der  Sonne  von  der  Erde  habe  ich  schon  im  Archiv  Tbl.  V.  S.  401. 
eine  Abhandlung  geliefert ,  in  der  ich  mich  vorzugsweise  der  Ele- 
jnente  der  gewohnlichen  Trigonometrie  bedient  habe»  will  nun 
aber  in  dem  vorliegenden  Aufsatze  diese  Aufgabe  noch  mit  Hülfe 
der  analytischen  Greometrie  behandeln,  weil  ich  die  auf  diesem 
Wege  von  mir  gefundene  Auflösung  für  nicht  ganz  uninteressant 
halte.  Als  eine  Uebung  für  Schüler ,  selbst  in  der  praktischen 
Anwendung  des  Spiegelsextanten  zur  Messung  der  Winkel,  scheint 
mir  diese  Methode  immer  noch  einen  wohlbegründeten  Werth  zu 
besitzen,  und  daher  die  folgende  neue  Behandlung  wohl  zu  ver- 
dienen. 

Durch  das  Auge  des  Beobachters,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Sonne ,  und  den  Mittelpunkt  des  Monds  denken  wir  uns 
eine  Ebene  gelegt,  in  welcher  alle  folgenden  Winkelmessungen 
ausgeführt  werden.  Diese  Ebene  sei  in  Taf.  I.  Fig.  5.  die  Ebene 
des  Papiers.  Bemerke  ich  nun,  dass  in  dieser  Figur  E  das 
Auge  des  Beobachters,  O  der  Mittelpunkt  des  Monds  und  O^ 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  sein  soll,  so  wird  dieselbe  im  Uebri- 
gen  ganz  durch  sich   selbst  verständlich  sein*).     Gemessen  wird 


*)    Zor  weiteren  Erläuterung  der  Methode   Aristarchs    verweise  ich 
auf  Thl.  V.  S.  401. 


^  iiiket  AEB  zwischen  der.  Lict= 
..    liiiii  (f*Mu  «lii^oereii  nnd  inneren  Sonn 
^i>M«;!   ich  \\n  Fiii^eiiJen  durch  a  bezeicbn 
.  ■  ir**    •  •  liliüice^^er  ^     des  31onds,   u 

^    ^  i   S<iiiiie.  welchen  letzteren  w"^ 
-;aiiv   .♦>»•: ra«.lj teil    wollen,   jenachdem    d^ 
«ior    '  incre»    Sonnenraiide  entsprich 
iitu  r!..;:;^-    Jes   erleuchteten  3]ondrand^^ 
->.  Mii    mI.  r  liiiieien  Sonnenrande,  welch 

t  nJ»\     'u»zi:iclifien  wir  nun  den  Win 
,1mii  .i's  :i-..>itiv  luler  als  nes^ativ  betracb^ 
.<  .iiiian*    firiifii^e    iles    erleuc^iteten   Theil 
...    Ai(»ini)i-   als   der  scheinbare  Halbmesser'^ 
',  >ii  ist  oOfenbur  in  völliger  Allgenieinbeit: 

<i>ü  :tus  den  gemessenen  Winkeln  «j 
.  .  ^oi-tl«Mi:  man  kruinte,  um  den  Winkel  m 
-  >i  iiviiibare  lirüsse  des  erleuchteten  Theils 
...!  i!a\«i(i  <l(*sscn  scheinbaren  Halbmesser  ab- 
l)bi<;e   vtiruusgesctzt,    in   völliger   Allg^ 


.1  * 


^N.^ts-    iles    Munds   und  der  Sonne  seien  r 

.  otdungcMi    der  Mittelpunkte   dieser    beiden 

V.^o  des  lieuhachters  wollen  wir  durch  q 


'  :  >    Vui^o  des  Beobachters  als  den    Anfang 

i    >.>;diiiatensystems    der  a^jj   an:   die  durch 

>...ii;v*.^,  diMi  Nüttolpunkt  des  Monds  und  den 

:u-    ^riciite  l-lbene  sei  die  Ebene  der  .r^;    der 

\\.'  .irr  .r  st»i  von  dem  Auge  des  Beobachters 

'«  (•  .!■  1    Suiine  hin  gerichtet,   und  der  positive 

ti,'.,.'c  Sil  uonomiuen,  dass  er  von  dem  Auge 

«...  .Icr  Seite  der  Axe  der  .r  liegt,  auf  wel- 

.!vi  des  Monds  beüiidet.     Dies  vorausgesetzt, 

•   ,'i.>   \littcl[iunkts  des  Monds: 

•      -/),  ^sin(a — (0  —  J)'; 

...   Miitclpunkts  der  Sonne  sind: 
Ml'  0. 

<    .   .  .1    der  beiden  Kreise,  in  denen  von  der 
«^•,-t  dachen    des  Monds  und    der  Sonne  ge- 


■      HU  \\  uiW«"l  wt'^oii  ficr  lirfnirtioii  rorri;;ircn, 
•(.>lu    %U%   ^liiiiils  und   ilvr  äoniiv  iiicHtfii. 


1) 
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d;-^coa(a— (0  -  z/|) ) «  +  {y  —  ^sin(a— «  —  ^,)  1  «  =  r« , 


.Bezeichnen' H'ir  nun  die  Coordinaten  der  Kerfihruna^spunkte  der 
an  diese  beiden  Kreise  gezogenen  genieinscbafllichen  äusseren 
Tangenten  mit  diesen  beiden  Kreisen  för  den  Mond  und  die  Sonne 
n^ptive  durch   ]?,  q    und  p^,  qi\    so   haben  wir  nach  1)  die 

Gleichungen : 

jtp— ^cos((v  — 00  — z/i)|*  +  tgr  — psin(a— Q) — <^^))2  =  r«, 

M  femeinschafUichen  Berührenden  werden  durch  die  Gleichung 

y—9  =5^1*  ix-p),  oder 
3)  ^  _ 

iiikterisirt;  und  die  Gleichungen  der  nach  den  Berfihrungspuuk- 
gezogenen  Halbmesser  des  Monds  und  der  Sonne  sind: 

<  i 

n  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie : 

14.  2LZ.2i    y— p8in(«--ai--^i)_Q 
p — P\' p  —  ^cos(a — CO— ^1)         * 

P-rPi    Pi-Qi 

I  dea  vier  Gleichungen  2)  und  5)  müssten  die  Coordinaten  p, 
Ol ,  qi  bestimmt  werden.  Es  lassen  sich  aber  aus  den  in 
le  stehenden  Gleichungen  verschiedene  andere  Gleichungen 
eiten,  welche  die  Rechnung  erleichtern ,  indem  es  uns  übrigens 
nicht  eigentlich  auf  die  Kenntniss  der  Coordinaten  p,  qi  Pi, 
leihst  ankommt. 

Aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ergiebt  sich  die  Gleichung 

6)  y  — psin(tt  — (0— ^1)  qi 

p  —  ^cos(a  —  (0  — -^i)       Pi'^Qi' 


i 
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q — ^sio(a — ö)— z/i)=  — ^ — {p  — ^cos(a  — © — ^i))> 
und  folglich  nach  der  ersten  der  Gleichungen  2) : 

oder 

d«  i.  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  2) : 

Folglich  ist 

ritp  — pcos(a— (0— z/i)}=±r(pi— ^i). 

Verbindet  man  nun  mit  dieser  Gleichung  die  Gleichung  6;,  so  er- 
hält man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  ein* 
ander: 

»•i  IP  —  ^cos(a— (0— ^,)  )=  dbrCpi  —  ^i), 
ri{q — ^sin(a — a> — '^i))=+i^^i» 

Fiir  die  äusseren  Tangenten,  auf  die  es  uns  hier  nur  ankommt, 
haben  offenbar 

/>  — ^cos(a — (0 — ^i)  und  pi  —  Qi 

gleiche  Vorzeichen,  und  für  diese  Tangenten  müssen  wir  daher 
in  den  vorstehenden  Gleichungen  die  oberen  Zeichen  nehmen, 
wodurch  wir  erhalten: 


7) 


y  n  {p  — ^cos(a--  ©— z/i)  }=r(jpi  -  ^i), 
C  rj  { 9 — ^sin(a — «  -^  /l^) } =r9, . 


Weil,  wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je- 
nachdem  ^i  positiv  oder  negativ  ist, 

8)  r=^sinz/,  rl=J:9lSin^/l 

ist ;  so  werden  die  Gleichungen  7) : 

(  ^ilp— ^cos(a— w— ^i))sin/fi==±^(;>i  — ^i)sin^/, 
9)         I 

f  qi{q — ^sinOit— G> — z/])l8inz/i=J:^7isin^/; 

oder 
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Nach  5)  haben  wir  ferner  die  Glelchangen: 

(P  —Pi)  {p:-'Q cos (cc— CO  —Ji)]  +  (q-'gi)  {g—  psiii(a— »— ^,)i=0, 

(p-Pi)iPi  —  Qi)-i-(q—gi)9i==0; 
oder 

PiH9i*=/>f?i  +ggi-Qi(p^Pi) . 
Wegen  der  Gloichangeo  2)  ist  aber: 

Pi^+gi*=^QiPi+n^-9i^; 
oder  Dach  8): 

p»  +  ^«  =2^  {pcos(a  —  »  —  ^/j)  +  gsin(a — m  —  Ji) }  —  ^*co«-^, 

Pi»+ 9i«=2pi/>i  — ^«cos^i«. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehendeo : 

2q  l  pco8(cc — •  CD  —  ^i)  +  ^iii(a — cd — J^)  ] — g^otuP 
=Äft  +  Wi  +  pl(p— Pi)cos(a— CO— ^i)  +  (7  -  9i)8in(«-»-^,)|, 

2eiPi— ^•coÄz^i«=;^i  +  ggi  — pi(p  -/ii) ; 

oder 

iVi+99i=^\(p+Pi)^^(^-^^^i)Mg+gi)»M€^f»--^i)]—(f^^ 
ppi+gqi=9i(p+Pi)-'9i*cosJi^. 

Also  ist 

=ei(p +Pi)— ei*<»Mi*. 

oder 

10)         e*co&^— ei'<»s^i'=— tei— ^<»«(ff— <v— ^i)V(p+/h) 

+  ^iD(a  —  o— ^t) .  (g  +  gt). 
Endlidi  hat  man  offenbar  anch  die  Gleicfanng: 
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11)  y=:;?taiig(a— ^j). 

Nach  dem  Obigen  (9))  ist: 

9i  =  ±!^^'^'  [y^gsiD(«»-fl)-^i)>  ; 


also 


P 


+  Pi =?i  +p  ±  ^^:r !  j»— ^cos(a  -  ©—  ^i) }  > 


psia^ 


oder 


Ql  sinz/] 


P+/>i=?i +^cos(a- (ö-z/j)  +  { 1±  ^j^}  Ip  -  ^cos(a  —  «-- ^/i)  I , 

5f+flr,=        9siD(«— cj-^i)  + 1 1±  ^^J  Wg-namia—a—Ji)]; 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

» 

^i^cos^i  * — ^^cos-^*  =  ^1*  —  ^*cos(a  —  a> — ^t)^ 

=?i^^^Hll±~^i]^- }  { ?i  -^cos(a— (o-/ii)j|p— 9C0s(a— w  —  ^^i)} 

also 9  wie  sogleich  erhellet: 

^siOi^iC^siD  2/ =tF  ^isin /ix) 
=  {?i  — 9C0s(ä — w  — -i/i)}{p  — ^cos(a — CO — ^^i)) 
—  ^sin(a  —  CO  —  z/j)  { ^ — ^sin(a— w— z/j)}. 

Weil  ferner 

^  =  ptang(a-z/i) 

ist,  so  ist 
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(a—  CD — Ji)=zptang(a — -^i)—  pco8(« — cd— ^i^i)  tang(o— ^/|) 

+  9  cos(ft — «— zfj)  taDg(a— zf| ) 
—  paln(a—  ©— zf|), 

ie  man  leicht  findet: 

—  ^8inw=sin(a  — /ii).(p  — ^cos(a— ö—  <^^x)} 

—  cos(a —  Ji)  .{q — ^sin(tt  -^  co  —  ^i)]* 

EUmiDation  von 

g — ^sin(a  —  ©— /i|) 

ksich: 

fihJ^  QiSinJi)smJco8(  a — Ji)  +  ^^sino)sin(a—  w — /ti)  \ 
=  { QiCOs(a — /ti) — ^cos^}  [p  —  QC08(a —  to-r-Ji) } , 

Ellimination  von 

p— ^cos(a  —  CO  —  Ji) 

-^isin^/i)siD^isin(a — -^1)+^  { ^1 — ^cos(cf — co—  Ji)  ]  sin  cd 
={^xCOs(a— /ij)  —  ^cosojl^ — ^8in(a  —  o — ^i)]. 

man  nun  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  und  addirt 
dann  zu  einander ,  so  erhält  man,  weil  nach  dem  Obigen 

*feo8(a  —  (» — Ji)  P  +  { ^  —  ^sin(a —  o —  Ji)  p  =  r*=  ^^sinz/^ 

ie  bemerkenswerthe  Gleichung: 

■■^"F  ^8ia^/i)sini:icos(a  —  ^i)  +  p8inaisin(a —  w  — Ji)  }* 
io^7^8inzf|)sin2/sin(a  —  Ji)  +  (^i*-  ^cos(a— co— ^/x))®*'*'*'!* 
=tpxCos(a — Ji)  —  ^coswl^sinz/*; 

wenn  mau 

12)  u=^ 

die  Gleichung: 

«  • 

ninif  7  Äin-^i)sin^cos(a  —  Ji)  +  t£8ina)sin(a—  co  —  /ti)  P 
i8in^T»*'*-^i)®"^^®*"("  ""-^i)  +  (1  — Mcos(oj—  CO  — -^i))sinG)l* 
={cos(cK —  i^i,)'— wcoswPsinz/*, 


.»t 
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= sin  z/*  { co8(a  —  J^) — ucos  co  p. 

Aus  dieser  Gleichuns  mü'sste  man  das  Verh^ltniss  u  der 
fernungen   q  und   Qi  des  Monds  und  der  Sonne  von  de^  Erde 
stimmen;  die  Rechnung  wird  aber  etwas  weitläufig,    und  das 
gende  Verfahren   führt,  wie  es    mir  scheint,  kurzer   zum   Zivi 
Aus  dem  Obigen  erhält  man  leicht: 

^=cos(a — 09 — ^ft) 
Q 

(psinz/+^isin^i)sinz:/cos(a — z/|)-f  ^sinü}sin(a— oo — ^/j)      ;/  ',^ 
^  ^jicos(o;  —  Ji)  ^  Qcos» 

— r=sin(ar-o) — ^t) 
Q 


(q  sin  J-f-Qi  sini/|)  sinz/  sin(tt  —  ^^i )  + 1  gi  —  Q  cos(a — ©— -^ 


^1  cos  («c —  ^i  )  —  (>COS  G) 
also,  wie  man  leicht  findet: 


.1i 


P  ,  X  ^ilcos(a — CO — z/i)-|-sin-^^sinz/il  —  ^cos^"^3iii 

— =cos(a— ^t) ~ — ;; T"v »  ^H 

^  ^         ^'  ^i€os(o; — A{) — ^coso  .^ 


9 


^1  { cps(o;  —  0)  —  4i)  +  sin^sin^i  |  —  q  cosJ^  ^  ■ 


^lC0S(a  —  Ji)  —  QCOSOD 

wobei  man  die  leicht  zu  beweisende  Relation 

sinw  +  cos(a —  ^i)sin(a —  cö —  Ji)z=s\n(a—  Ji)co6(a  —  co — ^|) 
zu  beachten  hat.    Also  ist 

p^  +  g^ )  ^{cos(a — CO — z/, )  i=  si  nJ  sin^i )  —  ^cos^    J* 


Q 


PiCos(a — Ji)  —  ^cosGO 


Nach  dem  Obigen  ist  aber 

^ — ^X.  =±:2{ -cos(a — cö--^j)+  -sin(a— CO— -^i)|— cos^  » 


also. 


P^  +  Q^      ci         P|icos(«  — CO-— ^)Tsin^sin^i   —PCOSi^  _ 

^    V>^   =  2cosco^^ ^^ .    ^  V * ^^ coa^i 

Q^  ^jLCos(a — -^i)~-^cosco  ' 


und  setzen  wir  nun 


«7 


Uj.  Pi  f  co8(a — Ol — Ji)  T  BVBkJnifkJi  \ — geoBj* 

'  ^  ^iC08(a  —  Ji)  —  pcosoo 

cos(a — Ji)  —  iccos  m 
I  ist  nach  dem  Vorhergehenden : 

P*  =  2oCOS  (0  —  COfiL/* 


r* — 2co8o> .  V  +  cos^=0 , 
«VMS,  wenn  man  die  Quadratwarzel  positiv  und  negativ  nimmt, 

r=coso>-f  V^cosoi^ — cos-*/* 


r = cosfi)  +  Vsin(i/+  (o)8m(J  —  m)    ■ 

"u     • 

Hif.  Ans  der  Gleichung  13)  ergiebt  sich  aber: 

cos(a— '  CD — i/i )  T  sin  Jsini/|  —  pcos(a  -^  Ji) 

cos^— rcosoo 


^•Mwin(cg-— ^i)  +  smJsmJj  — cos(og— ^|)V  sm(J  +  cpJ8in(^ — cj) 
cos^ — cosw*  — cosooV  sin(-^  +  a))8in(^—  co) 

rfnflisin(g — ^i)  Tsin^/sin^x  — cosC« — i/,)V^8in(^4-(p)8ln(^ — (o) 
—  sin(*/+  a>)sin(^  —  cö) — cos©  V^n  (i/  +  cd)  sin  (J  —  ooj 

sich  nun  noch  frSgt,  mit  welchem  Vorzeichen  man  in  dieser 
lel  die  Qaadratvnirzel  zu  nehmen  hat,  worüber  sich  auf  fol- 
e  Art  eine  Entscheidung  geben  lässt. 

Erstens  ist  zu  bemerken,  dass 

o=:cosQ)  +  V  cosco* — cos^* 

■mer  positiv  ist,  man  mag  die  Quadratwurzel  positiv  oder  ne- 
blv  nehmen,  weil  im  vorliegenden  Falle  cos»  immer  positiv  ist. 
Ikner  ist  nach  dem  Obigen 

?=i?sin(cif— ^i), 


ii.  -=:vsinAEOi. 


5* 
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Nähme  man  nun  V^cosßj*  —  eos/^*  positiv ,  so  vrSrer>co6( 

—  >  cosiasm  AEO, , 
d*  i.  9>  ^coscDsin^fJOi, 

oder  5^  >  iE  O .  cosiosin^^iEJ  Oj . 

Es  ist  aber 


also 


woraus 


^  =  EA .  sin  AEOi , 
EA.  smAEOi  >  £0  •  coscosin^EOi , 


EA'^EO.cosa 


fol^t,  ifas   offenbar  falsch   ist,  da  der  Winkel  EAO  hier 
falls  stumpf,  folglich 

EA<^EO.  cos» 

ist,  wie    augenblicklich   erhellt,   wenn   man   sich   von    O  a 
über    A    verlängerte    EA   ein   Perpendikel    gefallt    denkt, 
rouss  man 

Vcosoj^ — cosz/*  =  V"sin(-^  -f-  a?)sin(^ —  co) 
negativ  netimen,  und  daher  nach  dem  Obigen 

13) 

sina)8in(a  —  Ji)^sinJs\nJi  -f  cosi-a — ^| )  V^sm(^ -|-  fi))sin(4 

tc= ~  ^= ^ 

eoscoV  sin(^+ (ö)sin(zf —  w)  --sin(^  +  ai)s\n(A —  ©] 

setzen.  Mittelst  dieser  Formel,  in  welcher  man  das  ober« 
untere  .Zeichen  nehmen  mnss,  jenachdem  Ai  positiv  oder  n 
ist,  d.  h.  jenachdem  der  Winkel  a  dem  äusseren  oder  ii 
Sonnenrande  entspricht,  kann  man  das  Verhältniss 

unmittelbar  aus  den  gemeiatsenen  Winkeln  berechnen,  und  h 
Qi  d.  h.  die  Entfernung  des  Monds  von  der  Erde*,  andei 
bestimmt,  so  kennt  man  auch  die  Entfernung 


^er  Sonne  von  der  Erde. 


14)  ».=„ 


6& 
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IV. 

iber  elntffe  Aufgraben  der  h5Iieni 

Oeomefrie. 

dem  Herrn  Professor  Dr.  Dienger 

an  der  polytechniaehea  Schule  su  Carlsruh«. 


I. 

Reblt  man  einen  Faden  auf  eine  ebene  Knrve^  fasst  einen 
irEedpunkte  dnd  beschreibt   mit  demselben  eine  Kurve»    in- 

flifi  den  Faden    von  der  gegebenen  Kurve  abwickelt,   d.  h. 

.Irtirihreud  gespannt  erhält,  so  beschreibt  er  eine  Evo^lvente 

ffebenen  Kurre. 

Eiometrisch  gesprochen  wird  also  die  Erzeugungs weise  der 
lente  folgende  sein:  In  einem  Punkte  (^'i  ^i)  der  gegebenen 
ea)  Kurve  ziehe  man  eine  Tangente  und  nehme  auf  dertüel- 
ineD  Punkt  an,  dessen  Entfernung  vom  Punkte  (jti  yi)  gleich 
;.!■  ir^et\d  eiaeni  beliebigen  andern  Punkte  (xy)  dieser  Kurve 
man  gleichfalls  eine  Tangente  und  nehme  auf  der^elbeii,  in 
hen  Richtung  wie  vorhin,  einen  Punkt  an,  dessen  Entfernung 
Nmkte  (x  t/)  gleich  a+  dem  Bogen  der  Kurve  sei,  der  zwi- 
dem  anfänglich  gewählten  Punkte  (xi  y^  und  dem  jetzigen 
le  {x  y)  enthalten  ist.  Der  Ort  dieser  Punkte  auf  dfen  ver- 
leBeD  Tangenten  ist  nun  die  Evolvente. 

•ei  {aß)  ein  Punkt  der  Evolvente,  der  dem  Punkte  {xy)  der 
lenen  Kurve,  welche  in  so  ferne  Evolute  heisst,  entspricht, 
t  die  Bogenlänge  vom  Punkte  (xiyi)  zum  Punkte  {xy)  gleich 


/'Vh( 


al)  ^^' 
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je  nachdem  der  ßogeD  wSchst  mit  wachsendem  x  oder  nicht 
nun  die  Abwickelung  so  vor  sich^   dass  mit  wachsendem  i 
abgewickelte  Bogen  wuchst^  wie  in  Taf.  I.  Fig.  3.,  so  ist  ofl 
ar  >  a,  während 


also 


Geht  sie  aber  so   vor  sich,   dass  mit  wachsendem  x  der 
wickelte  Bogen  abnimmt,  wie  in  Taf.  I.  Pig.  4.,  so  ist 

V 

*  <  a  and  ^Ä  =  -J    \h(^^*Sx, 


also 


BB'  =  a-/Yl+(ly^^- 


Zugleich  ist  immer 

worin  die  Zeichen  nach  obigen  Bestimmungen  zu  wShleii 
Da  ferner  der  Punkt  (aß)  in  der  Tangente  im  Punkte  (xy) 
so  ist 

aus  welcher  Gleichung,  in  Verbindung  mit  (i),  folgt,  dass  in 
der  ersten  Figur: 


a — a:= 
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ia  FaHe  der  zweiten : 


u — X  =z 


*i 


^-y= 


a 


Um  Formeln  etcb  in  eine  einzige  zusammenfassen  lassen 


a — ;r= 


Vh(0 


(3) 


ie  obern  Zeichen  im  Falle  der  ersten,  die  untern  im  Falle 
m  Figur  gelten. 

JRb  Grösse  a  bat  den  Charakter  einer  willkuhrlichen  Kon- 
Ik,  so  dass  es  also  unendlich  viele  Evolventen  einer  Kurve 
l  Die  allgemeine  Gleichung  derselben  wird  erhalten,  wenn 
m  den  Gleichungen  (3)  y  durch  a:  ersetzt,  vermOge  der  gege- 
I  Gleichung  der  Evolute,  und  sodann  x  zwischen  beiden  GleL- 
Sea  eliminirt 

ins  (3)  folgt: 
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Ans  (3)  folgt  feraer,    dass  a  und  6  Fmiktionen  von  a 

Sa    SB 
und  dass  man  also  die  Differentialqiiotienten  ö->  ^    aus 

•  ox    ox 

Gleichungen  ziehen  kann.  Man  erhält,  wenn  man  die  (30  anw 


woraus : 


Beachtet  man  die  Gleichung  ^2),  so  ergiebt  sich  hieran 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Tangente  im  Punkt 
der  Evolute  Normale  sei  in  dem  entsprechenden  Punkte  (c 
Evolvente. 

Daraus  ergiebt  sich  nun,  dass  alle  Evolventen  einer  p 
nen  Kurve  einander  parallel  seien,  so  dass  die  Lehrsatz 
parallele  Kurven  ohne  Weiteres  auf  sie  anwendbar  sind, 
darüber  Grelle:  Sammlung  mathemathischer  Au; 
und  Bemerkungen,  zweiter  Band.  S.  204  ff.).  Z 
ersieht  sich  daraus  eine  andere,  oflmals  bequemere  Art,  di 
chung  der  Evolventen  zu  erhalten.    Man  eliminire  nämlich 

telst  der  Gleichung  der  Evolute  x,  y,  ^  aus  den  zwei  Gleic 
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(«-.)|-(^_,)=0.     11  +  1=0; 


(5) 


das  Resultat  die  Differentialgleichung  sämmtlicher  Evol* 
▼enten  sein. 

Es  erbellt  aus  dem  Obigen^  dass  die  Evolute  einer  gegebe- 
nen (ebenen)  Kurve  nichts  Anderes  ist,  als  die  einhüllende  Kurve 
aller  Normalen  dieser  letzteren,  so  dass,  wenn  (xy)  ein  Punkt  der 
gegebenen  Kurve  ist,  man  die  Gleichung  ihrer  Evolute  erhalten 
wird,    wenn  man  vermittelst  der  Gleichung  der  gegebenen  Kurve 

''  ''   ^*  S^  eliminirt  zwischen  den  Gleichungen : 


«-^+|(U-^)  =  0.    -l_(|)%0((3-y)  =  O; 


(6) 


•0  dass  die  erhaltene  Gleichung  zwischen  cc  und  ß  die  gesuchte 
Qächung  der  Evolute  ist.  Eine  gegebene  Kurve  hat  also  eine 
inige  Evolute.  Aus  den  zwei  Gleichungen  (6)  folgt  zugleich 
wAt  dass  die  Evolute  die  Kurve  der  Krümmungsmittejpunkte  der 
Ifebenen  krummen  Linie  ist. 

Es  konnte  bei  dieser  Art,    die  Untersuchung  zu  fähren,   die 
F- hte   entstehen ,.  ob  eine  Kurve,   die  zu  einer  gegebenen  Kurve 
y  hnem  solchen  Verhältniss  stehe,  dass  ihre  Punkte  sämmtlich 
ttien  Tangenten  der  gegebenen  Kurve  liegen,  jeder  Punkt  auf 
f    dher  andern,  und  dass  diese  Tangenten  zugleich  Normalen  an  die 

Erachte  Kurve  seien,  nothwendig  eine  Evolvente  der  gegebenen 
rve  sei.  Die  eben  angegebenen  Bedingungen,  in  die  analytische 
Ijpmche  eingekleidet,  geben  die  Gleichungen  (5),  aus  denen  un- 
■ittelbar  die  (3')  abgeleitet  werden,  welche  die  Frage  bejahen. 
Diss  dies  so  ist,  iässt  sich  leicht  beweisen.  Aus  der  ersten  Glei« 
choDg  (5)  folgt,  wenn  man  nach  a:  differenzirt: 


azBx 


Bx^      Bx 


k. 


Ferner  ist  das  Resultat  der  Elimination  von  w^  zwischen  den  (5): 

Ba  B3     « 


Bx 

Bß 
ud  wenn   man  obigen  Werth  von   ^ -,  einsetzt  und  beachtet,  dass 


£['+(l)M+'— >8J^=»'""'' 
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K  D+(l)"]l  - '^-*'^=«' 

welche  Gleichungen  die  DifferentialgleichungeD  von  (30  sind. 
Gesetzt,  die  (gegebene)  Gleichung  der  Evolute  sei 

8 


so  ist 


27;» 


_  12     ix-pr_       12  8^ 


da? 


• ' 


also  ^ 

so  dass  die  gesuchte  DifferentialgleichuDg  ist: 

oder  wenn  man  ö-=i5'  setzt: 

Daraus  folgt  durch  Diflferentiation  nach  a: 

oder 

weiche  Gleichung  zwischen  den  zwei  Veränderlichen  a  und  ß\  u 
dem  man  sie  schreibt: 
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mm  lat^^l  bat: 

'    rdß- 
''*     Jß"+ß' 


e  dß'. 


+ß" 


] 


Nim  ist 


J ß"+ß'~Jß'(ß'*+i)-jT' Vi+r ~   VVTFr/' 


dso 


^+P^'»    "/?%_ 


3p 


3p  >V^1  +  p-a     py  VTp^^ 
—  2  jJ'«(l+jS'«)  +  jS'»(l+|3'») 


Ute  lotegrai  dieser  Grosse  nach  ß'  ist : 
80  dass  also  das  gesuchte  Integral  ist : 
eliminirt  man  nun  zwischen  dieser  Gleichung  und 

die  Grosse  ß^y  so  erhält  raan  die  Gleichung  der  Evolvente. 

FOr  den  Fall,  dass  C=0,  erhält  man  dadurch  ß^z=2pa,  die 
GMdmng  der  Parahel,  wie  bekannt. 
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IL 

Dehnt  man  dieselbe  Betrachtungsweise  auf  Kunden  doppel* 
ter  Krümmung  aus,  so  erhält  man,  wenn  man  unter  einer  Evol- 
vente einer  doppelt  gekrümmten  Kurve  eine  krumme  Linie  ver- 
steht, die  durch  den  einen  Endpunkt  ^ines  Fadens  beschrieben 
wird,  der  sich  von,  der  gegebenen  Kurve  abwickelt,  die  Gleichun-  ' 
gen  der  Evolvente,  wenn  man  vermittelst  der  Gleichungen  der  ge- 
gebenen Kurve  x,  y^  z  eliminirt  zwischen : 


(7) 


.  1 


=F«-/YH@r +(!?»« 


« — x\ 


V"h0'  + 


Szy 


\dxj 


ß-y= 


dy 
dx 


y— Z  = 


Vh(S%(| 


dz. 

2       ^dz\^     dx' 


) 


in  welchen  Formeln  die  ohern  Zeichen  gelten,  wenn  die  Abwicke-  H 
lung  so  vor  sich  geht,   dass  der  abgewickelte  Bogen  wächst  mit 
wachsendem  x,  die  untern  im  entgegengesetzten  Falle.  r^ 

Durch  Diflferentiation  nach  x  zieht  man  aus  den  Gleichungen  (7):  A 

Tx  Ü+Cai;  +  Wx)  J  +  («-'^)  La^  d^  +  8^8FÜ=^' 


dx 


D+(|)'+a)'l 


3? 

Bx 


^^"^    ^'ijdxdx^dx     dx^     \8xJ   dx*J~^' 


■  ID+©'+(l)^l 
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&hrend 

Daraus  ergielit  sich  nun,  indem  man  obige  Gieichuhgen  addirt; 


h. 


l+l?^.  +  i??4:=0,        (8) 


Sa  dx       dadx 


«dehe  Gleichune  aussagt,  dass  die  Tangente  im  Punkte  (xyz) 
1k  gegebenen  Kurve  (Evolute)  eine  Normale  an  die  £voivente 
^k  «itspref^henden  Punkte  (aßy)  ist. 

r  « 

[  Die  Evolvente  hat  also  ebenfalls  die  Eigenschaft  auf  den  Tati- 
m  an  die  Evolute  senkrecht  2u  stehen  und  sie  sämmtüch  zu 
Mden.  Nun  lässt  sich  Teicht  nachweisen,  dass  jede  Kurve, 
te  diese  Eigenschaften  hat,  noth\yendig  eine  Evolvente  der  ge- 
len  Kurve  sein  niuss, 

I  fei  nämlich  (xyz)  ein  Punkt  der  gegebenen  Kurve,  a^  ß^  y 
rA Koordinaten  desjenigen  Punkts  der  mit  den  genannten  Eigen- 
Miften  begabten  Kurve,  der  in  der  Tangente  an  dfe  erste  Kurve 
ill|^  so  hat  man  als  analytischen  Ausdruck  der  zwei  Eigenschaf- 
ta  die  Gleichungen : 


^-y=g<«-*)'  y-^=ä^(«-^)'  i+85^+giäi=05 


(9) 


irekhe  Gleichungen  man  auch  nach  x  differenziren  darf,  indem 
Mn  a,  ß,  y  als  Funktionen  voii  a:  ansieht.  Aus  den  ersten  zwei 
Mgt: 

dß       8yda  ^  ,        ^d^y      Sy       8z  Pa   .  ,         ,8«z 
Si=SiSi+(«""^^8i«'     8i=858S+^'^""^>5i55 

rihrend  die  dritte  auch  geschrieben  werden  kann: 

8a     8^8^    ,Bydz  _q 
Sx     BxBx      8a:  8  j? 

Fttrt  man    hier   obige   Werthe   von    ^>  0^  ein,  so  ergiebtsich: 


i 
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<2 


<t 


+ 


V 


V 


CO 


H 

I 
s 

■  l 
II 


»« 


9«   l*^i'»»lil 

CO  IfiO    CO  'CO 


CO  1^ 


?i 


CO  1^ 


I 

I 
II 


79 


Durch  theiln-eise  Integration  ergiebt  sich: 


4[h(|)-  ^  CO'] 


AT       3a: 


='\^;w^  (ly  -/v'h(|;+  &?^- 


also  endlich: 


a — 0?  = 


V  H(g)*+  ©' 


und  daraus: 


ß—y= 


y-2 


-/VH(|y+(iya-  a. 


V  HgV 


+(Ö' 


Sa:' 


welche  Gleichungen  nichts  Anderes  sindj  als  die  Gleichungen  (7), 
«od  somit  die  Behauptang  rechtfertigen. 

Eine  jede  Tangente  an  die  Evolute  liegt  also  in  der  Normal- 
ebene  der  Evolvente,  die  in  dem,  dem  angenommenen  Punkte  ent- 
sprechenden Punkte  errichtet  ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Durch- 
Bchnittspunkt  zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  in  der  Ge- 
raden liegen  mqss,  in  der  zwei  auf  einander  folgende  Normalebe- 
nen  der  Evolvente  sich  schneiden.  Daraus  ergiebt  sich  denn  der 
bekannte  Satz,  dass  eine  Evolute  einer  gegebenen  Kurve  doppel- 
ter Krümmung  sich  in  der  abwickelbaren  Fläche  befinden  rouss, 
die  der  Ort  aller  dieser  Durchschnittslinien  ist. 

/Zugleich  folgt  aber  auch,  da«!s  eine  gegebene  Kurve  doppelter 
Krfimmung  unendlich  viele  Evoluten  habe.  Es  lässt  sich  dies  geo- 
metrisch einfach  so  nachweisen:  Seien  a,  6,  c^ ....  eine  Reihe  auf 
einander  folgender  Punkte  der  gegebenen  Kurve ;  a,  ß,  y, . ..  die  die» 
Ben  Punkten  entsprechenden  geraden  Linien  in  der  abwickelbaren 
Fläche  (nebenbei  gesagt.  Gerade^  die  auf  d^ii  Kröromungsebenen 
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I 

der  gegebenen  Kurve  und  zwar  im  Mittelpunkte  erster  Krümroung 
senkrecht  stehen).  Von  a  aus  ziehe  man  nach  einem  beliebi- 
gen Punkte  a^  von  a  die  Gerade  aa  und  lege  durch  aa  und  aö 
eine  Ebene,  welche  die  Gerade  ß  in  einem  Punkte  j3^ schneiden 
wird,  der  (nebst  a^)  ein  Punkt  der  Evolute  sein  wird;  durch  bß* 
und  bc  lege  man  wieder  eine  Ebene,  welche  die  Gerade  y  im 
Punkte  y'  schneiden  wird,  der  ein  dritter  Punkt  der  fraglichen 
Evolute  sein  wird,  u.  s.  w.  Offenbar  ist  nämlich  a'j3'  die  Verlän- 
gerung von  aa* ,  da  aa*  in  der  durch  u  gehenden  Normalebene 
liegt,  lii  der  a.und  ß  liegen;  eben  so  ist  ß*y*  die  Verlängerung  von 

bß\* ,  und  aa*,  bß*,  ...  sind  Normalen  an  die  gegebene  Kurve; 

mithin  ist  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  gegebene  Kurve  eine 
Evolvente  der  erhaltenen,  und  folglich  letztere  eine  Evolute  der 
gegebenen.  In  so  ferne  a*  willkührlich  war,  giebt  es  unendlich 
viele  Evoluten  einer  gegebenen  Kurve. 

Es  läftst  sich  dies  übrigens  analytisch  in  folgender  Weise  zei- 
gen. Aus  den  Gleichungen  (7)  oder  (8)  folgt,  dass  wenn  (xyz) 
ein  Punkt  der  Evolvente,  {aßy)  der  entsprechende  Punkt  einer 
Evolute  ist,  man  haben  muss: 

welche  Gleichungen  man  nach  x  differenziren   darf,    indem  man 
'a,  ß,  y  als  Funktionen  von  x  ansieht. 

Man  zieht  zunächst  aus  der  Verbindung  der  drei  Gleichun- 
gen (10): 

(.!:-«)  +  {y-ß)  %  +  (^-y)  % = 0.  (11) 

Aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  (10)  zieht, man: 

während  die  dritte  giebt: 

dx^'^dx^dx'^dxdx^^dx^dx'^'dx^dx'^^' 

d^ß    S^y 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  Werthe  von  g-^>  g-^»  gezogen 
aus  den  vorigen  zwei,  so  erhält  man: 
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+  58?  <*-!'>  +  Site;  -  Si  Si  +  8i*S(*-*^ =®' 
k»  wenn  man  (11)  beachtet: 
.!hdß  ,  /dv\        du  Sß  .  /dz\^     dz  dy  ,  S^z  dy ,        v_^ 

hier  die  Werthe  von   7—9  ^  aus  den  zwei  ersten  Giei- 

oa   da 

(10)>  so  erhält  man: 

nfolge  der  dritten  Gleichung  (10): 

^8x      dada: 


hGleicbung  (11)  sseigt,  dass  der  Punkt  (aj?y)  in  der  Normal- 
fa die  gegebene  Kurve  im  Punkte  (0:^2)  ist.  Da  (12)  erhal- 
'1,  wenn  man  in  (11)  nach  as  differenzirt,  aber  a,  ß,  y  als 
ansieht,  so  folgt  aus  (II)  und  (12),  dass  der  Punkt  {aßy). 
fDurchschnittslinie  zweier  unnütteibar  auf  einander  folgender 
ebenen  enthalten  ist.  Eliminirt  man,  unter  Zuziehung  der 
Igen  der  gegebenen  Kurve,  x  zwischen  den  Gleichungen 
id  (12),  80  erhält  man  die  Gleichung  der  wickelbaren  Fläche, 
(  der  Ort  aller  dieser  Durchschnittslinien  ist.  Verbindet  man 
ie«er  Gleichung  die  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  hervor- 
iide  Gleichung  (nachdem  man  x  eliminirt),  so  sind  diese  zwei 
ebangen  die  einer  Evolute.  Da  aber  dieselben  Differcntial- 
iiangen  sind,  so  folgt  daraus,  dass  es  unendlich  viele  Evolu* 
Ifcoe« 

Dass  dieselben  Sätze  auch  für  ebene  Kurven  bestehen,  ist 
die  mehrfach  angeführte  abwickelbare  Fläche  ist  dann  eine 
iderfläcbe,  die  auf  der  Ebene  der  Kurve  senkrecht  steht,  und 
n  l.  vorzugsweise  so  genannte  Evolute  ist  eben  die  Kurve 
CrSmmuDgsmittelpunkte. 

Dass  bei  .doppelt  gekrümmten  Kurven  die  Kurve  der  Krüm- 
;8mittelpunkte  nicht  Evolute  der  Kurve  ist,  folgt  daraus  schon, 
die  auf  «inander  folgenden  Krümmuncrshalbmesser  (erster 
tmong)  einander  nicht  schneiden,  wie  dies  leicht  nachgewie- 
Verden  kann.  Sind  nämlich  er,  ß,  y  die  Koordinaten  des  dem 
^(^9Jf»2)  entsprechenden  Krümmungsmittelpunkts,  so  müssen 

*il  XX.  6 


82 

dieselben  ausser   den  Gleichungen  1(11)  und  (12)  noch  der 
chung : 

genügen. 

Sind  X,   T,  Z  laufende  Koordinaten,  so  sind  also  die 
«bungen  des  Krünunangsbalbmessers :  , 

Lässt  man  ^  um  dx  wachsen,   wodurch  y,  z,  a,  ß,  y  res 
•^Bx, 9  t!'^^  werden,  so  erhält  man  die  Gleichung  desni 

liegenden   Krümmungshalbmessers.    Damit  beide  sich  schn^ 
muss : 

^(ß'^\    S  /yx^ccz\ 8  /a — x\  8  /yy'-ßz\ 

dx\y—x/  Sx\  y — z  J  ~^ dx\y-~z  J^\  y—z  j 

d.  h.  nach  leichter  Reduktion: 

m      B^S!f\  /dccSz      9y\ 


+(— )®-EI)=» 


sein.  Zieht  man  aus  (11),  (12),  (13)  die  Werthe  von  7— ^,^y 
und  substiuirt  sie  in  (14),  so  erhält  man  nach  leichter  Kedi 
die  Gleichung: 

Sct/S^y  dz      S^z  dt/\     8/3  8%      8/  8^  _^ 
dxKßjc^  dx     8ar«  ^J'^tx  dx^     Si  Sx^ ""  ^' 

r 

DIfferenzirt  man  nun  die  Gleichung  (13)  nach  x,  indem  man 
als  Funktionen  dieser  Grosse  ansieht^   so  erhält  man,  wem 
(15)  beachtet: 

(gi8Fa-8Sgf»;(^-«)  -  8^»(2^-^)  +  8^3(^-y)=0, 

und  %renn  man  hier  wieder  die  Werthe  von  j:— a,  y—ßy  z — 3 
stituirt  und  reduzirt: 

8^8^      8^8«r  _^ 
Bx^Bx^^Bx^Bx^--^' 

welche  Gleichung  bekanntlich  ausdrflckt,  dass  die  betrachtete  1 
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eben  Ist,  so  dass  also  ein  Schneiden  der  Krümmungshalbmesser 
nar  bei  solchen  Kurven  statt  hat. 


III. 

Sei  A  ein  Punkt  einer  krummen  Oberfläche,  deren  Gleichung 

«=0  sei ;  man  nehme  die  Tangentialebene  im  Punkte  Ä  als  Ebene 

der  xy\   A  zum  Anfangspunkt  der  Koordinaten    und  die  Normale 

in  A  zur  Axe  der  z ;  zugleich  seien  die  Axen   der  x  und  y  so 

S richtet,  dass  die  Ebenen  der  xz  und  yz  zusammenfallen  mit  den 
iden  Haupt- (krümmungs)- schnitten  der  krummen  Oberfläche  im 
Pinkte  J.  Alsdann  ist  bekanntlich  x=y^^z^=0,  d.h.  im  Punkte ^1: 

du     ^    du     ^     8%      tx    dz      ^  .-^. 

äi=<>'g^=0'8^=0'8S=0.  (17) 

Man  gehe  nun  vom  Punkte  A  aus  auf  der  krummen  Oberfläche 
nach  einem  (unendlich)  nahen  Punkte  B  so,  da^s  AB  mit  der 
Axe  der  x  den  Winkel  g)  mache  und  mithin  die  Gleichungen  der 
Tangente  an  AB  in  A  sind:  z=0,  y=xtg(p.    Sind  nun  Ax,  Ay, 

^x  die  Koordinaten  von  B,  so  ist  -p-=:tg9>  für  ein  unendlich  ab- 

neliiDeDdes  Ax;  zugleich  sind  die  Gleichungen  der  im  Punkte  B 
an  die  krumme  Oberfläche  g^ogenen  Normale: 

du  ,   S'u    .    .  8*a  -^    .  8*«  ^ 

8a?  '  dx'^  dxdy    ^^  dxdz 

du      8^  82«  8% 

,y       >       82   '  8a:8z    ^^dySz    ^^82*     ^  /v     ^a. 

^ + a^  ^*+ 8p^» + ^  ^' 

Wenn  man  in  den  vorkommenden  Differentialquotienten  ar:^y=z~0 
ietst,  wobei  dann  die  Gleichungen  (17)  zu  beachten  sind. 

Man  lege  nun  durch  die  Axe  der  z  und  die  Tangente  AB  im 
Punkte  A  eine  Ebene,  so  ist  deren  Gleichung  y^xtgq>^=0,  und 
die  im  Punkte  A  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  hat 
au  Gleichungen: 

2=0,    x  +  tgq>.y=zO.  (18) 

Ist  nun  s  der  Winkel  der  Normale  an  die  Flache  im  Punkte 
Ä  und  der  durch  die  Axe  der  2  und  AB  gelegten  Ebene;  £'  der 
Winkel  zwischen  eben  dieser  Linie  und  der  Linie  (18),  so  ist 
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also 

dz 

Ist  nun  ^1  der  Krümmungshalbmesser  des  Schnitts,  den  die 
Ebene  der  xz  in  die  krumme  Oberfläche  macht ,  Q2  ^^^  ^^  ^^^ 
Mnitt  mit  der  Ebene  der  yz,  so  ist  bekanntlieh 

8hl  8^ 

dx^       1         3t/«       1 


—       ^*        ??f       ^a' 

da:  dz 

wenn  man  die  Krümmungshalbmesser  mit  dem  ihnen  gehörenden 
Vorzeichen  nimmt.    Demnach  ist: 

ein  Satz,  den  bekanntlich  schon  Bertrand  im  Liouville'schen 
Journale  (1844)  bewiesen  hat,  und  worin  ds  die  Länge  des  Ele- 
'nents  AB  bedeutet,  dessen  Richtung  durch  den  Winkel  (p  gege- 
ben ist. 

kt  AB  ein  Element  einer  auf  der  krummen  Oberfläche  von  A 

aoa gezogenen  kürzesten  Linie,    so  ist  die  Ebene  durch  AB 

und  die  Normale  in   A  eine  Krümmungsebene  dieser  Kurve,  so 

wie  {die  Krümmungsebene  derselben   in  B  durch  die  Normale  in 

B  an  die  Oberfläche  geht.    Der  Winkel  e  ist  alsdann  der  Winkel 

iveier  unmittelbar  aufeinander  folgender  Krümmungsebenen,  wäh 

j  8* 
^d  -7  der  Werth  des  Halbmessers  r  der  zweiten  Krümmung  im* 

hnkte  A  ist.     Demnach  ist,   im  Falle  einer  kürzesten   (geodäti- 
<cben)  Linie: 

r=-—^Sl^  (20) 

(?i— ^a)sm29 

• 

welchen  Satz  Tortolini  in  seiner  Abhandlung:  Sulla  determi 

nazione  della  Linea  Geodesica  etc....    (Atti  delT  Ac- 

cademia  pontificia  de  nuovi  Lincei,  anno  IV.    —    Ses- 

slone  VI   deir  IL  Maggio  1851)  S.  33  ff.   angewendet  hat, 

um  den  Halbmesser  zweiter  Krümmung   der   geodätischen  Linien 

auf  einem  dreiaxigen  Eliipsoid  zu  finden. 

Für  ^1  =  ^  sind  alle  kürzesten  Linien,  die  durch  den  Punkt 
•igehen,  eben;  dessgleichen  sind  diejenigen  eben,  deren  Richtung 

in  die  Richtung  der  Hauptschnitte  fällt  (9=0,  oder  .j).     Die  kür- 
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zesten  Linien  auf  einer  krummen  Fläche  sind  also  nur  dann  durch- 
gängis  ebene  Kurven,   wenn   die  betreffende  Fläche  eine  Kugel 
ist.     In  keinem  andern  Falle  werden  alle  kürzesten  Linien  ebene 
Kurven  sein,  ja  selbst  dann   nicht,    wenn  auch  einer  der  beiden  ; 
Uauptkrümmungshalbmesser  beständig  unendlich  gross  ist.     Eben  ' 
so  werden  auch  die  Krümmungslinien    einer   krummen  Linie  nar    .' 
in  so  ferne  kürzeste  Linien  sein   können,   als  sie  ebene  Kurven J  \ 
sind.     Umgekehrt,  wenn  die  Krümmungslinien  ebene  Kurven  sind»-!  "^ 
80  müssen  sie  nothwendig  kürzeste  Linien  auf  der  Oberfläche  seid»  j;'^ 
Die  Krümmungsebene  einer  solchen  Kqrve  (die  Ebene  der  Kurve  '\ 
selbst)   enthält  nämlich  immer  die  Normale   der  krummen  Fläche 
in  demselben  Punkte,  mithin  ist  die  Kurve  eine  kürzeste  Linie. 


IV. 


Sei  t<=0  die  Gleichung  einer  krummen  Oberfläche;  ar=az-i'b, 
tpza^z+b*  die  Gleichungen  einer  Geraden,  welche  auf  diese  Ober- 
fläche projizirt  wird:  man  verlangt  die  Gleichungen  der  Projektioa 
dieser  Geraden  auf  die  gegebene  Oberfläche. 

Die  Gleichungen  der  Normale  an  die  gegebene  OberflSche  im 
Punkte  (ayz)  sind: 

Su  du 


8z  Sz 


^-^=äJ<^-*>'  ^-y-ZJ^-'^' 


Da  dieselbe  nun  durch  einen  Punkt  {x'y'zf)  der  gegebenen  Gera- 
den gehen  soll,  so  muss  folglich:. 

du  du 

sein.    Daraus  folgt: 

(az'  +  6-^)|  =  |(*'-z),(aV+6'-^)g  =  |(*'-z). 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  für  ^,  g-»  k-  ihre  Werthe 

aus  der  Gleichung  der  krummen  Oberfläche  und  eliroinirt  z'  aus 
denselben,' so  erhält  man  eine  Gleichung  in  a:,y,z,  die,  verbunden 
mit  u=0,  die  Gleichungen  der  gesuchten  Projektion  ausmacht. 
Demnach  sind  dieselben: 
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wie  man  leicht  findet« 

Will  man  deo  Punkt  {x'y*z^  haben,  der  dem  Punkte  (xyi)  der 
Innre  (22)  entspricht,  d.  h.  (fessen  Projektion  letzterer  ist^  Hf^  wer- 
ben drei  der  Gleichungen  (21)  diese  Aufgabe  lOsen. 

Für  den  Fall  der  Kugel  Ä«+y«+2«=r*  ist  g^=2ar,  g^=2y, 

h 

g=:2zv  also  die  zweite  Gleichung  (22): 

by  —  6'ar  +  (a6'— a'6)  2=0, 

d.  b.  die  Projektion  gehurt  einem  grussten  Kreise  der  Kugel  an, 
wie  das  zu  erwarten  war. 


V. 

S«  g   die  Beschleunigung  der  Schwere,   s  der  Bogen  einer 

ScheieD}   Kurve,   längs   der  herab  ein  schwerer  KOrper  ßilit,    so 
läse  wir  uns  die  Ebene  der  Kurve  vertikal  denken,  wobei  der  Bo« 
etü  rem    tiefsten  Punkte  der   Kurve  aus.  gerechnet  werden  soll. 
Die  Vertikale  durch  diesen  Punkt  sei  Axe  der  z   und  eine  in  der 
Ebene  der  Kurve  liegende  Horizontale  durch  jenen  Punkt  Axe  der 
Xy  80  ist,  wenn  die  Bewegung  im  leeren  Kaume  vor  sich  geht: 

wenn  i  die  Zeit  bedeutet.  Wir  wollen  nun  die  Kurve  so  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  sie  eine  Tautochrone  sei,  d.  h.  eine 
Kurve,  in  der  ein  fallender  Körper  immer  in  derselben  Zeit  nach 
dem  tiefsten  Punkte  gelangt,  von  welchem  Punkte  er  auch  ausge- 
hen möge,  in  so  ferne  seine  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist. 

Ans  (23)  folgt: 
nnd  da  für  zsA,   g;i=0: 

ii.b. 
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"'S* 


0 


Nun  soll  s  als  Funktion  von  z  so  bestimmt  werden^  dass*  letz- 
teres Integral  einen  konstanten  Werth  erhält,  was  auch  A  sei. 
Man  setze  desshaib: 


so  wird  also 


r^    i>;(2)8z_^  p     ^(hz)dz   _^, 


0  ^         '        0 

sein  müssen.    Nun  ist 


0  .0 

wenn  ß  zwischen  0  und  1 ;  also  niuss,  was  auch  immer  h  sei, 
'df(hO)  konstant  sein^  d.h.  man  wird  offenbar  ip(z)  selbst  gleich  einer 
Konstanten  haben  müssen.     Demnach 

was  bekanntlich  eine  Zykloide  ausdrückt^  welches  somit  die  Taa- 
tochrone  im  leeren  Räume  ist. 


VI. 

Wenn  auf  einer  krummen  Oberfläche  eine  geodätische  Linie 
gezogen  (gemessen)  werden  soll^  so  geschieht  dies  in  folgender 
Weise : 

Man  lässt  die  Messstanc^e  AB  auf  die  Fläche  auflegen  (wo- 
bei wir,  wenn  wir  uns  z.  ii.  die  Erde  als  die  krumme  Fläche  den- 
ken, wohl  annehmen  dürfen,  die  geradlinige  Messstange  liege  in 
ihrer  ganzen  Länge  wirklich  auf,  d.  h.  Aß  sei  als  ein  Element 
der  entstehenden  krummen  Linie  zu  betrachten) ;  in  dem  End- 
punkte B  errichtet  man  eine  Normale  an  die  krumme  Fläche,  legt 
sodann  eine  zweite  Messstange  BC  (etwa  gleich  AB)  in  die  Ver- 
längerung von  AB  und  dreht  nun  diese  BC  so,  dass  sie  bestän- 
dig in  der  Ebene  bleibt,  welche  durch  die  Normale  in  B  und  AB 
geht,  und  sich   auf  die  krumme  Fläche  legt;  in  C  verfahrt  man 
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wieder  wie  in  B  u.  s.  f.*).  Daraus  folgt,  dass  dife  durch  die  Ele- 
mente ABy  BC  gehende  Ebene  zugleich  die  Normale  der  krum- 
men Fläche  in  B  in  sich  enthält,  aus  welcher  Eigenschaft  es  sehr 
leicht  sein  wird,  die  Gleichungen  der  geodätischen  Linie  abzuleiten. 

Sei  nämlich  «=0  die  Gleichung  der  krummen  Oberfläche,  so 
sind  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  {xyz)  derselben, 
wenn  JC,   Y,  Z  die  laufenden  Koordinaten  bedeuten: 

ga-^)=|(Z-.,.  »!(K-,)=|(Z-.,.  (M) 

^         .  dx  dy  dz  Ü^x  S^y  Sh 

Beziehen  sich  die  Differentialquotienten  "o"' jr*  g"''gT'g'a'5~2 

auf  die  geodätische,  durch  (xyz)  gehende  Kurve,  worin  ds  das  Ele- 
ment derselben  bedeutet,  so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  der 
dorch  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  gehenden  Ebene  — 
der  Krfimmungsebene : 

/dyB^z     82d^y\^      ^     /dzd^x     Sxdh\  ^^       • 

Vf,8?~ä;g?/^~^^  +V§i  &^— a7a7V  ^^'^^^ 

+(t^-ls)<^-»=»-        (») 

Zieht  man  nun  aus  (24)  die  Werthe  von  X—x,  ¥ — y  und 
»etit  sie  in  (25),  so  muss  diese  Gleichung  erfüllt  sein,  was  auch 
immer  der  Werth  von  Z  —  z  sei,  d.  h.  man  muss  haben: 

(26)     ' 

fdyS^      Szd^y\du      /dzB^x     (^x8^\Su      /dxd^y     SyS^x\du 
V8«  3«*     8sds^Jdx^\Bs  ds^      ds  dsyBy+\didH^'^Bsd^Jdz^^' 

Da  die  geodätische  Kurve  aber  auf  der  krummen  Oberfläche  liegt, 
so  ist  auch: 

Bxds'^dyds^dzds^^'     \djj  +W   ■''W  ■"   ' 

Sxd^     dyS^     dz8h 

87  Ss^~  ^  ds  8s^  +  Ss  8ä2  — " ; 

welche  letzteren  zwei  Gleichungen  aus  einem  bekannten  allgemei- 
nen Satz  der  analytischen  Geometrie  stammen.    Eliininirt  man  ver- 


*)  lEsJIcuinnit  dies  daiaiif  liiiiana,  vermittelst  des  Fernrohrs  eines 
Theodolithen,  das  sich  bloss  in  einer  Ebene  bewegt,  die  einen  Norinal- 
schiiiCt  der  Erde  bildet,  das  Anlegen  der  Messstungen  zu  regeln,  indem 
man  den  Theodolithen  jeweils  in  B,  C,  ...  aufstellt. 


«0 

■ «  du  ' 

mittelst  der  ersten  dieser  Gleichungen  ^   aus    (26)^    so    erhält 


man: 


ds)  ds^      ds  Bsds^     ds  ds  ds^      \dsj  8*2  Ja^~"' 


d.  h.  wenn  man  die  zweite  beachtet: 


[dySzd^z      /dyyd^     Sydxd^x     8^"l8i* 
ds  ds ds^  +  \dsj  ds^  +8*  8*  8«a      ds^Jdx 

[8%      /dxy  d^x      dxdzd^      ^5^9?^l?!f_-n 
ds^'^\dsj  ds^'^dsdsds^'^dsdsds^Jdy"^' 

oder  endliche  wenn  mau  die  dritte  beachtet: 

I 

welche  Gleichung,  in  Verbindung  mit  u=0,  die  geodätische  Kurve 
bezeichnet. 

Bekanntlich  ist  (27)  auch  die  Gleichung  der  kürzesten  Li- 
nien auf  einer  krummen  Oberfläche,  so  dass  also  die  geodätischen 
Kurven  diese  Eigenschaft  haben. 

Für  den  Fall  der  Erde  ist 

also  die  Gleichung  (27): 

d^x       d^iß      ^         dy       Sx_., 
2''87^""^8^*  =  ^'     '^8r'"^8i"'^' 

80  dass  die  Gleichungen  einer   geodätischen  Linie  auf  der  Erde 
sind: 


a« 


(oder:  x^^-^^^Q. 
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VII. 

» 

Sei  a  die  halbe  srosse  Axe  des  Erdellipsoids.  6  die  halbe 
kleine,  6*= ^—;  ferner  B  die  geographische  Breite  eines  Punk- 
tes M  des  Erdellipsoids ,  dessen  Meridian  wir  als  den  ersten  an- 
nehmen wollen,  B*  die  geograuhische  Breite  eines  zweiten  Punk- 
tes N,  und  der  Längenunterscnied  beider  gleich  k  *).  Auf  den  in 
Jf  und  N  errichteten  Normalen  denken  wir  uns  zwei  Punkte  JU', 
S',  deren  Entfernungen  von  it/  und  TV  h  und  h*  seien.  Alsdann 
sind  die  Koordinaten  des  Punktes  TU': 

Von  N': 

(**+— 7====^r=:  )  COS  Ä'  COS  A,  (  Ä'+  77- .     ^    ==1  J  COS  ß*  sin  A, 
V^l— e*sin^/?'/  V       Vl—eH'iuWV 


(^Ä.+      «a=^)sinß'. 


(Vergleiche  Archiv,  Theil  VII.,  S.  73.)  Die  Gnlssen  h 
und  h'  pflegt  man  gewöhnlich  die  Höhen  der  Punkte  M*,  N'  über 
iet  Meereslläche  zu  heissen.  Um  nun  das  Azimuth  der  geodä- 
tischen Linie  3JN  zu  bestimmen,  pflegt  mau  in  der  Geodäsie  den 
Winkel  zu  messen,  der  (»ebildet  wird  von  der  Projektion  der  Ge- 
raden ^'iV'  auf  die  in  Jti'  auf  3^3^  senkrecht  gestellte  (Horizon- 
taK)  Ebene  und  der  Durchscbnittslinic  der  Meridianebene  durch  ßl 
mit  derselben  Ebene.  Dieser  Winkel  ist  aber,  strenge  genommen, 
nicht  das  wirkliche  Azimuth,  das  man-,  aus  den  so  eben  gemach- 
ten Angaben,  berechnen  könnte,  und  wir  wollen  nun  jenen  Win- 
kel bestimmen,  um  ihn  dann  mit  dem  wahren  Azimuthe  zu  ver- 
gleichen. 


Die  Gleichungen  der  Normale  MM^  finden  sich  leicht: 

ae^amB 


y  =  0,z=a:tgß-^^===_; 


*)  Die  Breite  Vom  Aeqiiatnr  aus  nach  Norden  von  0  bis  OO*' ,  nach 
Soden  von  0  hin  — 90";  die  Lanu:e  von  Westen  nach  Osten  von  0  hitf 
360®  gezählt.  Zii^^Ieich  ist  der  Mittelpunkt  der  Krde  Anfangspunkt  der 
Kourdmaten,  die  Khenc  des  Aequators  Kliene  der  xy^  die  nach  dem  Nord- 
pol gerichtete  Erdaxe  Axe  der  S;  die  Axe  der  X  liegt  im  Uten,  die  der 
y  im  Meten  Meridiangrad. 
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demnach  ist  die  Gleichung  der  durch  MM'  und  den  Punkt  N'  ge- 
henden Ebene: 

wenn  x*^  y\  z*  die  oben  ange&;ebenen  Werthe  der  Koordinaten  von 
N*  sind.     Soli  diese  Ebene  die  Gerade  MM'  enthalten,  so  muss. 


wenn 


ae^^mB 


y^O,  Z=:.tgB-;^,=== 


sin^Ä 
gesetzt  wird^  diese  Gleichung  identisch  erfüllt  itein.    Daraud  folgt: 
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licäf»  T«r-i:iei&imsi>«^  $»  vüri  vum  9a».-4  l'S) 


Wir  w«lln  MB  A»  Aamüi  a«  |ec<i4ab6$<4M  Lali<^  «.\  «^ 
reit  fccieifcBii.  iftJcm  «ir  dibci  t^m  Jkn  Canssfaclwii  F<Mm«hi 


Znickst  hahtm  wir  ««■  dW  P«»kte  JV  «iHi  .V  mC  Ok^  K«t«4 
AerzBtnsCTL  Die  Breite  der  Üiae«  entspreclMHMle«  Pnakle  JHL. 
Si  auf  d^  Ko^  i*t  S^MfOriiOSKJO  {^9imss.  S.  ^y 

Was  des  LänsoiniterscUed  If  der  Punkte  Mi  >  Ai  auf  der 
Ki^  asMaost,  so  ist: 

abo  da 


^   Vergleiche:    Gaass.    l'atersHchuBgen  «her  Gege««l<l^a<l« 
der  hohem  GeodlÄsie,    Seite  10. 
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log  r= 3-8573324964 
log  «=00001966553 

log  Ai"  =3-8575291517 
Ai''=7203-26109=200'3''-26109. 

Man  hat  also  ein  sphärisches  Dreieck  aufzulösen,  in  dem  zwei 
Seiten  gleich  90*^  —  52^^40',  und  der  von  ihnen  gebildete  Winkel 
2<H)'3''-26109  ist.  Der  Winkel  £,  welcher  der  einen  der  gleichen 
Seiten  entgegensteht,  wird  folglich  erhalten  aus  der  Gleichung: 


_cotglQQl^^-63054 
*S*-       sin  52^40' 


j 


Nan  ist 


\ 


log  cotg  100'1"-63054 = 11-7578818321 
— Iogsin52ö40'=  00995668873 


logtgr= 11 8574487194 

2=89012'16"-16159, 

welcher  Werth  von  dem  oben  für  x  gefundenen  erst  in  der  vier- 
ten Dezimalstelle  der  Sekunden  abweicht.  Es  ergiebt  sich  dar* 
aus,  dass  man  den  beobachteten  Winkel  au  unbedenklich  für  den 
zu  suchenden  z  annehmen  kann. 


• .     . 
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Veber  Foucsault's  PendelTersucli  zum 
Beweise  für  die  Umdrelraiigr  der  Erde 

um  ihre  Ax& 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Das  Archiv  hat  an  seine  Leser  eine  Schuld  abzutragen.  Denn 
n  den  Zwecken,  deren  Erreichung  diese  Zeitschrift  sich  vorge- 
letit  hat,  gehurt  namentlich  auch  die  Besprechung  aller  der  Er- 
acbeinangen  auf  dem  Gebiete  der  Wissenscnaft ,  welche  in  irgend 
einer  Beziehung  zu  besonderer  Geltung  gekommen  sind;  und  dass 
xa  diesen  Erscheinungen  recht  eigentlich  Foucault's  buchst 
nerkwürdiger  Pendel  versuch  zum  Beweise  für  die  Umdrehung  der 
Erde  um  ihre  Axe  gehört,  wird  gewiss  Niemand,  am  wenigstens 
ich  aelbst,  in  Abrede  zu  stellen  geneigt  sein.  Dieser  Versuch 
dürfte  aber  um  so  mehr  eine  Besprechung  im  Archive  für  sich  in 
Ansprach  zunehmen  berechtigt  sein,  weil  man  denselben  bekannt« 
lieh  auch  vielfach  vor  das  grosse  Publikum  zu  bringen  zweck- 
mSssig  gefunden  hat.  Ob  man  damit  recht  gethan  hat,  will  ich 
hier  nicht  untersuchen,  will  aber  auch  nicht  verhehlen,  dass  die 
Berechtigung  zu  der  bereits  so  vielfach  versuchten  öffentlichen 
Zarschaustellung  des  wissenschaftlich  so  überaus  merkwürdigen 
Foucault'schen  Versuchs  vor  den  Augen  des  grossen  Publikums 
mir  wenigstens  sehr  zweifelhaft  scheint,  und  dass  ich  darin 
illerdings  mehr  eine  eines  wissenschaftlichen  Mathematikers  oder 
Physikers  nicht  sehr  würdige  Escamotage*),  als  einen  selbst  für 


*)  Inaofern  nAmlich  das  grosse  Publikum  leicht  zu  der  Mei- 
tmag  verleitet  wird,  etwas  tou  der  Sache  zu  verstehen,  was  in  diesem 
Falle  gar  nicht  möglich  ist,  und  doch  leider  oft  in  dergleichen  Fällen 
geglaobt  wird. 
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das  sogenannte  gebildete  grosse  Publikum  wirklich 
überzeugenden  V^ersuch  zu  finden  geneigt  bin.  Dass  ich  ubrigeos 
mit  dieser  Ansicht  keineswegs  isolirt  dastehe,  beweist  mir  so 
eben  zu  meiner  grossen  Freude  die  Art  und  Weise,  wie  der  von 
mir  hochverehrte  trefQiche  Queteiet  in  Brüssel,  durch  dessen 
ununterbrochene  Freundschaft  ich  seit  langer  Zeit  mich  so  sehr 
beglückt  und  geehrt  fühle,  sich  in  dem  „Rapport",  welchen  er 
als  beständiger  Sekretair  der  Königlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Brüssel  über  die  Arbeiten  der„Classe  des  scien- 
ces*'  im  Jahre  1851  der  Akademie  erstattet  hat,  über  den  Fon- 
caidt'schen  Versuch,  namentlich  über  dessen  Popularisirung,  aus- 
spricht ;  und  ich  kann  mir  nicht  versagen ,  seine  Worte  selbst  den 
Lesern  des  Archivs  hier  mitzutheilen,  wobei  ich  zu  besserem 
Verständnis»  bemerke,  dass  dabei  auf  ein  Memoire  eines  aiisra- 
zeichneten  Mathematikers  in  Genf,  Herrn  Schaar*s,  Über 
den  Foncault  sehen  Versuch  Bezug  genommen  ist.  Herr  Qae» 
telet  sagt: 

„M.  Schaar  a  «Studie,  a  Taide  de  l'analyse,  un  problöme  in- 
t<$ressant,  qui  a  eu  le  privilege  d*occuper  pendaot  plusieurs  mow 
Tattention  de  l'ßurope;  je  veux  parier  de  Texpärience  de  M.  Fon- 
rault.  A  en  croire  les  premiers  t^oins,  on  n'avait  qu'  ä  ouvrir 
les  yeux  pour  voir  tourner  la  terre;  et  quant  ä  l'explication,  eile 
etait  ä  ja  portee  de  toutes  les  intelligences.  M«  Scnaar  est  veno 
nous  dire,  et  non  sans  raison,  que  cette  experience  et  soi)  ez* 
plication  sont  loiii  d'^tre  aussi  simple  qu'  on  le  pense,  et  que  des 
savants  fort  habiles  s'y  sont  trompes.  II  a  soumis  ce  probl^me 
de  niäcanique  ä  un  exanien  approfondi,  et  il  a  rendu  compte  de 
petites  particulaHtes  qui  avaient  eti$  signal^es  deja  par  les  meil* 
leurs  observateurs ,  et  meme  ä  une  äpoque  reculee,  par  les  disci- 
ples  de  Galilee;  cur  il  s*est  trouve,  comnie  il  arrive  frequemikient 
dans  les  sciences,  aue  l'experience  nouvelle  avait  äte  signaUe 
depuis  longtemps.  Une  pareille  rencontre,  du  reste,  ne  diminue 
en  rien  le  m^rite  de  celui  qui  montre  Pimportance  d*un  fait  qiie 
toutes  les  autres  ont  möconnu  ou  perdu  de  vue/' 

Der  Grund,  warum  das  Archiv,  mit  Ausnahme  eines  Auf- 
satzes von  Herrn  Director  Esc  h  weiter  in  Co  In  in  Tbl.  XIX. 
Nr.  IV.,  dessen  Darstellung,  wie  ich  gebort  aber  nicht  selbst 
gesehen  habe,  auch  in  eine  von  Herrn  Garthe  in  Ciiln  heraus- 
gegebene Schrift  übergegangen  ist,  über  den  Foucault'schen  Ver- 
such bisher  geschwiegen  hat,  ist  der,  weil  ich  die  Acten  über 
denselben  noch  lange  nicht  für  vollständig  spruchreif,  viel  weni- 
ger für  geschlossen  halte.  Eine  sehr  tief<;ehende  analytisch  -  ma- 
thematische Behandlung  scheint  mir  jedenfalls  nuthig  zu  sein, 
wenn  man  sich  eine  vollständige  Einsicht  in  die  eigenthümliche 
Natur  dieses  merkwürdigen  Versuchs  verschaffen  will,  und  ich 
kann  in  dieser  Beziehung  die  Leser  des  Archivs,  auf  nichts  Bes- 
seres verweisen,  als  auf  die  schon  oben  erwähnte,  nach  dem 
Urtheil  competenter  Richter  sehr  ausgezeichnete  Abhandlung  von 
Herrn  Schaar  in  Gent,  die  in  den  ,',Memoire8  de  TAcade- 
mio  des    scicnccs,    des  lettres   et   des  beaux-arts   de 
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Belgique"*)  nüchstens  erscheinen  wird  oder  schon  erschienen 
iit;  und  auf  eine  treiHiche  Alihandlung  von  Herrn  Hofrath  C  lausen 
in  Dorpat^  die  unter  dem  Titel:  »»Ueber  den  Einfiuss  der 
Dndrenung  der  Erde  auf  die  scheinbaren  Bewegun« 
gen  an  der  Oberflüche  derselben;  von  Herrn  Observa- 
tor  Clausen  in  Dorpat"  sich  in  dem  „Bulletin  phys.  ma* 
th^ni.  T.  X.  Nr.  t2."  der  Kuisürlichcn  Akademie  der  Witisen- 
Kbaften  in  Petersburg  abgedruckt  ündet. 

So  sehr   \th   aber   auch  aus    vollkommenster   Ueberzeugung 

NT  dem  Studium  dieser  tief  gehenden  analytischen  Untersucnun« 

gn  das    "Wort  reden    kann,  so  scheint  mir  doch  bei  dem  vorlie* 

Koden  Gegenstande,  selbst  fiir  den  Mathematiker,  und  namentlich 

m  den   Lehrzweck,  eine  vorlüuüge   einfachere  Darstellung  w(in- 

ichenswerth  zu  sein,  was  auch  schon  vielfach  gefiihlt  worclen  ist, 

<ie  s.    B.  der  schon  oben  erwähnte  Aufsatz  des  Herrn  Director 

EHchweiler  in  Cöln,  und  noch   mehr  zwei  andere  ganz  neuer- 

Kdi  erschienene,  treuliche  Mathematiker  und  Physiker   zu  Ver- 

fissern  habende  Abhandlungen  beweisen.    Die  eine  dieser  beiden 

Abhandlungen  rflhrt  von  Herrn  Crahay  in  LTtwen  her,  und  tin- 

let  sich    in    dem    „Bulletin    de    TAcademie    Koyale    des 

iciences,  des  Icttres    et   des  beaux-arts   de  Belgique. 

Tome  XIX.  —  I"»  Partie.     1852.  p.  537.«  unter  dem  Titel: 

Demonstration  elc^montaire  de  la  vitesse  de  deviation 

liflan    d'oscillution  du  pendnie,  a  diverses  latitudes; 

pilM.  Crahay,  Membre  de  rAcadomie";  die  andere,  welche 

mtar alten  ilber  diesen  (ic^enstand   mir   bekannt  gewordenen  Ar- 

krfen   die   neueste  ist,  bat  Herrn  Pnirani  in  Löwen  zum  Ver- 

finer,  und  findet  sich  in  doiiisolben  „linlletin.    Tome  XIX.  ~ 

O'Parte.     p.  lOJ.«  unter  dem  Titel:  ,,8ur  le  tht^or^me  d*Eu- 

ler,  relatif  a  la  dc^composition   du  mouvement    de  rota- 

tion  des  corps.    Note  par  I\l.  Pagani,  Menibre  deTAca- 

demie."      Herrn   (-rahiiy's   Darstellung  scheint   sich   der  von 

Herrn  Director  E  seh  weil  er  gebrauchten  Darstellung  einigerma- 

8sen  zu  nähern,  ohne  dass  ich  im  Entferntesten  die  Absicht  habe. 

mich  hier  auf  ein  Urtbeil  über   dicisie  Arbeiten  einzulassen.    Herr 

Pagani    geht   auf  Euler's  Theorem    über    die    Zerlegung    der 

Dmdrehungsbewegnng    eines    Korpers   zurück,   nnd    leitet    seinen 

Aufsatz  mit  den   folgenden  Worten  ein:    „Les  experiences   recen- 

(es,  par  lesqiietles  on  a  constate  la  d^clinnison  du   plan   d*oscilla- 

tlon  ein  pendule,  ont  ramene  Tattention  des  geömetres  sur  le  heau 

th^oreme    d'Kuler*,    nu    nioyen    duquel    on    peut    expliquer    assez 

simptement   la  loi  de  cette  declinaison.     Mais  pour  mettre  lexpli- 

cation   de  ce  pbenomene  a  la  portee  de  ceux   ipii  ne  sont  point 

iamiliariscSs   avec   les  ralcnis  superieurs,  il  manquait  a  la  science 

nne    demonstration    elementnir«    de    ce   tbeoreme ,   ipie    Ton    doit 

eonsirlerer    comme   le    correlatif  de    celui    qui  porte    le    noni    de 

Parallelogramme  des  l'orces,  et  qui  sert  aussi  a  la  conipo- 


*)     BU  jetzt  ist   Tome   XWI.  erschienen,   den  icb  aber  noch  nicht 
flehen  habe. 

1* 
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Mition  et  ä  la  decoraposition  du  mouvement  d*au  poiot  niat^riel*). 
Hierbei  ist  zu  erwähnen ,  dass  auch  Herr  Üirector  v.  Littrow  in 
Wien  in  der  trefflichen  vierten  Auflage  der ,,  Wunder  des  H im« 
raels  von  J.  J.  v.  Littrow.  S.  55.''.  von  welcher  bis  jetzt  die 
beiden  ersten  Lieferungen  erschienen  sind,  im  Grunde  eigentlich 
das  Ekiler'sche  Theorem ,  auf  welches  Herr  Pagani  hinweist, 
in  sehr  schöner  und  wahrhaft  populärer,  aber  doch  wissenschaft- 
licher Weise,  zur  Erklärung  des  Foucault'^chen  Versuchs  benutzt 
hat,  ohne  natürlich,  dem  Zwecke  seines  Buchs  ganz  gemäss  und 
entsprechend,  dasselbe  auf  seinen  kürzesten  mathematischen  Aus- 
druck zu  bringen ,  weshalb  wir  uns  wegen  dieser  populären  Dar- 
stellung hier  auf  das  genannte  ausgezeichnete  Werk,  daspopulfir» 
dabei  aber  doch  acht  wissenschaftlich  ist,  zu  verweisen  erlauben, 
wie  wir  auch  schon  imLite  rarischen  Berichte  Nr.  LXXIV. 
S.  940.  gethan  haben. 

Wenn  wir  nun  aber  auch,  wie  schon  oben  erwähnt,  die  Acten 
über  den  Foucault'schen  Versuch ,  namentlich  über  die  beste  mus- 
lichst elementar -mathematische  Darstellung^  der  Gründe 
desselben,  noch  keineswegs  für  vollkommen  spruchreif,  viel  we- 
niger für  geschlossen  erachten,  und  wenn  wir  auch  zu  glaaben 
Ursach  haben,  dass  in  dieser  Beziehung  die  Ansichten  der -Ma- 
thematiker und  Physiker  noch  vielfach  aus  einander  gehen,  nih 
mentlich  auch  was  die  geeignetste  Darstellung  fär  die  Zwecke  des 
mathematischen  «ind  pnysiKalischen  Unterrichts  betrifft:  so  sind 
wir,  wenn  wir  die  bisherigen  literarischen  Erscheinungen  über 
den  genannten  merkwürdigen  Versuch  betrachten,  doch  der  Mei- 
nung, dass  jetzt  die  Zeit  gekpmmen  ist,  wo  das  Archiv  über  den- 
selben nicht  mehr  schweigen  darf.  Wir  glauben  ajber  am  Meisten 
im  Interesse  unserer  geehrten  Leser  zu  handeln,  und  am  Meisten 
den  Zwecken,  welche  das  Archiv  zu  erreichen  strebt,  zu  dienen, 
wenn  wir  ihnen    namentlich  die  uns  bemerkenswerth  scheinenden 


*)  Herr  C.  Wheatstone  in  einer  in  dem  Philosophical  Mag'!- 
zine,  fonrth  series.  Vol.  1.  p.  572.  befindlichen  Abhandlnng,  die  maa 
anch  inKronigs  Journal  für  Physik  undphysikalischeChemifl 
des  Auslandes.  Band  II.  Heft  3.  S.  3  58.  übersetzt  findet,  sagt 
S.  362.  auch:  ,,Nach  der  zuerst  tou  Frisi  aufgestellten  und  durch 
Kuler  und  Poinsot  vollständiger  entwickelten  Iheoric  der  Drehnng 
kann  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  als  die  Resultante  von 
zwei  Winkelgeschwindigkeiten  betrachtet  werden ,  wo  die  eine  Dreh- 
ung um  die  Vertikale  des  Punktes  erfolgt,  an  welchem  sich  der  Beob- 
achter befindet,  und  die  andere  um  den  Meridian  oder  die  nach  Norden 
und  Süden  f^erichtete  Horizontallinie  —  ».(welches  Letztere  freilich 
etwas  undeutlich  nnd  auch  nicht  ganz  richtig  ist).^'  —  Die  erstere  Com- 
ponente  ist  gleich  nainj/  —  ,.(s*  unten  H.  12)  und  12*))'*  — -  nnd  da  die 
Schwingungsebene  an  dieser  Bewegung  nicht  Theil  nimmt,  so  bleibt  sie 
in  Bezug  auf  dieselbe  in  Huhe,  und  einen  mit  jenem  Punkte  sich  be- 
wegenden Beobachter  scheint  sie  deshalb  mit  derselben  Geschwindig- 
keit in  der  entgegengesetzten  Richtung  sich  zu  drehen.*' 
» 

•«)    Von  elementar-mathematischen   Darstellungen   redeich 
ia  diesem  Aufsätze  vorzugsweise  imiiier. 
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elementar -mathematischen  Behandlungen  dieses  Versuchs, 
insbesondere  wenn  sie  von  anerkannten  Mathematikern  und 
Physikern  herrühren ,  in  mtiglichst  unveränderter  uud  unverkürz- 
ter Gestalt  nach  und  nach  mittheilen,  was  von-  nun  an  ge- 
sebehen  soll.  Dabei  bevorworten  wir  aber  ausdrücklich,  dass 
wir  uns  bei  diesen  Mittheilungen  jeder  Kritik  enthalten  werden, 
was  wir  bei  diesem  Gegenstande,  d.  h.  natürlich  hauntsächlich 
nur  in  Bezug  auf  seine  möglichst  elementare  l>arstel« 
tanff,  wo  „adhuc  sub  judice  lis  est"  für  das  die  Sache 
an  Meisten  turdernde  Verfahren  halten,  indem  wir  auch,  hier 
den  „Iudex''  abzugeben,  für  jetzt  wenigstens  uns  noch  nicht 
herbeilassen  wollen  und  dürfen.  Aus  diesem  Gesichtspunkte  bit- 
ten wir  ^ie  Leser  die  übei  den  Foucault*schen  Versuch  im  Ar- 
chive von  jetzt  an  erscheinenden,  von  uns  mitgetheilten.  Auf* 
sItBe  aufzufassen,  und  ihr  Urtheil  über  dieselben  sich  selbst 
lu  bilden.  —    Prüfet  Alles  und  das  Beste  behniteti 

Indem  ich  nun  nach  dieser  vorläuligen  etwas  weitläufigen,  in 

diesem   Falle  aber  von  mir  für  nothig  gehaltenen  Kxpcctoration, 

Hiich    insbesondere   zu  dem   vorliegenden  Aufsatze  wende,  mit 

welchem  ich  die  Keihe  der  Aufsatze  über  den  Foucault*schen  Ver- 

oA   eröffne,  so   bemerke    ich,  dass  derselbe  im  Folgenden  eine 

TOB  mir  selbst  herrührende  möglichst  elementar  gehaUene  analy- 

tiich -geometrische  Darstellung  des   in  dem  oben  erwähnten  «Auf- 

taUe   von   Herrn   Pagani  in  Erinnerung   gebrachten  Euler'schen 

TWirems  enthalten,  und  daran  einige  ßenjerkungen  über  die  Art 

imi  Weise  anschliessen   wird,  wie  man  dieses  Theorem  zur  Er- 

Uiriq(    des  Foucault'schen   Versuchs  benutzt  hat.    Ich  gebe  da- 

Aer  jetzt  sogleich  zu  der  Entwickelung  des  Euler'tfchen  Tlieorems 

in  der  erwähnten  Weise  über. 


ir. 


Wir  denken  uns  einen  festen  Körper  und  drei  auf  einander 
•enicrecht  stehende  Axcn  der  x,  y,  2,  die  sich  in  dem  Punkte 
0  schneiden  mögen,  der  also  der  Anfang  der  Coordinaten  ist. 
Diesem  Kurner  werden  gleichzeitig  um  die  drei  Axen  der  o:,  f/,  z 
drei  Winkelge8chwindi<^keiten  ertncilt,  die  wir  respective  durch 
Vi»  v^f  V2  bezeichnen  wollen,  wobei  wir  unter  Winkcls;e8cb\\in- 
digkeit  den  mit  der  Liingeneiiiheit  als  Halbmesser  beschriebenen 
Kieisbogen  verstehen,  welchen  jeder  von  der  betreffenden  Dreh- 
nngsaxe  um  die  Längeneinheit  entfernte  Punkt  des  Körpers  in 
der  Zeiteinheit  beschreibt.  Diese  Winkelgeschwindigkeiten  r|,  r2, 
«^  sollen  aber  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden,  je- 
nachdem  ihnen  resfiective  um  die  Axe  der  ar,  t/,  :  eine  Drehung 
respective  in  der  Hichtung  von  dem*  positiven  t'heile  der  Axe  der 
V  an  durch  den  rechten  Winkel  (v/:)  nindurch  nach  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  2  hin,  in  der  Richtung  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  z  an  durch  den  rechten  Winkel  (zx)  hindurch 
Dach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  hin,  in  der  Richtung 
von  dem   positiven   Theile  der  Axe   der  x  an  durch  den  rechten 
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Winkel  (ay)  hindurch  nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y 
hin  entspricht. 

Fassen  wir  nun  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Punkt  ihi- 
sers  Kurpers  in's  Auge ,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  die  drei 
Axcn  respective  t,  i),  },  sein  mögen.  Die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  der  Axe  der  a:  sei  ri*  Dann  ist  mit  gehuriger  Rück*! 
sieht  auf  das  Vorzeichen  der  als  geradlinig  zu  betrachtende  Weg^ 
welchen  In  der  unendlich  kleinen  Zeit  r  der  Punkt  (jrt^^)  bei  de< 
'Drehung  des  Kurpers  um  die  Axe  der  op  vermuge  der  Winkelee». 
schwinaigkeit  Vi  zurücklegen  wur4e,  oder  die  der  als  Zeitehiheit  b0i 
trachteten  unendlich  kleinen  Zeit  r  entsprechende  Geschwindigkeit 
des  Punktes  (fp}),  offenbar  riVir.  Bezeichnen  wir  den  spTtseo 
Winkel  9  unter  welchem  die  auf  r^  senkrecht  stehende  RicDtnBg 
der  Bewegung  des  Punktes  (rt)^)  gegen  die  Ebene  der  atf  geneigt 
ist 9  durch  ^i ;  so  sind,  wie  mittelst  einer  einfachen  geometrischen 
Betrachtung  aus  Taf.  II.  Fig.  1*.,  welche  eine  Darstellung  aller  mög- 
lichen Fälle  liefert,  auf  der  Stelle  erhellen  wird,  die  Composan* 
ten  von  TiViT  nach  den  Axen  der  y  und  z,  mit  gehöriger  llück 
sieht  auf  ihre  Vorzeichen, 

im  Isten  rechten  Winkel: 

—  r^i?! Tcosöi ,  +  ri  t?i  rsmOi ; 

im  2ten  rechten  Winkel: 

— ri^iTcosöi,  — riVitsio  öi; 

■ 

im  3ten  rechten  Winkel: 
+  ritiTCosöi ,  — rit?! TsinÖi  : 

im  4ten  rechten  Winkel: 
H"  ^1  ^'i  i^cosöi ,  +  i'i  Ci  Tsin  6i . 

Ferner  ist  aber  offenbar 

im  isten  rechten  Winkel: 
V^+  n sinöi ,  ?  =  +  n euü6^i ; 

iiu  2ten  rei'hlen  Winkel: 
1)  =  —  ri  sin^i  ,  }^^-\-ri  cosöj : 

im  3ten  rechtrn  Winkel: 
t)  =  —  r^sinf?! ,  >  =  —  ViVosUi ; 

im  4tcn  rechtiMi  Winkel: 
1;:::=  |- r|sin^/i ,  i=— r,^'osO|. 
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Hält  mao  dies  mit  dem  Obigen  auummmon^BO-ergfeb}  olcb>  d«M 
gans  allgeroeio  die  Composauten  von  rxt^r  nach  den  Aze»  der 
jf  ood  z,  mit  gehöriger  Köcksicht  auf  ihre  Vorzeichen,  reapeolive 

— jDiT  und  +i^»ir 

nnd. 

Stellt^  man  eine  ähnliche  Betrachtung  über  den  Puntct  (tm) 
rSdksichtlich  der  beiden  \xen  der  y  und  %  an,  und  bezeichnet  aie 
Enfiemungen  dea  Punktes  (tt)})  von  diesen  zvrei  A^en  rcMpective 
dareh  r%  und  r^;  so  ist  aus  aem  Vorhergehenden  klar/dass  die 
CjmpiM&Qten  von  r^t^r  nach  den  Axen  der  z  und  w,  mit  gehC« 
i|pr  Rflcbaicht  auf  ihre  Vorzeichen ,  respective 

—  rpjT  und  +?t?aT; 

ie  Composanten  von  r.Vgr  nach  den  Axen  der  a:  und  y,  mit  ge- 
Wger  RQcksicht  auf  ihre  Vorzeichen ,  respective 

—  tfv^T  und  -{-tc^r 

Ml    Also  sind  offenbar  die  Geschwindigkeiten  des  Punktes  (ft^|) 
«dl  den  drei  Axen  der  Xy  y y  %  respective: 

+  ^ty  —  tjv^r 

5 =  ?»a— «^^8» 

—  =rö3  —  j?'i , 

Mittelst  dieser  Formeln  lassen  sich  nun  die  folgenden  Fragen 
leicht  beantivorten. 

Zunächst  Ic'isst  sich  fragen,  ob  bei  der  Bewegung  unseres 
Korpers  gewisse  Punkte  desselben  in  Ruhe  bleiben.  Soll  aber 
der  Punkt  (ft)>)  in  Ruhe  bleiben,  so  mus£|,  wie  auf  der  Stelle  er- 
hellety  zugleich 

Jü2  — ^1^3  =  0,  tt?s— ?t?i  =0,  i^r^  — rr2=0; 
also 

Vi   ""ra  "~«?3 
oder 

sein;  und  man  sieht  also,  dass  überhaupt  alle  die  Punkte  unsere 
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Körpers  in  Rahe  bleiben ,  welche  in  der  durch  den  gemeinediaft* 
licheo  Dnrchschnittapmdct  O  der  drm  Axen  gehenden,  durch  die 
Gleichungen 

'  t?!      r^     «j 

charakterisirten  geraden  Linie  liegen,  so  dass  folglich  die  Bewe- 
gung unsers  Körpers  gerade  so  vor  sich  geht,  aiis  wenn  er  sidb, 
um  die  durch  diese  Gleichungen  cbarakterisirte  gerade  Linie  Wfe 

um  eine  feste  Axe  drehte.  ) 

.1 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  ifreldie' 
der  eine  der  beiden  Thelle  dieser  durch  die  Gleichungen  1)  chai>' 
rakterisirten  Axe,  in  welche  dieselbe  durch  den  Punkt  O  getbdUtt 
wird,  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  x,^,  2  einschliees^ 
respective  durch   a,  ^,  y\  so  sind  nach  den  Lehren  der  analyft-   ' 
sehen  Geometrie  die  Gleichungen  der  in  Rede  stehenden  Axe: 

f 

'  costt     cos^     cosy' 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  derselben  Axe  ent«. 
sprechenden  Gleichungen  1),  indem  man  diese  beiden  Systeme 
von  Gleichungen  auf  me  Formen 


und 


^       Vi      '  Vi 


cosß  cosy 

f/= — '  X.  z= — ^x 
^      cos«  cos« 


bringt;  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichungen: 

«.  cosff Ca      cosy v^ 

'  cos«      t?!*    cosa      Vi* 

Nimmt  man  nun  zu  diesen  beiden  Gleichungen  noch  die  bekannte 
Gleichung: 

4)  costt^  +  cos/3*  +  cosy* = 1 , 

so  erhält  man,  mittelst  eines  hinreichend  bekannten  Verfahrens, 
sogleich  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  in  den 
folgenden  Formeln  auf  einander : 
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'=»«>'=*  Vr.'A^  +  f.«' 

Bezeichnen  wir  die  wirkliche  Winkelgeschwindigkeit  nnäera 
K3q>er8  in  Bezug  auf  seine  durch  die  Gleichungen  I)  charakte- 
lialrte  Drehnngsaxe  durch  v,  die  Entfernung  des  beliebigen  Punk- 
tm  ittfjf)  des  Körpers  von  dieser  Drehungsaze  durch  r.  und  die 
180^  nicht  fibersteigendea  Winkel,  welche  die  Richtung  der  Be* 
wflgang  des  Punktes  (tt)})  mit  den  positiven  Theilen  äer  Azen 
inXffffZ  emschliesst»  respective  durch  ^,  if;,  %;  so  ist,  wenn 
%  wieder  eine  unendlich  kleine  Zeit  bezeichnet,  nach  dem  Obigen 
•faobar: 

rvT  •  cos9>  =:  (?  »a — t^üj)  r  9 

irr  •  co^Hf  =  (n>j — jt?i)T, 

rot .  cos% = (y^Vi  —  tc^x ;  ' 


rocos^=|r2  —  i^Ob  , 

6)  \  rrcosi^=rr8  —  Jt?i , 

rrcosx = v^Vi  —  tv^ . 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  mit  Backsicht  auf  die  Glei- 
dnmg 

cosg)*  +  cosif;*  +  cosx*=:  I , 
auf  der  Stelle : 

Weil  aber  r  das  von  dem  Punkte  (ri)j)  auf  die  durch  die  Glei* 
changen  1)  charakterisirte  Drehungsaze  des  Körpers  gefällte  Per- 
pendikel ist,  so  ist  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie: 

also  ist  nach  7): 
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Ferner  ist  nach  6): 

C089>= f   -a         '9 


10)        l  cost  =--^^=^-^'''  -  ^"^ 

V  <?Pa  -  «>Ps)*+ (<*8  — IpO'+CVPi  -  W»)» 

■ 

In  den  vorhergebenden  Formen  ist  das  Theorem  von  Euler 
enthalten^  welches  man  io  möglichster  Kürze  auf  folgeDde  Art' 
aussprechen  kann : 


Lehrsatz.  " 

■    ■■ 

Wenn  einem  Körper  umdreiineinem  gemeinschaft- 
lichen Punkte  O  sich  rechtwinkig  durchschneidende 
Axen  gleichzeitig  drei  Winkelgeschwindigkeiten  v^,  t%, 
Vs    ertheilt  werden,    so    dreht    sich    derselbe  mit  der 

Winkelgeschwindigkeit  v^^V^Vi^-^-v^^  +  v^^  um  eine  durch 
den  Punkt  O  gehende  mittlere  Axe,  derenLage  gegen 
die  drei  ersten  Axen  durch  die  der  Proportion 

cosa:  cos/3 :  cosy = Vi :  ^ :  üb 

genügenden  Winkel  a,  ß,  y  bestimmt  wird*). 

Warum  Herr  Pagani  dieses  Theorem  „le  corrälatif  de 
celui,  qui  porte  \enom  de  parallSlogramme  des  fov' 
ces"**)  nennen  konnte,  erhellet  jedem  Kundigen  nun  gewiss« 
auf  der  Stelle,  und  bedarf  einer  weiteren  Erläuterung  hier  ni^t* 
Man  ks^nn  mittelst  dieses  Theorems  allerdings  drei  drehende  Be- 
wegungen eines  Korpers  um  drei  senkrecht  auf  einander  stehende 
Axen  in  eine  drehende  Bewegung  um  eine  mittlere  Axe  zusam- 
mensetzen, und  auch  sowohl  die  Lage  dieser  mittleren  Axe  ge« 
gen  die  drei  ersten  Axen,  als  auch  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  mittleren  Bewegung  aus  den  gegebenen  Winkelgeschwindig- 
keiten der  Bewegungen  ufn  die  drei  sich  rechtwinklig  durchschnei- 


*)  So  findet  sirh  der  Satz  z.  B.  ausgedrückt  in  dem  zwar  älteren, 
aber  imnier  noch  sehr  empfehlenswerthen  System  der  reinen  and 
angewandten  Mechanik  fester  Korper.  Von  J.  J.  A.  Ide: 
Zweiter  Theil.  Berlin.  1802.  S.  324.  §.  290.  Auf  neuere  Lehr- 
bücher der  Mechanik  will  ich  absichtlich  nicht  weiter  verweisen. 

**)  Oder  vielmehr  noch  allgemeiner  lo  correlatif  de  ccini, 
qui  porte  lenom  de^paralielepipede  des  forces. 
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deiiden  Axen  leicht  bestimmen.  Eben  so  kann  man  aber  nun  na- 
tiiriiuh  auch  umgeicehrt  eine  drehende  Bewegung  um  eine  Axe  in 
drei  drehende  Bewegungen  um  drei  sich  in  einem  Punkte  dieser 
Axe  rechtwinklig  durchschneidende  Axen  zerlegen,  was  einer  wei- 
teren Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird. 

Wir  wollen,  unserm  eigentlichen  Zwecke  jetzt  näher  tretend, 
hier  nur  noch   den  folgenden  besonderen  Fall  etwas  genauer  be- 
trachten.    In  Taf.  II.  Fig.  U*.  sei  der  um  O  als  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  des  Papiers  beschriebene   Kreis  ein  Meridian  der  als  eine 
KugeL  betrachteten  Erde,  deren  Halbmesser  wir  durch  r  bezeich- 
nen  tvolien.     Der  Durchschnitt  der  Ebene    des  Erdäquators  mit 
der  Ebene  dieses  Meridians  sei  Aß,  die  Erdaxe,  um  welche  die 
Erde  sich  dreht,  sei  PQ,  und  P  sei  der  Nordpol,   Q  dagegen  sei 
der  Südpol   der  Erde.     Ein  unter    dem  in  Rede  stehenden  Meri- 
diane in    der  nördlichen  Hälfte   der  Erdoberflnche  liegender  Ort» 
dsBsen  geographische  Breite  wir  durch  L  bezeichnen   wollen,  sei 
Jf,  so  aass  also   Ox   die  Vertiknie  dieses  Orts  ist;  die  Mittags- 
liiie  desselben  sei  NS,  und  Oy  sei  durch  den  Mittelpunkt  O  der 
Erde   mit  NS  parallel  gezogen.     Die  Linien    Ox  und  Oy  wollen 
wir  als   die  positiven  Tlieilc  der  Axen  der  x  und  y  eines  durch 
den  Mittelpunkt  O  der   Erde  als   Anfang  gelegten  rechtwinkligen 
Goordinatensystems  der  arvz  annehmen,   dessen  dritte  Axe  der  2 
in  dem   Mittelpunkte   O  aer  Erde  auf  der  Ebene  des  Meridians 
Ah  Orts  J/ senkrecht  steht,  und  wollen  nun  nach  dem  Euler'schen 
IVcorem  die  Rotationsbewegung  der  Erde  um  die  Erdaxe  PQ  in 
draBewegungen  um  die  Axen  der  x^  y,  z  zu  zerlegen,  oder  jene 
eise  Bewegung  durch   diese  drei  Bewegungen  zu   ersetzen  su- 
eko,  wobei  wir  uns  der   im   Vorhergehenden  entwickelten  For- 
meln bedienen,  und  allen  dort  gebrauchten  Symbolen  ihre  frühere 
Üedeutung  lassen,  indem  die  Coordinaten   t,   t),  f  sich  jetzt  auf 
den  Punkt  M,  dessen  geographische  breite  L  ist,' beziehen. 

Wenn  wir,  was  nach  dem  Obigen  offenbar  verstattet  ist,  die 
Winkel  a»  ß,  v  j^-'tzt  dem  nach  dem  Nordpolc  P  der  Erde  ge- 
richteten Theile  OP  der  Erdaxe  entsprechen  lassen,  sa  ist 
offenbar : 


a=:yü'>— 7.,  ß=^L,  y=:90*»; 


also: 


coscc=:sinL,  coBß^zcosL,  cosy=:0; 
folglich  nach  5): 

sin/v=:  I 


»^1 


oos/^  — -1^ 


^1 


U=l   -^^.-[U.-^.. 


VtJiM-t'/rra^ 
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Weil  sinL  und  cosli  beide  positiv  sind,  und  in  diesen  Fonneln 
sich  bekanntlich  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander  be* 
ziehen,  so  haben  Vi  und  02  offenbar  deiche  Vorzeichen,  und  man 
jnuBS  in  diesen  Formeln  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen» 
jenachdem  Vi  und  v^  beide  positiv  oder  beide  oesativ  sind.  Aus 
der  dritten  der  drei  vorhergenenden  Gleichungen  folgt  V3=0»  eine 
Bewegung  um  die  Axe  der  z  findet  also  nicht  Statt,  und  mit  der- 
selben Bedingung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher  ist: 

i 

sini  =  + -77=—==  ,   cosi=±T7=^=i> 

r 

also^  weil  nach  9) 

ist: 

11)  ri==J:t>sinli,  r2  =  ±»eosIi; 

immer  mit  derselben  Bedingung  wegen  der  Vorzeichen  wie  vorher. 
Offenbar  ist  im  vorliegenden  Falle 

f=r,  t;=0,  j=0. 
Also  ist  nach  10),  wenn  man  beachtet,  dass  auch  v^=0  ist: 

cos9>=0,  cosi/;=0,  cos%=—        * 


oder 

cosa)=0,  cosif;=0,  cos%=:— -7.==. 

V  r^* 

Ist  nun  in  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde  um 
ihre  Axe  ;(=0  zu  setzen,  so  ist,  wie  uns  die  dritte  der  drei  vor- 
stehenden Gleichungen  zeigt,  v^  negativ,  da  cos^  positiv  ist.  Also 
muss  man  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle  in  den  Formeln  II) 
die  unteren  Zeichen  nehmen,  folglich 

12)  ri  =  — Dsini,  t?2=  —  i?cosi 

setzen. 

Ist  dagegen  in  Folge  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde 
um  ihre  A^e  7:=  180^  zu  setzen,  so  ist,  wie  uns  die  dritte  der 
drei  in  Rede  stehenden  obigen  Gleichungen  zeigt,  r2  positiv,  da 
cosy  negativ  ist.  Also  muss  man  nach  dem  Obigen  in  diesem 
Falle  in  den  Formeln  11)  die  oberen  Zeichen  nehmen,  und  daher 
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12*)  vi^vslnL,  v%=:vcobL 

setzen. 

Ob  mao  in  Folge  der  Uichtung  der  Bewegung  der  Erde  um 
ihre  Aze  x=0  oder  ^=180^  zu  setzen  hat,  hängt  natürlich  von 
der  Annahme  des  positiven  Theils  der  Axe  der  z  ab«  woriiber 
im  Vorhergehenden  nichts  festgesetzt  worden  ist ,  und  nichts  fest- 
gesetzt zu  werden  brauchte.  Bei  der  Anwendung  der  obigen  He- 
gehl  muss  man  sich  aber  den  positiven  Theil  der  Aze  der  z  immer 
m  einer  bestimmten  Weise  angenommen  denken  ^  worüber  ein 
Jeder  die  ihm  selbst  am  Meisten  zusagende  Bestimmung  fest- 
setien  mag. 

Im  Allgemeinen  sieht  man  aus  dem  Vorhergehenden,  dass 
man  sich  die  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  immer  durch  zwei 
Bewegungen,  die  eine  um  die  Vertikale  Ox  des  beliebigen  Orts 
Jf,  die  andere  um  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  mit  seiner 
Hittagslinie  gezogene  Parallele  Ou,  ersetzt  denken  kann.  Die 
nkheren  Umstände  dieser  beiden  Bewegungen  werden  durch  die 
ol^en  I\'ormebi  bestimmt 


III. 

Zar  Erklärung  des  Foucault'schen  Versuchs  hat  man  nun  das 
fflfcr'sche  Theorem  auf  folgende  Art  benutzt,  w^öbei  ich  im  Allge- 
mefiien  der  von  Herrn   Director  v.    Littrow  a.  a   O.  gegebenen 
Üvstelluiig  folge,   natürlich   mit  Weglassung  alles  Dessen,  was 
Herr  v.    Littrow   dort  in   sinnreicher  Weise  zur  möglichst  popu« 
lireOp    aber   doch    wissenschaftlich    gehaltenen,    Erläuterung  des 
Ealers^chen  Theorems  i^elbst  beigebracht  hat ,  da  es  mir  ja  jetzt 
nur  noch  auf  dessen  Anwendung  zur   ErlNuterung  des  merkwürdi- 
gen Foucault'schen    Versuchs   ankommen  kann,  nachdem  ich  vor- 
her einen  möglichst  elementaren  analytischen  Beweis  des  genann- 
ten Theorems  zu  geben  versucht  habe. 

Wir  denken  uns  zuerst  einen  Beabachter  in  einem  der  bei- 
den Erdpole,  grosserer  Bestimmtheit  wegen  etwa  in  dem  Nord- 
Sole,  und  das  Pendel  so  aufgehängt,  dass  sein  Aufhängepunkt  in 
er  Verlängerung  der  Erdaxe  über  den  Nordpol  hinaus  liegt,  aber 
an  der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  nicht  Theil  nehmen 
kann.  Unter  diesen  V^oraussetzungen  wird  nun  natürlich,  auch 
wenn  sich  die  Erde  um  ihre  Axe  dreht,  die  Schwingungsebene 
des  Pendels  eine  unveränderliche  Lage  im  Kaume  behalten;  dem 
Beobachter  aber  auf  der  um  ihre  Axe  sich  drehenden  Erde,  der 
von  der  Bewegung  der  Erde  nichts  fühlt  und  dieselbe  als  ruhend 
voraussetzt,  muss  die  Schwingungsebene  des  Pendels  sich  noth- 
wendig  um  seine  eigne  Vertikale  mit  derselben  Winkelgeschwin- 
digkeit wie  die  Erde  um  ihre  Axe,  nach  einer  der  liichtung  der 
Bewegung  der  letzteren  entgegengesetzten  Richtung  hin ,  zu  dre- 
hen scheinen.  So  stellt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
das  Phänomen  unter  einem  der  beiden  Erdpole   in  der  allerein- 
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fachsten  Weise  sich  dar.  Nehmen  wir  nun  aber  für  Irgend  einen 
anderen  Punkt  auf  der  Erdoberfläche,  grösserer  Bestimmtheit  wegen 
in  der  nördlichen  Hälfte  der  Erde,  dessen  geographische  Breite 
Zj  isty  das  Euler'sche  Theorem  zu  Hülfe,  so  ist  klar,  dass  die 
Sache  im  Allgemeinen  und  im  Wesentlichi^n  für  jeden  Punkt  auf 
der  Erdoberfläche  ganz  dieseFbe  ist  und  bleibt  wie  für  die  beide^t 
Erdpole.  Nur  ist  die  scheinbare  Winkelgeschwindigkeit  der 
Schwinguugsebene  des  Pendels  jetzt  nicht  mehr  wie  vorher  dä( 
ganzen  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  bei  ihrdr  Axendrehunt 
gleich,  sondern,  wenn  jene  durch  V] ,  letztere  durch  v  bezeichon 
wird,  so  ist  nach  dem  Euler'schen  Theorem  der  absolute  Werlli 
von  Vi  gleich  vs'inL,  d.  h.  man  muss  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Axendrehung  der  Erde  mit  dem  8inu9  der  geoeraphiächeo 
Breite  des  Beobachtungsorts  multipliciren ,  uro  den  absoluten  Werth 
von  Vi  zu  finden.  Was  die  Richtung  der  scheinbaren  Bewegung 
der  Schwingungsebene  betrifft,  so  lässt  sich  dieselbe  nach  den  oben 
von  mir  gegebenen  Kegeln  auf  die  einfachste  und  sicherste  Weise 
bestimmen.  Ist  nämlich  in  Folge  der  Bewegung  der  Erde  oin 
ihre  Axe  x=^0  zu  setzen,  so  ist  Vi  negativ;  ist  dagegen  in  Folse 
der  Bewegung  der  Erde  um  ihre  Axe  %z=zlS09  zu  setzen,  so  laf 
Vi  positiv.  Für  den  Mathematiker  bedarf  die  Anwendung  dieser 
ganz  bestimmten  Regeln  keiner  weiteren  Erläuterung,  und  ein 
Jeder  wird,  wenn  er  die  Anwendung  dieser  Regeln  nur  einmal 
versucht,  sogleich  übersehen,  dass  auch  in  Beziehung  auf  die 
Richtung  der  scheinbaren  Bewegung  der  Schwingungsebene  des 
Pendels  Alles  auf  jedem  Punkte  der  Erdoberfläche  im  Allgemei- 
nen und  Wesentlichen  ganz  eben  so  vor  sich  geht  wie  wir  oben 
unter  den  Polen  gesehen  haben. 

Alles  Obige  beruhte  nun  aber  lediglich  auf  der  Annahme,  dass 
das  Pendel  so  aufgehängt  sei,  dass  sein  Aufhängepunkt  ander 
Bewegung  der  Erde  selbst  gar  nicht  Theil  nehme ,  eine  Forde- 
rung, die  natürlich  in  der  Wirklichkeit  niemals  erfüllt  werden 
kann.  Nun  haben  aber  von  Foucault  wirklich  angestellte  Ver^ 
suche  gezeigt,  was  wir  nicht  für  dus  geringste  Verdienst  dersel- 
ben von  ihrer  praktischen  Seite  halten,  dass,  wenn  nur  der  Pen- 
delfaden rund  und  homogen  ist,  man  ihn  beliebig  rasch  um  sich 
selbst  drehen  lassen  kann,  ohne  dadurch  einen  wesentlichen  Ein- 
fluss  auf  4*16  Lage  der  Schwingungsebene  auszuüben ,  so  dass  das 
Experiment  an  jedem  beliebigen  Beobachtungsorte  gelingen  muss. 
Ueuer  das  bei  den  V^ersuchen  anzuwendende  praktische  Verfah- 
ren erlaube  ich  mir  im  Interesse  der  Leser  des  Archivs  im  Fol- ' 
genden  Herrn  v.  Littrow  sprechen  zu  lassen. 

„Foucault  hat  in  dem  höchsten  Punkte  eines  Gewölbes  ein 
starkes  Metallstück  angebracht,  welches  als  Aufhängepunkt  für 
den  Pendelfaden  dienen  sollte.  Dieser  geht  durch  eine  kleine 
Platte  von  gehärtetem  Stahl,  deren  freie  Oberfläche  genau  hori- 
zontal ist.     Der  Pendelfaden  selbst  ist  von  Eisendraht,  sein  Durch- 

messer  im  Mittel  j^  Millimeter  und.  seine  Länge  2  Meter.    Am 

unteren  Ende  trägt  er  eine  polirte  Messingkugel  von  5  Kilogram- 
men Gewicht,  nach  unten  mit  einer  Spitze  versehen,  die  gewis- 
sermassen  die  Verlängerung  des  Pendelfadenüt l^l.  < '*  ■  * 
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Will  man  an  das  Ex]>erimont  gehen,  so  wird  man  zuerst  die 
etrrai^e  Toraion  des  Fadens ,  so  wie  die  drehenden  Oscillutionen 
der   Kugel  wegzuhringen  suchen.     Um  dann  das  Pendel^  aus  der 
GleicIieewichtAilago   herauszuhringen,    umfasMt  man  die  Ku<;el  mit 
einer  oehlinge    aus    Bindfaden,    dessen    anderes   Ende  an  einem 
Punkte   der  Mauer  in  einer  geringen  Hoho  liher  dem  boden  be- 
Jbatigt  ist.     Giebt  man    dem  Faden  die  gehörige  Länge,  so  wird 
man  die  Amplitude  der  iSohwingungen  des  Pendels  nach  Btdieben 
abändern   können.     Bei   Foucauirs  Eyperimente  umfassten  die 
tiebfringungen  In  der  Kegel  Anfangs  einen  Bogen  von  16  bis  20 
Graden.     Hat  man  also  mit  Hfilfe  des  Fadens  und  der  Schlinge 
iu  Pendel   aus  der   vertikalen  Lage  entfernt,  und  ist  die  Kugel 
nr  Rübe  gekommen,  so  brennt  mnn  den  Faden  ab,  wodurch  die 
ScMinge  cur  Erde  fällt,  und  das  Pendel  sich  In  Bewegung  setzt. 
Nach  einer  halben   Stunde  ist  der  Betrag  der  Drehung  in  unsern 
Breiten  CK:hon  5^. 31V,  so  dass  diese  deutlich  in  die  Augen  fallt. 
Dm  sich  zu  flberzeugcn,  ob  diese  Drehung  wirklich  mit  Continui- 
ttt  ▼or  sieb   geht,  wie  es  sein  soll,  kann  man  sich  eines  vertika- 
km  Stiftes  bedienen,  den  man  so  aufstellt,  dass  die  nach  abwärts 
gttfichtete  Spitze  an  der  Kugel  des  Pendels  bei  der  grössten  Aus- 
Wdehung  desselben   von  der  Gleichgewichtslage  jenen  Stift  fast 
boübrt.     In  weniger  als  einer  Minute  findet  das  genaue  Zusam« 
MntreflTen   beider  Spitzen   nicht  mehr   Statt;    die  Spitze  an  der 
Vendelku^l  weicht  auf  der  dem    Beobachter  zugekehrten  Seite 
fcr  Schwingung  immer   mehr  gegen   die  Linke  oes  Beobachters 
ab,  was   darauf  hindeutet,  dass  die  Drehung    der  Schwingungs- 
ebcM  im  Sinne  von  Süd  gegen  Wcstu.  s.  w.  erfolgt,  wie  es  auch 
M»  soll.     Die  mittlere  Grösse  jener  Drehuns:,  mit  Rücksicht  auf 
(freZeit,  zeigt  übereinstinnnond  mit  der  Theorie,  dass  die  Schwiii- 
jnmgsebene  unter  der  gcoju;raphischen  Breite  von  Paris  in  24  Stun- 
den einen  Winkel  von  ^271^^  zunicklegt*).     Foucault  hat  später 
das  Experiment  im  Saale  des  Pariser  Observatoriums  mit  einem 


«)     Für  Pari«  ist 

Z  =  48".50M3" 
ilto 

logsinZ  — 0.8:67024—1 . 

Xan    kann    man   fnr   die  Axrndrcliiin^  der  Krde,  wenn  mun    24  Stunden 
aU  Zeiteinheit  annimmt,  r=:)(>0<^,  aUu 

lojirr  =  2,5563025 

■etsen.     Daher   ist    für  Paris    der   Logarithmus  des    absoluten    WerthM 

TOD   Fl 

=      0.8767024—1 

+  2,5563025 
=      2,43;^)Ö4Ü 

velchea  den  abiiolaten  Wcrth  von  Ti  =271*^,02  giebt. 
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Pendel  von  11  Nieter  LSnge«  aosgeftihrt ,  wo  sich  schon  nach  : 
Schwingungen  .  eine  Ablenkung  ,  der  Schwingungsebene  erkei 
Hess.*' 

Herr  v.  Littrow  bemerkt  noch,   dass  man  schon  im  J. 
1661  in   Florenz  bei  Gelegenheit  von  Pendelversuchen  die 
besprochene   Ablenkung   der    Schwingunesebene  beobachtet 
ohne  jedoch  eine  Erklärung  davon  zu  geben. 

Was  etwa  noch  weiter  über  das  bei  den  -Versuphen  zu  b 
achtende  praktische  Verfahren  zu  bemerken  sein  möchte  ^  wei 
die  Leser  in  den  späteren  im  Archive  mitzutheilenden  Aufsä 
finden.  In  den  Münchener  Gelehrten  Anzeigen.  1{ 
Nr.  30.  31.  finden  sich  verschiedene  hierher  gehörende  i 
beachtenswerthe  Bemerkungen ,  insbesondere  auch  von  Herrn  i 
servator  Lamont,  der  sich  mit  diesem  Versuch  mehrfach  p 
tisch  beschäftigt  hat. 

Schliesslich  bemerke  ich,  dass  der  Foucault'sche  Verc 
natörlich  auch  ein  ganz  neues  Mittel  zur   Bestimmung  der  { 

graphischen  Breite  an  die  Hand  giebt,  und,  so  viel  ich  ge 
ftbe,  beschäftigt  man  sich  auch  schon  mit  der  Construction  i 
dienender  Apparate.  Aber  auch  diese  Anwendung  wird  eiiie 
in  das  kleinste  Detail  gehende  Entwickelung  der  Theorie  des 
nannten  schönen  Versuchs  voraussetzen,  wenn  sie  wirklich  fru 
bar  werden  soll. 


Unter  dem  Aequator  lässt  sich  der  Versuch  gar  nicht  mehr  anstel 
da  dort  ^1  =  0  ist.  'Ueberhaupt  wird  derselbe  desto  unsicherer,  d 
weniffer  anschaulich,  jemehr  man  sich  dem  Aequator  nähert.  Je  ni 
am  Pol,  desto  besser. 


VI. 

Apparat  zu  Indnctlonsversachen  mit 
der  IVebenbatterie. 

Herrn   Dircctor  Knochenhaacr 


-Die  neuen  Versuche  fiber  die  Inductioiiserscheiiiungen  an  de« 
Neben Itatteri e ,  die  icb  iiu  vergangenen  Sommer  angestellt  habe 
M  demnächst  publiciren  »ertle,  Imben  mich  die  Bedingungen 
tflnnen  gelehrt,  unter  welchen  diese  Inditctionen  am  stärksten 
WvoTtreten  und  mit  der  Entrernung  der  Inductordräbte  am  iang- 
ninsten  abnehmen.  Diese  Beitingune;en  sind:  lan^e.  (tut  leitende 
Inductordräbte,  kurzer  Schliessungsdraht  der  Hanptbatterie ,  fla- 
■ihen  von  f^ehr  starkem  Glase,  sorgläUige  Verbindung  der  Drähte 
■it  den  Belegungen  der  Flsischen.  Für  diejenigen  demnach,  die 
_j  Erscheinungen  nur  auf  eine  bequeme  Weise  sehen ,  aber 
Wine  strengen  Messongen  anstellen  tvollen,  erlaube  ich  mir  den 
hlgenden  jkpjiarut  zu  beschreiben,  der  ihren  Wiinschen  entspre- 
eben  wird.  —  Zum  Ausspannen  der  Inductordräbte  verivende  man 
airei  bülzerne,  xcrlegbnre  Rahmen,  wie  einen  Taf.  II.  Fig.  I. 
darstellt;  die  Settenwangen  AC  und  ßD  seien  10'  hoch,  aus 
4  Znll  breiten,  %  Zoll  starken  tuiinenen  Brettchen  bestehend, 
»fcen  welche  nach  aussen  drei  l^a  Zoll  breite,  %  Zoll  olarke 
Latten  in  gleichen  Abständen  von  einander  mit  den  hohen  Kan- 
ten geleimt  und  mit  Stiflen  befestigt  sind;  die  8'  langen  Quer- 
•täbe  J^M  und  OL,  von  denen  der  unterste  2'  i'iber  C  und  D 
Eteht,  bilden  2  Zoll  breite,  %  Zoll  starke  Latten,  gegen  deren 
Hilte  man  andere  ]■/,  Zoll  breite  wie  vorher  befestigt.  Die  bei- 
den Querstäbe    enden   mit  2  Zoll    im  Quadrat  starken  Klotzen  E, 

Theil  \\.  1 


I 


Wf'i  G;  H,  die  in  Höh  ach  rauben  flhergehen;  man  legt  denl 
I  (Stnl»  in  einen  kurzen  Schtitc  «wischen  den  beiden  vordem  ^ 
I  leisten  auF  den  Waiieen  AC  und  BD,  den  untern  durch  (. 
I  ISn^ern  Schlitz  zwischen  denselben  Querleisten,  und  zieht? 
I  Scfiraubmutter  u  an.  In  den  Klötzen  E,  P,  G,  H  stecken  sttj 
lirtna  um  1  Zoll  nach  rorn   hervorragende  Glaeptlucke, 

■  Reichen  etwas  kürzere  in  den  2'  von  einander  abstehem 
[pütiEen  J  und  K.     Die  zwei  letzten  haben  vorn   eine  Messingj 
|^n<:  A  (l'ar.  II.  Fi^.  2.),     gegen    welche  die  mit  Plättchen   > 

{enden  Drähte  C  und  D  sich  mittelst  der  üriickschraube  B<  \ 
lenimen  lassen;    die  andi^rn  4  Glaspllücke  sind  vom  mit  elol. 
V'^lirnissten  FsHen  miiwickett.     Die  30'  latJ^en  Inductordrähle  \ 
iMna   ^,  Linien   starkem,    ausgeglühtem  Kupferdraht  werden  ralf  " 
rUiTen  Enden  bei  J  und  K  festgeklemmt,  über  die  Glasptlücke  ge- 
llet und  darauf  durch  Herabdriifjk^  von   G'//  massig  stark  ange- 

■  4sannt.  —  Flaschen  wird  man  A  gebrauchen;  man  lasse  sie  xn 
l4%  bis  lYa  Quadr.-Fuss  Süsserer  Belebung  aus  sehr  dickem,  etwa 
iÄU.iilien..trtHken».t!Ja*ie  wit  senkreclitpi  W^irden, .?-ie  JSCW 
tn'ai'.  II.  Fig.  3.)  anlertigen,  .und  einen,,  kurzen  IM  es  sinkst  an  auf 
I  dem  Boden  eina^>9eilen  mit  der  Ballung  durch  Ankitten  und 
I  jCeberkleben  sicher  metallisch  verbinden;  die  Druckschraube  F 
lidient  dann  zur  Befestigung  des  Schliessungsdrahts  FCH.  Mit 
,    ebier  Flasche  der  IMebeiibatlerie  verbindet  man  den  Fuukcnmesser 

N3I\  in  ihm  laufen  zivei  lUessinestäbe  iV/*  und  MQR  auf  4  Zoll 
Distanz  neben  einander  und  werden  durch  die  in  Hülsen  lest  ein* 
gekittete  Glass^ule  JK  getrennt:  etwa  4  Zoll  über  JK  trfi^t  der 
eine  Stab  die  Ku^el  N ,  der  andere  an  einer  Schraube  L  die  En- 
gel M,  beide  mindestens  von  %  Zoll  Durchmesser.  Die  Schraab- 
inutter  zu  L  ist  durchschnitten,  um  sie  mit  der  Schruulie  O  fest 
anztiziehit.  Der  innere  Messingstah  drückt  mit  der  Flutte  /^eegen 
die  innere  Belegung,  durch  den  äussern  geht  die  Schraube  Q, 
welche  die  an  i'min  Draht  gelüthete  Platte  W  an  die  äussere 
Belegung  andrückt.  Um  den  Stand  dieses  Fiinkenmessers  sädieC 
rer  -/.n  machen ,  greift  das  obere  Ende  des  Stabes  LQ  in  die  HüIm' 
hei  ft  ein.  Wenn  sieb  zwei  Flaschen  in  der  Nebenbalterie  befind 
den,  so  wird  die  zweite  mit  einem  ähnlichen  Apparat  armirt,  deitf 
nur  die  Kugeln  M IS  und  der  Fortsatz  Qu  fehlen;  man  verbindet 
sie  durch  Urähte,  die  zu  den  Klemmschrauben  J  und  K  fähren, 
natürlich  so,  dass  die  beiden  innern  und  ebenso  die  beiden  ans- 
«ern  Stäbe  mit  einander  zusammenkommen.  Die  Nebenbattetie 
Stellt  am  besten  isolirt  anf  einer  Glaslal'cl  F,  an  die  unten  4 
Standslä.<er  {T,  V ....)  gekittet  sind.  Da  fürs  Maximum  der  In- 
duction  bei  unverändertem  Schliessungsdraht  der  Hauptbatterie 
die  Länge  des  Schliessungsdrabts  der  Nebenhufterie  durch  Pro- 
biren ermillelt  werden  muss  (denn  starke  Flaschen  sind  selten  an 
Kraft  einander  gleich),  so  ist  es  bequem  zwei  an  Glassüulen  b«i- 
fesligte  Klemmen  //  und  Ä  anzubringen,  die  erste  verbundian  mit 
dem  Draht  zur  Innern  Belegnofi  HOF,  der  bei  zwei  zur  Neben- 
fafltterie  combinlrten  Flaschen  sich  bei  G  spaltet,  die  andere  ver- 
bunden mit  der  Hülse  R  und  einem  längern  iVIetallstreifen,  auf 
Welchen  die  eine  oder  beide  Flaschen  gesetzt  werden.  —  ^jjt^ 
der  nicht  ieolirlen  Hauptbatterie,  die  durch  Zuleitung  der  EUMjjH 
cität  auf  einem  einige  Fuss  langen  Draht  geladen  wird ,  ftlh^^^^l 


iisf 


den  Kugeln  A  und  ß,  diese  fest,  jene  durch  die  Schraube  C 
stellbar«   auf  die  gläsernen  Säulen  F  und  G  gekittet  und  zui 


ver- 
zur  Sl- 
diemog  Ihres  Standes    durch  den  gläsernen  Querstab   ED    ge- 
stflUt. 

Bei   den  Versuchen  möge   zuerst  jede  der  beiden  Batterien 
8  Flaschen   enthalten.      Man    stellt   die    Rahmen  AB   und    CD 

2af.  II.  Fig.  5.)  parallel  zu  einander  um  etwa  *2*  getrennt  auf; 
»  Hauptbatterie  J  erhält  vom  Conductor  K  ihre  Ladung;  ihr 
Schliecisungsdraht  ftihrt  zur  Klemmschraube  D  (Taf.  II.  Fig.  4.) 
•der  SU  den  Kugeln  L  des  Ausladers,  von  da  nämlich  von  der 
Demmschraube  E  (Taf.  II.  V\g.  4.)  in  einer  horizontalen  Draht- 
Ibige  von  3'  nach  M  (det  Schraube  K  Taf.  II.  Fig.  ].)>  geht 
dnreh  den  Indnctordraht  uis  iV 'und  von  hier  in  etua  4'  zur  aus- 
Hm  Belegung.  Von  den  Schrtiüben  V  und  ^^  (J  *  ^»  Taf.  IL 
Kfm  1.)  des  zweiten  Rahmens  laufen  die  etwa  o'  langen  Kupfer- 
dmhts  VS  und  WU  horizontal  aus«  die  bei  K  und  Q  durch  die 
Demmscliraubeu  (iIrS'Tat  11.  Fig.  3^.)   hindurchgehen  und  fest 

fisst  werden.     Alan  schraubt  nun  die  Kugeln  ßl  und  N  (Taf. 
Fig.  3.)  des  Funkenmessers  nach    und    nach  so  nahe  an    ein- 
•ider»   bis  zwischen  ihnen  in  dem  Moment,    wo  sich  die  Haupt- 
Uterie  über  L  entladet «    der  Inductionsfunken  erscheint.    Hier- 
w£  tfkkt  man  die  Nebenbatterie  P  näher  oder  weiter  vom  Rah- 
Mi  JA»  indem  man  die  Drahtlänge   VR  und  WQ  verkürzt  oder 
ivdhierty   bis  man  bei  unverändertem  Stand  der  Kugeln  L  den 
Ibnfen   Funken  zwischen  N  und  M  erhält.    Ist  die  Länge,  des 
AHnsungsdrahts  der    Nebenbatterie    fflr  das  Maximum  der  in- 
dKdon   auf  diese  Weise   festgestellt^   so  kann  man  die  Rahmen 
liher  an   einander  brineen  und  nach  und  nach  wieder  von  einan- 
der entfernen;     dies  zei^t  die  allmShlige  Abnahme  der  inducirten 
Ladung  der  Neben batterie«  und  man  wird  sicher  die  Rahmen  bis 
auf  4'  aus  einander  rücken   müssen ,    ehe  die  Länge  des  inducir- 
In  Fonkens  bis  auf  V;^  Linie  herabkommt,    sofern    die   Distinz 
urischen  den   Kugeln  des  Ausladers  gegen  2  Linien  beträgt.  — 
Will   man  sich  ferner  von  dem  Gesetze  überzeugen,    dass   die 
Lingen  der    beiden  Schliessungsdrähte  sich  umgekehrt  wie   die 
Zahl  der  Flaschen   in   beiden*  Batterien  verhalten,    so  lasse  man 
die  Haaptbatterie  aus  2  Flaschen  bestehen   und  setze  in  die  Ne- 
benbatterie  nur  eine;  man  wird  dann  hier,  wo  der  Schliessungs- 
drabt der  Uaiiptbatterie  ungeßihr  38'  lang  ist,   jeden  der  Drähte 
VR  und  WQ  noch  etwa   um  19'  zu  verlängern  haben,    ehe  die 
Nebenbatterie  das  Maximum   ihrer  Ladung  erlangt.    Eine  kleine 
Sturong  tritt  dadurch  ein,    dass  die  Drähte  VS  und    tVfJ  einan- 
der zu  nahe  sind ;  indess  lässt  sich  das  Gesetz  deshalb  doch  nicht 
veikennen.    Auch  kann  man  3  Flaschen  in  die  Haupthatterie  neh- 
men und  den  Nebendraht   bis    zum  Maximum  der  Induction  noch 
vm  etwa  3Bf  verlängern,     in  den  beiden  letzten  Zusammenstellun- 
KB  der  Batterien  hat  man  die  überraschende  Erscheinung»,    dass 
M  kleinen  Distanzen  der  Indnctordrähte  von  einander  (1  bis  2  Zoll) 
•^e  Fnnke  über  xV^/  (Taf.  II.  Fig.  3.)  länger  ist  als  der 
L  (Taf.  IL  Fig.  5.)  und  viel  stärker  schallt. 


1^0 

End4ich  idt  MobAnfallii  att#  den  üigetischafieit  der  Ellipse  be- 
kannt,  das8 


mithin  ist  auch 


<    i 


J=^ 2)  , 


^..    J 


Aus  1)  und  2)  folgt  aber,    dass  y=6  und  a?=a  sei«  was  i 
Beziehung  auf  die  Gfasse  dieser  Linien  <u  beweisen  war.    ^^ 
der  Construfction  selbst  gebt  aber  hervor,   dass  diese  Lifiien 
einander  senkrecht  stehen ;   mithin  haben  sie  auch  unter  sic|u 
erforderliche  Lage. 


Druckfehler.  , , 


In  Tbeil  XIX.  S.  44L  Z.  3.  muss  die  Gleichung  30)  heissen: 

(21— l)a»i   .   (23— l)a»Ä3       (2*-l)a»Äa 


— '■2«""2'S^""       1.L2       "**      3.1.2.3.4    ~      5.1.2..6       +*^ 


und   auf  derselben  Seite  Z.  11.   und  12.  muss  die  Gleichung  31) 
heissen: 

-.    1/.  ^  ??      (2^~l)tt/?t  .  (2^1) «»^3      (2^-l)tt»g5    , 
—  2^"*"2'^jrr"       1.12      "*■     34.2.3-4     ^      5.U,.6      T-T 


i 
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possum»  quio  mirer,  me  id  nusquam  reperire  uotuisse.  Quod  si 
Ta«  qui  doctrioa  rerumqne  co^nitione  me  milliejs  superas,  hoc 
problema  antea  vidisti»  oro,  ut  id  supprinias.  Problemata  tertium 
et  qaartam  melius  forsitan  ac  rectius  „Uebungsaufgaben  ffir  Schü- 
ler'* apeilantur,  quamquam  in  utroque  est,  quod  Initio  exspe- 
ctenduin  non  videatur. 

Posteriores  Archivi  Tui  tomoSiperlegens  quaedam  animadverti, 

cnae  et  ad  Te  et  ad  me  pertinent.  In  tom.  XVI.  pagg.  424.  seoq. 

Dw  Schefiler  Brunsvicensis  soiutionem  problematis  Malfattinl  ae* 

dh,  quae  a  Tua   in  suppl.  Lexici  Klilgeliani  (Pars  prior,  pag.  29. 

seqq.)  viz  et  ne  vix  quidem    differat.      In  tonii  XVill.  pag.  30. 

aeqq.  Doctor  Werner    theprema  de    diffcrentiatione  sub    signo  / 

npetita  proposuit,    quod  a  me  quattuor  fere  abhinc  annis  in  dis* 

nrtatlone  pro  munere  Lectoris  uroposituni  est  posteaque  nsorpa* 

\tm  in  tractatu,    cui  Regia  Acadfemia  Scient  Holniiensis  in  ActU 

IBS  locam   dare   dignata   est.    Rogo  Te  ut  opuscuia,  eiiistolajn 

lequentia    tamquam  documentum   hujus  rei  accipias.      Si    in  Ar» 

ÄiTO  mentionem  hujus  rei  facere  Tibi  placuerit ,  gratissimum  mihi 

«it  Fortasse  num  venit  Tibi  in  meutern  Horatianum  illud : 


Multi  rixantur  de  lana  saepe  caprina' 


,, -. 


nl  memineris,    cum,    qui  non  multuni  habet,    nihil  sine  damno 
friere  meque,    nulla  ratione  divitem,    hac    esse    pauperrimum. 

/x  Sin":p 
— ~dx  adjeci.  Valeas." 


Was  die  von  Herrn  L  in  dm  an  in  diesem  Briefe  mir  geroacb- 
Im  Mittbeilungen  betrifft,  so  erlaube  ich  mir  zuerst  zu  bemerken, 
dsM  ich  aileroings  recht  gut  wusste,  dassdie  von  Herrn  Sc  he  ff- 
ler  in  Braunschweig  in  Tbl.  XVI.  S.424.  gegebene  Auflösung 
dea  Malfatti*acheh  Problems  mit  meiner  eignen  Auüüsung  in  den 
Soppiementen  zum  Klügelschen  Würterbuche.  ThI.  I. 
&  29.  im  Wesentlichen  übereinstimmt.  Ich  bin  aber  eben  so  sehr 
ilberseagty  dass  Herr  Sc  he  ff!  er  diese  Auflösung  ganz  selbst- 
stSndiff  gefunden  hat,  und  meine  eigne  Auflösung  gar  nicht  ge- 
kannt nat.  Einestheils  deshalb,  anderntheils  aber  auch,  um  diese 
Aaflusung  bekannter  zu  machen,  Hess  ich  Herrn  Scheffle rs 
Anfaata  im  Archiv  a  a.  O.  abdrucken,  ohne  das  zu  bemerken, 
worauf  mich  letzt  Herr  Lind  man  aufmerksam  macht.  Herr 
Scheffler  wird  mir  das  nicht  übel  nehmen,  indem  es  ihm,  wie 
ich  wenigstens  hoffe,  wohl  nicht  geradezu  unangenehm  sein  wird, 
bei  einer  kleinen  wissenschaßlichen  Untersuchung  mit  mir  zusam- 
mengetroffen zu  sein. 

Femer  bemerke  ich,  dass  das  von  Herrn  Werner  in  Theil 
XVIIl.  Nr.  IV.  S.  39.  gegebene  Theorem  allerdings  schon  früher 
von  Herrn  Lind  man  geiunden  worden  ist,  wie  aus  den  beiden 
Ugoden  mir  mit  obigem  Briefe  gütigst  übersandten  Schriften 
*       ergebt : 
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^^  ■  *  •  •  •  • 

Tbesels  quaspro  muiiVre  Lecfnris  pabllcae  cen- 
snr.ae  modest^  subjicit  Mag.  C.  F.  Liadman^  Ad  Reg: 
Äc$d.  Ups.  Doeens.  üpsaiiae.  18481  4;  .  J 

.;  :■    .  ■     .       ■     .  ■  ■•.    ,  •  .        ;        ;     .       ■»   !■♦ 

■■'.■■  ,         • .  ■  '  ■  :  ■     .  ■       '  ■  ! 

'  Om  nägra  definita  integraler;  äf  C.  jF.  (^indm^l9^f  Jp,« 
lemnad  d.  31.  Jautiarii  1851.     ' 

*  •    ■  ■  • 

'.  (Au»  den  Schriften  der  ätpckholnier  Akademie  derr  Wi8«eQf\ 
£f<:liafteo.)/  ... 


:::. 


Leider  habe  ich  diese  beiden  Schriften  nur  erat  jetat  k^iiqeii^ 

gelernt,  indem  Herr  Lind  man  dieselben  mir  gütigst  übersfOKilt 
at;  hätte  ich  früher  von  denselben  Kenntniss  gehabt,  so  wfirds*' 
ich  natürlich  hei  dem  Aufsatze  des  Herrn  Werner  bemcäicl 
haben,  dass  Herr  Lind  man  die  betreffenden  Sätze  achon: 
früher  gefunden  habe,  vrelche  Schuld  Herrn  Lind  man.  nun  taadi* 
trSglich  abtragen  zu  können,   mir  zur  grüssten  Freude  gereicht^  ■■'• 


In  seinen  „Grusstentheils  neuen  Aufgaben  aus  dem 
Gebiete  der  Geometrie  descriptive.  Zürich.  1845.^ 
die  wir  als  sehr  empfehlensvrerth  den  Lesern  des  Archivs  bei 
dieser  Gelegenheit  wieder  in  Erinnerung  bringen,  theih  Herr  Professor 
Lh  Mo«sbrugger  in  Aar  au  auf  S.  123.  folgende,  ihm  selbst 
von  Herrn  Professor  Rytz  in  Aarau  mitgetheilte  Construction 
der  Achsen  der  Ellipse  aus  zwei  gesrebenen  conjugirten  Durdi- 
messern  mit,  für  welche  der  analytische  Beweis  von  Herrn ' 
Mossbrugger  selbst  herrührt. 

■  ■  ■ 

Es  seien  Taf.I.  Fig.6.  ^lii  und  Bm  die  der  Lage  und  Grosse 
nach  gegebenen  zugeordneten  Durchmesser.  Wir  errichten  Im . 
Durchschnitt  m  beider  Durchmesser  auf  den  grossem  Am  ein 
Perpendikel  mDz=:Am,  verbinden  D  mit  ß  durch  die  Linie  BÜ, 
balbiren  BD  in  3f  und  beschreiben  aus  31  niit  der  Entfernun!? 
Mm  einen  Halbkreis,  welcher  die  Linie  BD  m  zwei  Punkten  E 
und  F  schneiden  wird;  ziehen  endlich  durch  m  und  £,  m  und  F 
die  Linien  mEHG,  tnFLN,  so  dass  mL=DF  und  mHr=iBF 
ist,  so  sind  mh  die  halbe  grosse  und  mll  die  halbe  kleine  Achse 
der  Ellipse  in  ihren  erforderlichen  Grössen  und  Lagen.  Die  De- 
duktion dieser  Construktion  ist  folgende: 

Es  ist  zu  zeigen,  dass  DF=^a  und  BFzzzb  ist,*  wenn  2a  und 
26  die  grosse  uncl  kleine  Achse  der  Ellipse  bezeichnen.  Es  seien 
daher  Am-=:fj  Bm-=^fjy  ^NmK=zj^AML=(py  ^LmB  =  w, 
DF^^Xy  BF=zyy  so  ist: 


Ii9 

•der 

Dl  aber  oach  den  Eigenschailen  der  Ellipse  \    \\\   . 

M,  80  folgt  sogleich,  dass 

.-;...        ■  ;..  ■:   . .   '      ':-■:.    ;  ■  :.....'.-: 

Um--  ■  :»' 

^+y=a+*  .  .  .  .' I) 

iiL   Ferner  ist  in  den  Dreiecken  FmB  und  FmD 

y  :  g=z^mw  :  smBFC 

ix  :  /•=sin(9(y>+9):sin(180O-ÄFC) 
fa:  :  f=zco8(p  :  sin B FC 


wltkk 


^infiFC:=*^8lnto,    und    8inÄFC=^cos©: 


Mglich 


fi       a9inw          .            ,    «*        flr^siria:*  i 

'^^V- — >    oder  auch  %=4tz r  »  ' 

i  i 


Dim  ist  über  nach  den  Eigenschaften  der  Ellipse: 


5/? sing^coscp 

/^~"  sinu^cosu?' 


daher  wird  auch: 
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und  folglich  für  a=zO: 

IQ)     eßy^=coaß+Bioß\r-i.. 
Also  ist 9  wenn  wiT,ß=ij^x  setzen: 

11)     ei:*V— i=cosa:db«in;»V^— 1. 
Durch  Addition  vnd  Subtraction  der  beiden  Gleichungen 

cosa:  +  sino?  V  -—1  =  e*  V—  * , 

cosa: — sin^rV^— 1  :=zer<f^^^-^ 
erhält  man: 


cos:2;  = 


12) 


sino?  = 


2 


Also  ist 


13) 


[*^"S^^(exv-i+6-*v-i)V  - 1 ' 

fcota;  = — rF=T 77=r~^  —^5 


oder 


14) 


k  e«V— *-|-e— *V— * 


oder 


■     i 


iS) 


12S 

cotx  =  ■ ; 

(l_e««V=I)  V^ 


•der  anch 


m 


1 e*^-^   


Aebniiche  Formeln  wfirden  sich  auch  fflr  die  fibrigen  eonio- 
Mbischen  Fnnctionen  entwickeln  lassen,  wobei  wir  jedocn  hier 
■■  eicht  aafhalten  wollen ,  weil  die  Sache  gar  keine  Schwierig- 
Ut  darbietet 


§.2. 

» 

Dnter   dem   natürlichen  Logaritbmns   der  imaginären  Grösse 

«+jJV  —  l,    d.  I.  in  der  aus  der  Abhandlung  über  den  Binomi- 
Mien     Lehrsatz     bekannten    Bezeichnung     unter     der     Grösse 

'(«+^ V  — 1) »  verstehen  wir  eine  Grösse  von  solcher  Beschaffen- 
keit» dass 

17)       ci(«+/JV  =T)  =  «  +  ßV~l 
ist    Setzen  wir  nun 

18)      l(«+/3V"^)=p  +  ^V^, 
80  muss  also 

folglich  nach  9) 

eP(cos9  +  siu7  V  —  1)  =  «+  jSV — 1 

•elD,  woraus  sich  zur  Bestimmung  der  Grössen  p  und  q  die  bci^ 
Gieichungen 
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19)      «Pcosjr=«,    Ofeinqznß 

ergeben.    Quadrirt  man  diese  beiden  Gleicbungen«  ond  addirt  rff  ^ 
dann  zu  einander ,  so  erhält  man 

20)     6«P5=:«2  +  /S»,  . 

folglich  2/i=l(a«+/S«)  oder 

21)    p=^l(a*+|?«). 

Also  ist  .fk.. 

ep  ==  cil(«»+iJ*) = el'^^W, 

d.  L  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Logarithmen: 


^ 


ep=V^?+?5.  :-;^^ 

und  wegen  der  Gleichungen  19)  muss  folglich  g  so  bestlmiti^  vr4P}^ 
den,  dass  zugleich 


cosy.V"«*+/52=a,    sin^.V^a2+j3«=:  ß 
oder 


22)    cosflr  = -7===  ,      8ino=— 7===;  /s  i 


oder  dass 


.  1 


cc  ß 

23)    q  ==:  Are  cos-Tr=====  Are  sin  ■  > 
ist,  welches  offenbar  jederzeit  möglich  ist,  weil 


ist.    Uebrigens  kann  man,  da  nach  22) 

24)     tang^=^ 


a 


ist,  q  auch  mittelst  der  Gleichung 


25)    7=Arctang- 


t 
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kstimineDy  hat  dann  aber  zu  bemerken»  dass  sich  der  Bogen  ^ 
■I  ersten y  zweiten,  dritten,  vierten  Quadranten  endigen  muss, 
miD  reapective  a  positiv  und  ß  positiv»  a  negativ  und  ß  positiv, 
•  negativ  und  ß  negativ^  a  positiv  und  ^negativ  ist,  weil  nur, 
w«Bn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  zugleich 

o=: Arccos  ,^  ^     ^  =  Aresin 77:==== 

Mb  kann»  wie  es  nach  dem  Obigen  erfordert  wird. 

Ist  nun  q  gehörig  bestimmt ,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
(Aenden  uomitteibar  die  Gleichung 

^  » 

Auf  fibnliche  Art  wie  vorher  verstehen  wir ,  wenn  B  eine  bc- 
faUge  positive  Grosse  bezeichnet,  überhaupt  unter  dem  Logaritb- 

■H  der  imaginären  Grösse  a-{-ßV^i  iOr  die  Basis  B,  welcher 

*■* tog(a+/3 V  —  1 )    bezeichnet  werden  mag,    eine  Gr5sse  von 
lieschaffenheit,  dass 

27)      ÄT08la+/J V=n)  ^a  +  /J  V^=T 


Setzen  wir  nun  e=^B^,  so  ist 
abo  nach  26) 

Nkcb  4)  ist  aber 

=cii(«'  M')«!^  I  co8(%li?)  +  8in(ilff/l/^).V— il 
lud 

=  c4  Afl(«M /»^Mfl  t  cos(^(/l/?)  +  sin(%l/^) .  V— 1 1 . 
so  dass  ako  oiBTeubar 
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und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

ist.    Weil  nun  aber  nach  17) 

ist,  so  ist 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  27),    c 
giebt  sich  auf  der  Stelle 

28)  log(«+|3 V"^)  =  I  ilf  I  ( 0«  +  |J«)  +  Üf9  V^ 
oder 

29)  log(a+iSV^)=iiir||-l(«*+^^)+^\^^; 

also  nach  26): 

30)      log(a+jSV^=l)=  m(a  +  ßV^) . 

Die   Grosse   M,   mit  welcher  man  hiernach  den   natiirl 

Logarithmus    \(ci  +  ß\V^^l)    multipliciren    muss,    um    den 

garithmus  log(a  -f-  j^  V^ — i)  für  die  Basis  jB  zu  erhalten, 
man  den  Modulus  des  iogarithmischen  Systems,  dessen 
B  ist. 

Weil  nach  dem  Obigen  bekanntlich  e=B^  ist,  so  ist 
\e=zl=M\B,    \oge-M\ogB=^M; 


also 


31)    Jf=^=loge. 


\B 

Setzt  man  also  natürlich  auch 

log  («2  +  ß'^)  =  M\  (ctHß^)  , 
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SO    ist  nach  28): 


32)     log(a+l5  V^)=|log(««+  ß»)  +  Mgyr-l  • 

Da  q  offenbar  unendlich  viele  verschiedene  Werthe  haben 
kann,  so  hat  auch  log(af j3V^«^)  jederzeit  unendlich  viele  ver- 
sehiedene  Werthe. 

Für  «=4-1  und  /?=0  muss  q  so  bestimmt  werden,  dass 

q = Arccos( + 1) = Aresin  0 

ist  Dies  giebt,  wenn  k  eine  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  bezeichnet,  q:^2k7t. 

Ffir  a= — 1  und  ß=0  muss  q  so  bestimmt  werden,   dass 

9=Arcco8( — 1)= Aresin  0        * 

ist  Dies  giebt,  wenn  k  wieder  eine  beliebige  positive  oder  ne- 
gative ganze  Zahl  bezeichnet,  ^=(2£-fl)^* 

r 

Also  ist  nach  der  Gleichung  32),  wenn  man  nur  bemerkt, 
dass  man  in  dieser  Gleichung  für  log(a^-t'i^)  natürlich  immer  den 
reellen  Werth  dieses  Logarithmus  setzen  muss,  welcher  fiira=4:l» 
^=0  bekanntlich  0  ist,  iur  jedes  positive  oder  negative  ganze  k: 

33)      log(+l)=2Äif7tV=l 

34)      lög(-l)  =  (2ife+l)  Mtt  V=T. 
Ueberhaupt  erhält  man  aus  der  Gleichung  32)  Rir  /?=:0: 

35)    loga:=^log.a2+/l/oV^, 

^0  log.tt^  den  reellen  Werth,  welchen  dieser  Logarithmus,  w^il 
^positiv  ist,  nothwendigjederzeit  haben  muss,  bezeichnet  Auch 
Cfhellet  leicht,  dass  in  diesem  Falle 

q  =  Arccos(+l)  =  Aresin  0 

und^  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jeuacbdera  « 
positiv  oder  negativ  ist,  welches  darin  seinen  Grund  bat,  dass  in 
üen  allgemeinen  Gleichungen 


im 

q  =  Arccos    ^  =:  Are  sin     ^ 


1 


die  Quadratwurzel  V^a^+ß^  immer^positiv  genommen  werden 
Ist  also  a  positiv,  so  ist  ^  =  2Ä;7r;  ist  dagegen  a  negativ ,  j 
9^=(2A;-|-l)}r,  wo  it  immer  jede  beliebige  positive  oder  nee 
ganze  Zahl  bezeichnet.    Ist  also  a  positiv,  so  ist 

36)    log«s=~log.«H5M:itf7t\ni ; 


ist  dagegen  a.  negativ,  so  ist 

1  

37)     loga=^  log.aa+  (2*+ l)ilfjr V^— i  . 

Hieraus  sieht  man,  dass  der  Logarithmus  jeder  reellen  G 
unendlich  viele  verschiedene  Werthe  hat  Ist  diese  reelle  G 
positiv,  so  findet  sich  unter  den  unendlich  vielen  verschiec 
\Verthen  ihres  Logarithmus  immer  ein  reeller  Werth,  we 
man  aus  d^r  Gleichung  36)  erhält,  wenn  man  A:=0  setzt.  1 
gen  sind  alle  Werthe  des  Logarithmus  einet  negativen  ri 
Grußse  imaginär.    ^ 

Ist  nicht  /?=0,  so  kann  wegen 

a  ß 

flf  =  Arccos --7^====:=  Aresin  77====r 

offenbar  nie  ^=0  sein,    und  aus  der  aus  dem  Obigen  beka 
Gleichung 

geht  also  hervor,  dass  die  unendlich  vielen  verschiedenen  W« 
welche  der  Logarithmui?  einer    imaginären  Grösse    haben 
jederzeit  sämmtlich  imaginär  sind. 


§.3. 

Nach  dem    vorhergehenden  Paragraphen    ist,    wenn  wii 
K(frz6  wegen,  die  Quadratwurzel  natürlich  positiv  genomnie 

38)      ß=V^i?TÄ* 


13] 

39)      q>  =  Arcco8-7=====.  =  Aresin  ^,.  ^  ■   .^ 

tetzra: 

40)     l(o+6V"=T)=lp+9>y'^. 
&bo  ist 

:    Htth  §•!•  ist,  wie  aos  der  Ve^eicbnng  der  Gleichungen  2)  und 
$  auf  der  Stelle  hervorgeht: 

+  O  " 

{ dp — /3y  +  (ßlQ  +  a,p)V-l\  8 
+  1.2.3 


.    {dg-<?y-K/3le+«ip)V^)* 
+  1.2.3.4 


ood  folglich  nach  dem  Vorhergebetaden 


=1+ 
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^  {(a+ß^T-i)  Ha  +  bV-i) 
■*"  1.2 


!' 


+  Tää 

.  {xa+ß^T^)  1  (a  +  bV-l)  \* 
+  1.2.3.4 


Setzen  wir  nun  der  Analogie  mit  der  bekannteo  Gietchuilg 
a_l  +  -j-+— i^+    j_2.3  +l.2.a4+  — 


wegea: 


(«+6V^i  )<^/.v^=H<''-^^^^> '/-  +  ^^^> 


.  H«-bß>f^)Ha+b>r-in* 

\(«+  ßV—i)\(a+  bV—l)\* 


+ 


1.2.3 

{(«+jSV:=I)l(a+6V-^>* 

03:1 


80  erhalten  wir,  wenn  wir  dies  mit  dem  Obigen  veigleichen,  die 
Gleichung 

d.  i.  nach  7)  die  Gleichung 
Nach  11)  ist  aber 
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nd  folglicb 

42)       ( a  +  6  V~l)  »f i»  V~i 

iffo  die  Werthe  von  q  und  q>  aus  38)  and  39)  bekannt  sind. 


§.  4. 


Wir  fvoUen  jetzt  die  beiden  Reihen 


(«+gV-i)2     (a+/?\rri)4      («-|-gvr3)6 

*•    ""  1.2         *  1....4        '  ""       1....6 


,^-T         («+^V^)»     (a+ß^r=I)^  (a+ß^r^l)7 

^»^^^-  -     1.2.3     •      i:::^     '        i....?    "•••• 

fliaammiren  suchen. 

In  der  Abhandlung  über  den  Binomischen  Lehrsatz  (43.)  ist 
fBN^  worden  9  dass  tür  jedes  x 

gofoMO  { cos(a?sin6)  +  sin(a;sin6)  .V^— 1} 
=  1  +  f  (cosö  +sinöV^^) 

+f2(c^«2ö+sin26  V^  ) 

^s  

+T25  (cos3ö+«in3öV— 1) 

+  1771  (cos4ö+siu4öV^) 


ist    Seist  man  in  dieser  Gleichung  zuerst  x=^q,  dann  »r=:  — ^, 
80  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


und 


IM 

=  1  + 1-  (cosö  +  sinö  V^~l ) 
+ 12  Ccos2ö+siD2!9  V^ ) 

+  f^  (cos4ö+sin4ö  V-^) 
+ 


^"^»e  j  cos(^sipö)— i^ip(^sinö).y— 1 } 


Q 


=  1 — J- (cosö  +  siiiö  V"— 1 ) 


P 


+  ^2  (cos2ö+sin2öV^— 1 ) 

— 123  (cos3ö+sin3ö  V^) 

+  j^(cos4ö+sin46V^) 


.    riiW 


Litt 


.i. 


in? 


r^vh^ 


iniüA  tf.^ 


tii 


Durch  Addition  und  Sabtraction  dieser  beiden  Gleichungen  erhSU 
man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

43)  ,      2 cos(^sinÖ)H ^ ®'"  ( ^^inö)  .  V  — 1 


2 


=    1 


iL 


+  f2  (cos2ö+sin2ö  V^  ) 
+  5^'  (cos4ö+ßin4ö  V=l ) 
+  Ä(cos6ö+sin66V^^==n[) 

Ji  •••Q  • 

+ 
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and 

«4)      5 cos(p8iiiö)+ 5 sln(^8in(9)  . 


Q 


=    f  (cose  +  sInöV^) 
+  j-||j(co83ö+sin36V"^) 


(>* 


+  13  (cosöö+sioSöV^l) 


^ 


r 


+  T^  (co«7ö+sin7ÄV^l ) 


ScUen  wir  nun,  was  offenbar  verstattet  ist: 

a  +  j3V— l  =  9(cosw+fiincDV*;iT), 
P  +  a^^'Znrrr  ^(cosö  +  sinöV^); 


ist 


QC08C(i=a,    Q8ir\<o:=zß;    QCOsO^izß,    gsmOziza 


oder 


a      "  ß  B  a 

cos(o=— ,    8iiiw  =  — ;    cosö=^,    8iiiö  =  -j 
Q  Q  Q  Q 


MgBch 


cos6= sinoD »    sin^=:coso)  • 


Also  ist 


cos(0-{-cd)  =  cosdcoso) — sindsino)=0, 

s\n{d+cD)  =  sindcoso  -{■  cosdsinio=  1 ; 

und  folglich,  indem  A;  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  bezeichnet: 


AIao  i8t 


und  folglich 
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2ö  =  (4Ä+l)jc-2i», 
3 

4ö=(8A+2)«— 4», 
5d=(10Ä+|)«— 5<», 
6ö=:(12ife+3)«— ßco, 
7ö=r(14ife  +  |)7r— 7(0 

8Ö=(16A  +  4)7E— 8a), 
u.  s.  w. 


cosd=-[-siDG},      siiiÖ=+cosa}; 
cos2d  =  —  0052(0 ,  sin2Ö=+sin2(o ; 
cos3d=*— sidSo),  sin3ö= — cos3(ö; 
cos4d = + cos4(» ,  sin4ö= — smia} ; 
cos5d  =:= -|- sin5(i}  ^  sin5d=-f  c^s^co; 
cos6ö= — cosöco ,  sinßS =  +  sinGci} ; 
cos7ö =  —  siD7a> ,  sin7ö =  —  cos7(o; 
cosSd  =  +  cosSoD,  sinS^ =  —  sinSci} ; 

U.    8.  W.  U.    S.    W. 


Also  ist  nach  43)  und  44) 


T 


FolgUeh  ist 
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coB(aco8«)  + 5 sin  (fcostt  )  .V — 1 

=  1 

-  ^(co82«— siö2«  V^  ) 
+  ^(ca84»^siD4ciV"=l) 

—  |^-^(cos6«  —  sinGci  V  —  1) 


jmimm  1  ^— fite» 
CO8(^OS0»)  +  — ; 5 sill(^C08o)  .V— 1 


=       ?-(8iDCD  +  C08wV— 1) 


9^ 


+ 1-^  (sinSco-f  cos5o  V  — 1) 


e^ 


—- j^(sin7(ö+ cos7ea  V  — 1) 
+ 


— : 15 cos(9Cosc») 


P*  O*  D^ 

=  1  —  jp2Cos2(ö  +  j^  cos4o»  —  j^cos6(o+ 


— g siii(^cosa)) 


_^„, 


p*  p*  p* 

Y^8in2(o —  p-28in4cD+  |^8in6(»'— , 


TkeU  XX.  10 
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o cos(^cosc») 


o  ^'    o^  p^  ^ 

==  j  sino)  —  Y^  sinSio  +  j-^  sinSo)  —  ^sin?»  +  — , 

2 sin(^COSG)) 

* 

=  |-  cosa>— j^cosooD  +  j — gcosoo)  —  j-^cosTö  + ;   '^ 


also 


2 cos(^cosG)) 2 siii(9Cosa))  » V"^^ '^ 

=r    1 

-- 1^  (cos2c()+ 8in2a)  V*^) 


+  T^  (cosioo-f  sin4G>  V — 1) 
— ^T^  (cos6(ö+sm6o\rZj ) 


und 


2 siD(^cos(»)+ 2 COS  (^coso))  .\nr| 

P  / 

—  j^  (cos3i»+  sinSoi  V^  ) 
+  jp-=  (cos5fl)+sinöo»V  ^) 

-  O  (cos7a»+sio7c»V^—  1) 
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V 

Weil  DQD 

•nd 

cc  +  ßST  —  1  =  ^(coso  +  sinw  V^  —  1 ) , 

ibo  f&r  jedes  positive  ganze  n 

* 

(a+^V^ — 1)"=  ^"(cosnö)+sinn(öV--l 
M;  so  ist  nach,  dem  Vorhergehenden  für  jedes  reelle  a  und  ß: 


45) 


r 

eß  +  e-ß              eß  —  e-ß    ,      ./ — = 
^5 cosa— ä 8m«V  —  fc 


"•*  O  +        1...4  —        17X~ 


eß±e-ß  .       .  eß—e-ß  }■ — j 

«6)  — ö —  sro«  + ö —  cos«  V  — I 

„+^v  -1 1^2^3 —  +  — i^^;g Yz:r~ 


r       "!•• 


Der  Analogie  mit  den  beiden  in  der  Abhandlung  über  den 
Biiiomischen  Lehrsatz  (47,  und  48.)  bewiesenen^  ffir  jedes  reelle 
xgdtenden  Gleichungen 

cosa:  =l_j-2+j-^_j-g  + , 

ar*    .     x^         x^ 


*'"*=*-iX3+  r::5~r::t+ 


^  w^en  setzt  man  nun: 

cos(a+/JV^^l) 

— *  1.2  +        TÄ  1.6        ■*" 


\o* 
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und    erhält   also   nach  45)   und  46)    die    beiden  folgenden  Glelyj 
chungen : 

47)  cos(a+j3V— 1)=  — ^ coscf 2 —  sinaV  —  1 , 

48)  8m(a  +  V:^).=  ''^'^c^''^  siua+ ^— cosaST^ . 

■ 

Ueberträgt  man  ferner  die  bekannten  Begriffe  der  übrigen  go-  s 
niometrischeii  ^nctionen  auch  auf  imaginäre  Bogen,  so  erhält  man  : 
aus  den  beiden  vorhergehend^  Gleichungen: 


^o\  *      /    ■  äa/*- Tx     (g^+  e-ß)8ma+(eß—e-ß)co8ccyr'- 1  - 

49)  tang(a+/5 V  -1)  =  -^^ ,     ^•—  > 

(ep+c-p)cosa—  (eP— *«— pjsnia V  • — 1 

\ 

(6P+^— p)sina  +  (eP — e-p)cosa  V  — l 
und  folglich,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  ersten  BrudisiBtt 

(eß  +  c-i')cosa  +  {eß  —  e^ß)  sinaV— 1 , 
Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Bruchs  mit 

ieß  +  €r'ß)siiia  —  {eß—  c-i')cosa  V  -^1 
multipiicirt: 

Ferner  findet  man  leicht: 

53,  ».o(.«^^.)=2!^är£gs±(^jg!!iO. 


■    '•l 
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54)  eo^wviii)=2  ^''^'-'^'itrli-r!!^r'^-' 


e^i'+e-*/'— 2cos2« 


Aoch  ist  endlich : 


6S)  ^a^uA-ßyf^)z=:\^^-^^~i:osa^~ 


eß+e'-'ß  •        eß  —  e^ß 


6Q  C08t;(ff+/J V— 1)  =  1  —  "T^—  ®*"«f 


-  cosaY  — 


§.  5. 
Weil  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 


r . 


8iD(«+/JV:=I)  =  £^+£-i  8in«+ 


^  -^  C08«V— 1  , 


__^  pp  .X.  p''^p  pß  —  ß""p  11 

cos(a+i' V —  1) = 5 cos  «  — Q — "  s!"  «  Y  — 1 


sin(y  +  dV— 1)= — 2'""®*"y+ — 2 — ^^^^^^  ""*» 
co8(y+oV  — J)= Q cosy « —  smy  V  — 1 


ist;  so  erhält  man  leicht  durch  Multiplication 

sin(a  +  /J  V~l)cos(y+a  V=T)  +  cos(«+ j3V'=3)siii(y  +  äV^) 

feß+e-ß   e^+e-^  .  eß  —  er-ß  e^ — e'-^\    .  ,    .    ^ 


+  r-^ 


c/* — e^ß  e^+e"^  .   eß-\-e''ß   e^ — e~^ 


5C0s(a+y).V  —  1 


und 


.  ■» 


M 
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% 

cos(«+|?  V"^)  co«(y +«V^^) — sin(a + ß  V^)  sm(y + *  V^^) 

=       ? — 2" 2 + 2 2~^^^®^*^+^^  .1 

keß—e-ß  e^+e-^  .  eß+e-ß  e^—e-^^  .   ^    .    v  a/ — r 
—  I — 2 2 —  +  ~1 2 ^siD(«+r).V-rl; 

also,  wie  sich  hieraus  ferner  leicht  ergiebt: 

sin(a + JS  V^)cos(y + dST^l) + cos(a+/J  V"=ä)sin(y  +  Ä  V^^) 

= 2 sin(a  +  y)+ j^ cos(a+y).V— 1, 

cos(a+/?  V"^)cos(y  +  d  V^) — sin(« + ßV^)s\xi{y  +  Ä  V^  ) 
= jj cos(a  +  y) 2 — sin(a+y) .  V  — 1 . 

Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

I 

sin  {«+y+ (/?+<!)  V^}=sml(«+|J\^^)  +  (y+«V^l)} 

= 2 s»'»(«+y)  + 2 *'"®  ^'*^^  '^  ~h  Ji 

cos{«+y+(|5+d)V"^}=cos{(a+/5V^)+(y+«V^)» 
= 2 cos(a  +  y) 2 ®*"(" + y)"^  ""^ 

I 

4 

ist;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

f 

57).   sin{(a+i3V="l)  +  (y+öV^::^l)} 
=sin(a + ßV^)cos(y+d\r^l)  +  cos(a + /3  V^l)sin(y+dV^I), 

58)  coa{ia+ß\r=i)+  (y+S\r-i)\ 
==co6(a+/SV"^)cos(y  +  5V^^)— sin(«+j3V^)sin(y+ÄV^=l). 

Aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  ergeben  sich  aber  auch 
leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

.       59)     sin(— a— /S\nT)=— sin(a+/3V^^, 
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flO)    coii(— «— |JV"^=    co*(«+jJV'^); 


ist  nach  57)  utad  58),  wenn  man  —  y  uod  —8  für  y  und  S 


61)    sin  1  («  +  ß^r^=T)  —  (y + « V-^ } 
.riB(a+ ßV^)  cos(y + SV^)  —  cos(«+/J  V^l)  sin(y+*  V— 1) » 

82)     cos I («  +  ßV^-T)  -  (y + d V~^) } 
[«+|J  V~l)  cos(y+«  V^l) + sin(a+|S  V— l)8in(y + Ä  V^I) . 

Seilt  maD  in  dieser  letzten  GleiehuDg  «+j3V"— l=y+dV"— 1, 
bemerkt,  daes  nach  47)  und  48)  offenbar 

63)      cosO=l,    8100=0 

Ut  m  erhält  man 

64)     (8ln(a+ |S  V^))^+  (cos(«+j3\^- 1))«  =  1 . 
bt  ähnliche  Art  erglebt  sieh  aus  57)  und  58) 

Kl  «Ä2(«+^V^l)=2sin(a+i?V^)cos(a  +  /3V^^=l), 

Es  ist  hier  nicht  meine  Absicht,  die  Zahl  dieser  Relationen 
a  erschöpfen,  und  man  hat  das  Vorhergebende  nur  als  eine  An- 
Usng  za  betrachten^  wie  die  aus  der  Goniometrie  bekannten  Re- 
[  hfioDen  zwischen  den  goniomntrischen  Functionen  reeller  Bogen 
;  irf  die  goniometrischen  Functionen  imaginärer  Bogen  erweitert 
,  werden  können. 


§.6. 

Setzen  wir  jetzt 

67)     Arc'siD(«  4  (3 V^^Tl)  =  u  +  ^  V" ^^HT, 


n  onus 
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I 

d.  i.  nach  48) 

5 —  siD^-f       a"       cosarV; — 1  =a+p  V  —1 » 

und  folglich  :  • 

68)  . ö — sinar=a,  — 5-^  cosa:=p 

oder 

69)  (ey  +  c-y)sina:=2a,    (i?y— «-9)cosa?==2/3r 

sein,  weshalb  es  jetzt  also  darauf  ankommt ,   die  Grossen  x 
y  so  zu  bestimmen,  dass  diesen  beiden  Gleichungen  genügt  n 


Quadrirt  man  die  Gleichungen  69),  so  erhält  man: 

r  (e2y+c-2sr^.2)sina:«=4a«, 
1  (e^  + 


">  V  (, 


e-%-2)cos:pa=4^; 

also 

J  (e^+6-*y+2)sinar2cosa:*=4a«cos^«, 
;e^+6-2.v— 2)sina:«cosa:«  =  ^ß^smx^ ; 

und  folglich,  wenn  man  subtrahirt: 

72)    sin^^coso?* = a^cosa;*  —  jS^sino?® , 

woraus  sich  leicht  die  Gleichung 

73)    sina^  — (l+a2+/32)sioa:2  +  «*  =  0, 
folglich 


74)     sina:2  = j.  y  f 2^/    "" 


ergiebt. 
Weil 
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(\+tfl+ß*)*  -  4o«=  (l-«»)»+2/J*(l+««+ ^  |5») 
ist,  so  ist  die  Grosse 

.ofenbar  immer  positiv,  also  die  Grosse 


y(kwy_„, 


stets  reell. 

Ferner  ist  immer 


^+y(i±^y_«,=t. 


hu  1+ 

nlches  sich   auf  folgende  Art  beweisen  lässt.    Die  vörsteheode 
[.    MBbgang  ist  nämlicn  jederzeit  erßillt,  wenn  die  Bedingung 


l+«»+/3«+^(H-««+^)»-4«>=  2, 


d.  i.  Wenn  die  Bedingung 


«»+/S*+ Y  (l+tfl+ß*)^  —4««  —  1 

ofllllt  ist.    Diese  Bedingung  bt  aber  offenbar  jederzeit  eriiiilt, 
wenn 

« 

ist  Wenn 
ist,  so  ist 
und  die  Bedingung 


«»+/32+  ^(|+a«+/3«)«  -4««—  j 
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ist  erfüllt,  w^nii  die  Bedingung 


^(1  +  «2  +  j3«)2^  4aa  =1— «2— /S« 


oder 


(1  +  ««+  iS«)2— 4a«  —  (1— «2-132)2^ 

'    d.  i.  wenn  die  Bedingung 

J  +  «4  +  ^4-- 2a2  +  2/5«  +  2«a/3« 
^  1  +  «4+ /34— 2a2— 2i32  +  2aa/3« , 

*   welche  mit  der  Bedingung 

.2/5«  J  —.2/3« 

identisch  Ist,  erfüllt  ist.    Da  nun  diese  Bedingung  offenbar  jediär«! 
zeit  erföUt  ist,  so  ist  auch  in  dem  Falle,  wenn 

ist,  die  Bedingung 

«2 -j.|32  ^^ (l+a2^(32)a_4^a  =  i 

immer  erfüllt.    Hieraus  ergiebt  sich  nun  mit  völliger  Deutlichkeit» 
dass  immer 


[±^^yf(lt^y^. 


«n 


ist,  wie  behauptet  wurde. 

Eben  so  leicht  lässt  sich  zeigen,  dass  immer 

ist,  wobei  man  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  die  Grösse 


1  +  «H^  ^  AT/l+aH^Y^      ^, 
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offenbar  immer  positiv  ist.    Die  BedingiiDg 


i±^_V^(ü:^y_^=i 


ist  nämlich  jederzeit  erfilllt>  wenn  die  Bediogung 


l+«Hi3*-^^(l+a*+/5«)*^-4a«<2, 


d.  L  wenn  die  Bedingung 


[ 

.    «rf&llt  ist.    Diese  Bedingung  ist  jederzeit  erfilUt,  wenn 


ist.    Wenn 

■ 

isiß  so  ist 

und  die  Bedingung 


«*+i3*-y^(l  +  «^  +  /52)«— 4««=1 


ist  erfSSiit,  wenn  die  Bedingung 


««  +  J32— l";^^(l  +  a2+j3«)2-4«2 


oder 


d.  i«  iVenn  die  Bedingung 

^1 +a*  +  l54— 2a«+2/S«+2a«/3«, 
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weiche  mit  der  Bedingung 


identisch  ist,  erfüllt  ist.  Da  nun  diese  Bedingung  offenbar  imi 
erfüllt  ist,  so  ist  auch  in  dem  Falle,  wenn 

ist,  die  Bedingung 


erfällt.    Hieraus  ergiebt  sich  jetzt  mit  vijlliger  Deutlichkßit,  das» 
immer 


i+^_  ^(i±^düy_  „,  = ,  '; 


i 


ist,  wie  behauptet  wurde. 
Weil  nun  immer 


■  •  • 
I  ■ 


sino:*  ^  ] 


sein  muss,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden,   dass 

im  Obigen  im  Allgemeinen  die  untern  Zeichen  zu  nehmen,   aad 

folglich 


75,  ,i„^=i±^_y^i±^y_«. 


oder 

.2 


also 


77)    sino:  =  ± 


ji±^  +  ^(i+^y^^^i 


zu  setzen  hat,  wo  sich  nun  noch  fragt,  wie  in  dieser  Gleichung 
das  Zeichen  zu  nehmen  ist,  was  sich  leicht  auf  folgende  Art  be- 
stimmen lässt.    Da  nämlich  nach  69) 


c 
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(ey+e-y)8mx=:2a 

oncl    eSf  -|-  e~*9   stets  eine  positive  Grosse  ist,    so  hat  sino;  mit  a 
ihes  Vorzeichen,    und  man  i 
obere  Zeichen  nehmen,  d.  h. 


sieicties  Vorzeichen,    und  man  muss  also    in  der  Gleichung  77) 
da         " 


78)    sina:=-  " 


jj±^V:V"C±T^y-«^r 


Mittekt  der  Gleichung  75)  erhält  man  sogleich 


79)    co8a:«= 2         +  Y  (^ ^^^)  — «' 


oder 


d.  L  nach  gehuriger  Entwickelang 


eoso;^  = r- 


oder 


80)    cosj;«  = 


ß^ 


a^+ß^^ 


i+f(H4üy_„/ 


und  wir  haben  also  jetzt 
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sino?  = 


81)     { 

ß 


{«H|!=J+y(«id|Hiy_^} 


wo  wegen  des  doppelten  Vorzeiehens  in  der  zweiten  dieser 
den  Gieiehungen  noch  die  folgenden  Bestimmungen  zu  geben ' 

Wenn  der  Bogen 

X  =  Aresin  — z — - ' . .-  -c 


j«-!±f_±i  +  ^(^dÄiy_«,j* 


>! 


sieh  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endist ,    so  muss  man 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  m 
meD,4lass  ±1^  positiv  wird,  d.h.  man  muss  das  obere  oder  nnl 
Zeicheu  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder  negativ  Ist. 

Wenn  der  Bogen        ,  '      '  '     | 

a:= Aresin 


+ 


V(^ 


tt»+/3^+l    .    4/   /aH/3«+l\« 


—  «2 


2—;  7" 


sich  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  ni 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh 
men>  dass  -Azß  negativ  wird,  d.  h.  man  muss  das  obere  oder  ua*  ^ 
tere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist 


Es  ist  nun 


«   ^     ß 


sin^r      coso; 
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_« ß_ 

sin^       coso; 


>  ,oder  der  KQrze  wegen 

b 


sina:  *    coso?  -^ 

sino;        cos^ 

;  Wdl  aber  nach  68) 

^  ey  +  e-y «_     gy— g-y ß_ 

•*rv..  2       ""  sino:  '  2       "**  coso: 


f      ai  folglieh 

a       .       ß  aß 

sino:    '  coHX  sinx       coso? 

iit,  80  ist 

VSino?       cosaj/Vsinor        cobxJ 
abo  nach  dem  Vorhergehenden 

wiwant  sich 

i(;i!f+-iV)+i(iif— iV)=o, 

folgUch 

1(M— IV)=-I(ilf+iV) 

ergiebt.    Daher  ist 

«ad  folglich  nach  dem  Obigen 
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d.  i. 

y=+l(ilf+iV) 
oder 


.■<! 


Nahmen  wir  dies  mit  dem  Obigen  zusammen ,  so  ergiebt  sich 
die  folgende  Gleichung: 


=:  Are  sin 


82)     Arcsin(a+i3V"— 1) 


\t±^ + \^(t±pi^_^  \ ' 


in  welcher  man,  wenn 


ArcsiD 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,    das  obere  oder 
untere  Zeichen  nehmen  muss>   jenachdem  j3  positiv  oder  negativ  ''\ 
ist,  dagegen,  wenn 

Aresin — :: — 'zr'Z iF= 


j  ^« + f (^^)-_..j 


sich  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten  endigt,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  p  negativ  oder  posi- 
tiv ist. 
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§.7. 


Auf  ähnliche  Weise  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  wol- 
len wir  nun   auch 

83)     Arccos(a  +  jS  V""^)  =  x +y  V"^ 
ideln.    Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

l  L  nach  47) 

— ^ — cosa:—  — s sina:V--l=a+pV  — 15 

iriilblglich 

84)     Q  -  —  cosa:  =  a ,  — « —  sina:= — p 


86)    {ev  +  c-y)  co8ar= 2a ,    (ev — e-»)sina:=— 2/5 ; 

p   wo  es  also  jetzt  wieder  darauf  ankommt,  die  Grossen  x  \iüi.y  so  zu 
ksfimmen»  dass  diesen  beiden  Gleichungen  genügt  wird. 

Qoadiirt  man  die  Gleichungen  85) ,  so  erhSlt  man: 


C  {e^y  +  c-^  +  2)co8a?2=  4a«, 
86)    < 

^  (e%  +  c-2//-2)sina:2=4/5*; 


abo 


(  (c2»+  e-^y  +  2)sina?*co8a:2  =  4a«sinar« , 
87)    < 

t  (e«y + c-2v— 2)sinar*cosa?« = 4/3aco8.r» ; 

iid  fcilglich»  wenn  man  subtrahirt: 

88)    sina:2cosa:*==  a*sina:2  —  ß!^o%x^ , 
1M1  XX.  11 


154 

vroraus  sieb  leicht  die  Gleichung 

89)    cosa^  —  (1 + «*+ i32)cosa?2 + a« = 0 , 
folglieh 

90)  cos.«=i±^±  y(i±^)«_«. 

ergiebt. 

Hieraus  leitet  man  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  im  vorhei^ehfi^ 
den  Paragraphen  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ab: 

cos^= 


sino?  =+■ 


bei  denen  die  folgenden   Bedingungen  wegen  der  Vorzeichen  zu 
beachten  sind. 

Wenn  der  Bogen 

sich  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  iü  j 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dass  4:/3  positiv  wird,  d.h.  man  muss  das  obere  oder  untere  j 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 


Wenn  der  Bogen 


.1 


:r=Arccos 


i^&i  +  y(fHfM)^_„,j^ 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dass  ±ß  negativ  wira,  d.  h.  man  muss  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist. 

Ferner  ist  nun  aoch 
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_2 ß_ 


coso;        sin  x 


oder  der  Kirze  wegeo 


'*^-J-=.M^N, 


COS  ;r        sino: 


coso:    '    sina? 


Weil  aber  nach  84) 


2  cosa;  *  2       "*  *^  sin  a: 


ood  folglich 


e3^=  — r2-5       e-y  =  — ^  +  -r^ 


C08X        siDo:  cosor        sinor 

ist«  so  ist 


Vcosor      sina;/\cosa;   '    sino:/ 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

(^+iV)(ilf-iV)=l, 
woraus  sich 

i(;if+iV)+i()if— iV)=o, 
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vroraus  sich  leicht  die  Gleichung 


folglich 


89)    cosa^  — (l+a2+iS*)cosa:2  +  a2  =  0, 


90)    eos.,=l±^±V^(H:^y_«, 


ergiebt. 

Hieraus  leitet  mau  auf  gaoz  ähnliche  Art  wie  im  vorhergel 
den  Paragraphen  die  beiden  folgenden  Gleichungen  ab: 


a 


cosa:= 


91) 


sinar  =+- 


ß 


j«_!±|!=l+^(^_±i)«_««j*   . 


bei  denen  die  folgenden   Bedingungen  wegen  der  Vorzeichen 
beachten  sind. 

Wenn  der  Bogen 
X  =  Arccos 


a 


■m 


\^ 


2+132+1 


V  (=¥±-' J-  ""i 


i 


■ 

sich  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt  ^  so  muss  mait  bi 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men ^  dass  dbj^  positiv  wird,  d.h.  man  muss  das  obere  oder  untere^ 
Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  der  Bogen 


a:  =  Arccos 


OL 


'>  +V(— 2-^»-«''' 


2 


2      ) 


1 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  in 
der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichungen  das  Zeichen  so  neh- 
men, dass  ±/3  negativ  wird,  d.  h.  man  muss  das  obere  oder  un- 
tere Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  negativ  oder  positiv  ist. 

Ferner  ist  nun  auch 
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_f ß_ 

coaa:      sidj; 


"  +-^ 


coso;        sin  o; 


Ikr  der  Kflrze  wegeo 


"* ;^=JlfTiV, 


COS  o:        sinor 


coso;    '    smo? 


Wdl  aber  nach  84) 


ey  +  e-y         tt        ey^e-y '       _^ 

2  cosa;  *  2       "*  *^  sin  a: 


id  folglich 


ey= -r^^5       e-y=: +  -r^-- 

coso:        siDo:  cosor        sinor 

',  so  ist 

(-^-^)(^+J-)=i. 

Vcoso;      sina;/\cosa:    '    sino:/ 
fo  nach  dem  Vorhergehenden 

»raus  sich 

i(Jf  +  iV)+l(ilf— iV)=0, 
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96)   g«y=r     ^ ^^° ^^  ^ VttH/g^sili2 ar« 


i.td 


ß  sin  2a? + Va«  +  jJ^si  n2a:^ 

s 

oder 


97)^  e-%=  *" 


P  sin  2:ir  ±  V^«*+  /5«»in2a:« 
/5sin2a:  =F  VaH/5*s»n2a:« 


...'!< 

■»'3 


Folglich  ist 


■  —  a 

98)     < 


'    11 

*■  '1 


mit  der  Bestimmung  ^  dass  man>    weil  e^y'\-€r-^  offenbar  imnHNr 
eine  positive  Grösse  ist,    in   der  ersten  dieser  beiden  Gleidum- 'i 
gen^9  und  also  natürlich  auch   überhaupt  in  allen  vorhergehenMlv^ 
Gleichungen,  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  musSyjeiiadk*v' 
dem  a  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist. 

Nach  94)  ist  al^o  immer  mit  derselben  Bedingung  ivegeö  der 
Vorzeichen  , 

i/sin2ar 
«  = 


«  cos2a:  ±  Va«  +  jS«  sin2ar2  ' 

*    r 

folglich  k 

sin2a;  -  acos2:r  ==  dfc  V^?+^^sin2^», 

oder,   wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt,    nach  einigen  leich- 
ten Verwandlungen: 

tang2a:— 2«= (««  + /?«)  tang2a: , 
und  folglich 

2a 
99)    tang2a?=^_^a^|yt  • 

Weil  nun 
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1  +  tangira*    ''"*'•*'  ^  1+  tang^ar« 
U,  so  ist»  wie  man  leicht  findet: 

100)       ' 

(1— lyg— ^2)2 

cos2ar*  -  4^  ^  (l^I^a— ^2  • 

[Nach  dem  Obigen  war  aber 

sin^^tr — acos2ar  =3  Jt  V^«*+|3*öin2a;* 
•1er 

cos2a:(tang2a:—  a)  =  l:V«H/5*sin2j:*, 

Im  obere  oder  untere  Zeichen  genommen ,  jenachdem  »  positiv 
fim  negativ  ist.    Also  ist 


«(1+«H^)^^^, 


lad  folglich 


9^  -  j-  i/"    «^(H-«H/g^)^ 

-1^  -  ±  \  4a«  +  (l~aa— ^2)2' 


101)     cos2a:=  ±  L-^-J?  Y 


a* 


4c2+(l.— «a— j52)a 
oder  nach  99) 

102)    cos2a; = ±  fa^V  4^(1-««-^» ' 

Weil  nun 

8in2:r  =  cos2a;  tang2j? 
ivt»  so  ist 

Lr  =  ±2Y 


a« 


103)      sin2.r  =  ±2\  J^^i^^^äll^a  • 
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96)  e%=     ^Bfa^±V^«H-p^iii2x« 


et 
a 


ß  sin  2a?  T  Va«  +/3«si  02^:« 


oder 


97)  c-«y=  " 


P  sin  2a:  ±  V^«*+  ßH\n2x^ 


FolgUch  ist 


98) 


mit  der  Bestimmung,  dass  man,    weil  e^y+er-^  offen 
eine  positive  Grosse  ist,    in   der  ersten  dieser  beiden 
gen^  und  also  natürlich  auch   überhaupt  in  allen  vorhe 
Gleichungen,  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  mu 
dem  a  eine  positive  oder  eine  negative  Grusse  ist. 

Nach  94)  ist  aläo  immer  mit  derselben  Bedingung 
Vorzeichen 

itöin2a; 


«cos2a:±  Vo»  +  /3asin2ar2  ' 
folglich 

sin2ar  -  acos2a:=  ±  Va*+^«siitt25», 

oder,   wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt, 
ten  Verwandlungen: 

tang2a: — 2«  ==  (a»  + /3») 
und  folglich 

99)    tang2:r  =  rz 
Weil  nun 
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Da  man  aber  bekanntlich  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder 
untere  Zeichen  nehmen  mnss^  jenachdem  a  positiv  oder  negativ 
ist,  so  ist  offenbar 

104)      sin2a:=== -7=======  , 

uild  folglich,  weil 

^    '     sin2a; 

ist: 

I 

105)    cos2ar  =  77====!=^==  . 

Wir  müssen  also,  damit  die  Gleich^ng  j 

'\ 

sin2;ir — acos2:c = + VaH/?*s»n2a:2 

zugleich  mit  den  oben  riicksichtlich  der  Vorzeichen  ausgesprochen 
nen  Bedingungen  erfüllt  werde,  den  Bogen  oc  so  bestimmen,  dasei 
zugleich  • 

1  2a 

106)     .  =  ^Arc8in  ;^^==== 

1  .  1— «a— ä« 
=  z7Arccos —  — r- 

2  V4«a+(l-«a— |S*)a 

ist,  welches  offenbar  immer  möglich  ist. 
Weil  nun,  dies  vorausgesetzt, 

sin2a:  -  «cos2a: = + VäH^2sin25« 
ist,  so  ist  nach  98) 

2(sin2:t: — acos2a:) 


e^-\-e-^u=z 


107) 


a 


et 


folglich 


e^y  +  e-^      sin2a:— ttcos23? 
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oder 


ÜBo,  weil 


1— «a— ß* 
cot2;ir  = s — ^ 


ist: 


e^  +  c-2y       e*y+l       1 + aHß^ 


Aas  dieser  Gleichung  erhält  man 


Li. 


,4,;  =  f+(l+^)* 


^'    «1  folglich 

1CJ8)    ?/~4l«2+(i_|3)2- 
Also  hat  man  jetzt 

109)    Arctang(«+^\^-l)=;r  +  j  1  ^-^jt.gja 

WO  SP  so  bestimmt  werden  muss,  dass  zugleich 

1  2« 

a;  =  ;r  Aresin  - 


v^—i. 


2  V4a2  4- (1  —  «2—^2)2 

1  1— ««-./ja 

=  ?rArccos 


2  V^4a*+(1— «2-/32)2 

ist    Man  kann  aber  offenbar  auch 

110)     Arctang(a + /?  V^) 

—  2  ^'^^^•^"*^l-«2-./3«  +  4  *  ««+(1— jS)2-  ^      * 


U* 
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setzen,  wenn  man  nur  den  Bogen 

Arctangj^;^-^;^!^ 


80  nimmt,  dass  er  sich  im  ersten ,  zweiten,  dritten,   vierten  Qua-» 
dranten  endigt,    jenachdem  a  positiv  und  1—a^—ß^  positiv,  a  po-  " 
sitiv  und  1 — a^ — ß^  negativ,  a  negativ  und  l— «* — ß^  negativ,    a.| 
negativ  und  1— «^ — ß^  positiv  ist. 


§.9.        - 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  wollen  wir  jetzt  auch 

111)     Arccot(«+/?V"^)=ar  +  3^V^  ,    | 

betrachten.    Aus  dieser  Gleichung  folgt  -^ 


cot(;ir  +y  V^ZTl)  ==«  +  /?  VITl , 
d.  i.  nach  52) 


+  e-2y  ^2cos2a:  --  «  +  P  V  — 1  > 

und  folglich 


2sin  2a: 

6% 


_^ 2sin2;r 

"""   62y  +  e-*y— 2cos2:r" ' 
112)     ■ 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 

a 2sin2;r 

oder 


e^_«-.,=  -2^"2x^ 


oder 


.       ,  2/5sin2a:    ^ 

a 


A 


I 


» *. 
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Li. 


113)     e*y+^^e^-l=:0. 

htfch  Auflösung  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf  e%  als  unbekannte 
Sr5sse  erhält  man 


114)      e^yzz: 


a 
a 


ß  sin  2a:±\ru^  +i3asin2.T« 
(der 


115)t'-%=- 


L 


ß  sin  2x  ^STa^+ßHin^x^ 
fein2ar  ±  STa^+ß^siu^a:^ 


ist 


116)     ] 

CK 

fo  wieder  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen^  und  also  na- 
firlich  auch  überhaupt  in  allen  vorhergehenden  Gleichungen ,  das 
ibere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  a 
noe  positive  oder  eine  negative  Gr5sse  ist. 

Nach  112)  ist  also 

iesin2^ 


«= 


±  Va*+/5asin2&2-acos2a?  * 
dglich 

sin2a:  +  acos2:r=  ±VaH/3*sin2ar*, 

od,  wenn  man  nun  auf  beiden  Seiten  quadrirt,  nach  einigen  leich 
»  Vervrandlungen: 

tang2ar  +  2« = («»  +  ß^)  tang2ar , 
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also 


117)    tang2a;=~j^^3^. 


Gianz  auf  dieselbe  Art  wie   im  yorigen  Paragraphen  findet  man 
hieraus 

sin2a;2  = 


118)  ' 

Nun  war  aber 

sin!2a:  +  acos2a:=+ V^^+^^sIn2i^ 


oder 


cos2ar(tang2a:  +  «)  =  +  V^aH/5%io2^«»  *f 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,   je- 
nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.    Also  ist 


cos 


K-F:^+«)  =  ±V.'+       '^^ 


4a2  +  (l— a2_^)2» 
d.  i. 


l_-.a2_^   cosÄr~.±^  4a2  +  (l-«*:-/?2)2' 
und  folglich 


119)     cos2ar=+ --^  ^ 


2 


4«2^.(l_a2_(S2)2 

Weil  nun 

sin2:r  =  cos2a:tang2a; 
ist,  so  ist 


;in2.tr  =  ±2\ 


a* 


120)      sin2.^  =  ±2\3^^j— ,3^,, 


165. 

also,   da  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  Zeichen, 
nehmen  muss^  jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist: 

und  folglich»  weil 

^         sin2a: 

ist: 

Wir  müssen  also»  damit  die  Gleichung 

sin2:i:  +  acos2a: = i  VaHß^s^ti2x^ 

■gleich  mit  den  oben  riicksichtlich  der  Vorzeichen  ausgesproche- 
WBä  Bedingungen  erfüllt  werde,  den  Bogen  x  so  bestimmen»  dass 
■gleich 

1  2« 

123)     ^  =  2  Aresin  ^^^:=^^^^^^^^ 

1  ,                         1— ««— /S« 
=  TT  Are  cos  — —? 

2  V  4a«  +  (1  -««— j52)« 

'•    ist,  welches  offenbar  immer  möglich  ist. 
Weil  nun,  dies  vorausgesetzt, 

.  sin2a;  +  acos2a? = db  Va«+^^Sn2^ 
ist,  so  ist  nach  116) 


^        2(sin2a;-f  <ycos2a?) 
124) 


a 


folglich 


f^  +  e-^u  __       sin2a:  +  «cos2j? 
ß-Av  —  e-^y  ""  |3sin2;r 
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Wenn  der  Bogen 


Arccos 


sich  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  d^ 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  j'enacbdem  ß  negativ  odi 
positiv  ist 


Wenn  der  Bogen 


a 
Arccos 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  im 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  jS  positiv  oder  jj^^ 
gativ  ist.  iRf  ä 

Auf  ähnliche  Art  ist 

129)    Arccosec  (a  +  /5 V"^  )| 

■    *'    vi 


=     Aresin 

i 

_  ■ 


ji±^^±^  +  V'(i±^±^y_«,j^v^^ 


mit  folgenden  Bestimmungen  wegen  der  Vorzeichen. 
Wenn  der  Bogen 


a 
Aresin 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  negativ  oder 
positiv  ist. 

Wenn  der  Bogen 
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Arcsio 


sich    im  zweiten    oder   dritten  Quadranten  endigt»    so  moss  man 
das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder 
l  negativ  ist 

Mittelst  der  Gleichungen 

Aresinv  (a  +  ßV^^-I)  =  Arccos(l— a— /3  V"^) , 

Arcco8v(a+/3V^)  =  Arcsin(l-a— /SV^) 
wQrden  sich  endlich  auch  leicht 

Arc8inv(a+jjV^ — 1)  und  Arccosv(a+/3V^ — 1) 

eotwiekelu  lassen ,  indem  man  die  entwickelten  Ausdrucke  auf  der 
Stelle  erhält,  wenn  man  in  den  bekannten  Ausdrücken  von 

Are  cos  (a  +  ß  V"---~l)    und    Arcsin(ix  +  ßV^ —  1) 
1— ff  für  ex  und  —  j?  für  ß  setzt. 


§.  11. 


"Es  scheint  nicht  unzweckmässig  zu  sein,  dem  Obigen  die 
iblgenden  kurzen  Bemerkungen  über  die  Differentialquotienten  ima- 
ginärer Functionen  hinzuzufügen. 


Erklärimg. 


Unter  dem  Differentialquotienten  einer   imaginä- 
ren Function 

wo  ^(jx)  und  Tf;(a:)  reelle  Functionen  von  a:  bezeichnen 
sollen«  weichen  man  wie  bei  reellen  Functionen  auch 
durch 

TheU  X\.  12 
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Wenn  der  Bogen 


Arccos 


w 

sieh  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  das^ 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  j'enachdem  ß  negativ  oder' 
positiv  ist. 

Wenn  der  Bogen 


Arccos 


sich  im  dritten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen ,  jenachdem  ß  positiv  oder 
gativ  ist. 

Auf  ähnliche  Art  ist 

129)    Arccosec  (a  + 13  V"^  )| 
=     Arcsin  — — - — — ,  r- 


mit  folgeDden  BestimmnDgen  wegen  der  Vorzeichen. 
Wenn  der  Bogen 


Arcsin 


sich  im  ersten  oder  vierten  Quadranten  endigt,  so  muss  man  das 
obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  negativ  oder 
positiv  ist. 


Wenn  der  Bogen 
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Aresin 


a 


{ ]±^.^  +  \[Q±^y_  „,j  Kv^+-p 


fteh  im  iweiten  oder  dritteo  Quadranten  endigt ,  so  moss  man 
Am  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem  ß  positiv  oder 
segati?  ist 

Mittelst  der  Gleichungen 

Aresinv  (a  +  ßST — 1)  =  Arccos(l— a— /3  V  —  1) , 

0 

Arcco8v(a+/3V.^)  ==  Arcsin(l-a— /3V^) 
wflrdeD  sich  endlich  auch  leicht 

^  Arc8inv(a+jJV^ — 1)  und  Arcco8v(a+/3V^ — 1) 

•Mckelu  lassen ,  indem  man  die  entwickelten  Ausdrucke  auf  der 
Ue  erhält,  wenn  man  in  den  bekannten  Ausdrücken  von 

Are  cos  (a  +  j5  V^—  1)    und    Arcsin(a  +  j3V — 1) 
/-«  ffir  ex  und  —  j3  für  ß  setzt. 


§.  11. 


Es  scheint  nicht  unzweckmässig  zu  sein,  dem  Obigen  die 
MgeodeD  kurzen  Bemerkungen  über  die  Differentialquotienten  ima- 
liiärer  Functionen  hinzuzufügen. 


Erklärung. 


Unter  dem  Differentialquotienten   einer    imaginä 
res  Fvnction 


wo  9(jr) 

solleB, 

iirch 

TWIXX. 


ind  '^*{x)  reelle  Functionen  von  x  bezeichnen 
eichen  man  wie  bei   reellen  Functionen  auch 


VI 
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ztib«KMchnen  pflegt,  versteht  man  dieGrusse 

Sa:    —    dx    '^     dx    •^~^' 
die  man   also  aus  der  Gleicbung 

immer   leicht   d^urch  Differentiation^  der  reellen   Fuoc- 

tionen  <p(x)  und  if;(a:)  erhalten  kann, 

■  "*. 
■ ,/ 

In  der  That    enthält  die  vorstehende  Erklärung  Alles, 
bei  der  Entwickelung  der  Differentialquotienten  imaginärer  Fun< 
nen  zu  wissen  nuthig  ist;  dieselbe  ist  durch  diese  Erklärung 
mittelbar   auf  die   Entwickelung  der   Differentialquotienten   re 
Fbrnctione»  zurückgeführt,  mit  welcher  man  nur  die  in  dieser^ 
handlung    entwickelte  Theorie  der  imaginären  Grössen  za  verJ 
den  hat,    um  in  allen  Fällen  die  Differentialquotienten  imaffiiil^ 
Funfetionen  mit  Leichtigkeit  und  ohne  allen  Anstoss  eutwicKela  ^ 
können.      Nur    hat   man  wohl  fest  zu  halten,    das»  die  aus  dtc 
Gleichung 

abgeleitete  Gleichung 

I 

8a?   •"    Öof    +     8a:    ■^~*' 
oder  in  anderer  BezeidiiHing 

I 

durchaus  nur  das  Resultat  der  obigen  Erklärung  ist,  und  dass  in 
vorstehender  Gleichung 

dx 

seinem  eigentlichen,  mit  Willkührlichkeit  in  der  obigen  Erklänrag 
aufgestellten  Begriffe  nach,  durchaus  nicht  mit  den  in  obiger  Gm* 
chung  In  ganz  ähnlicher  Weise  bezeichneten  Grössen 
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a^)  at(£) 

cx  da: 

verwechselt  werden  darf.  Als  die  Differentialqaotienteii  reeller 
Faoctionen  sind  dem  eigentlichen  und  ursprünglichen 
Beg^riffe  des  DIfferentialqnotienten  nach 

UDd  -7C — 

X  ex 

\ 

/ 

die  GrSnzen'y  denen  die  Differenzenquotienten 

rieh  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern ,    wenn  ^o:  sich  der 

Nall  nähert    Dass  aber  von  einer  wirklieben  Annäherung  ^n 

«ine  bestimmte  Gränze  .nur  «wischen  reellen  Grossen  die  Uede 

Irin  kann«  versteht  sich  wohl  von  selbst»  da  ja  dabei  von  wirklichen 

CrtOalsenvergieichungen,    in  Bezug   auf   das  Grössere 

ud  Kleinere,    immer   nothwendig   die   Rede  sein  muss.    Und 

li  Twi  einer  solchen  Grossenvergleichung  in  Bezug  auf  das  Grris« 

•ve  und  Kleinere»  nach  meinen  Begriffen  wenigstens,  bei  oder 

nrimsben  imaginären  Grössen  gar  keine  Rede  sein  kann,   so  darf 

Mcb,  wie  schon  erinnert,  in  der  ans 

f(x)  =  g>(x)+iß(x).V^l 
gezogenen  Gleichung 

Bß^_  d(p(x)      8^^^^_ 
dx  de    '*'    dx     ' 

gewiss 

Sßx) 
dx    ' 

'^i>iem  Begriffe  nach,  nie  mit 

-K—      oder     — ^-- 
ox  ex 

^^^wechselt  werden.    In   der  That  ist  auch  -^ —     eigentlich    nur 

^^^^as  Symbolisches,  und  nur  das  Resultat  oder  das  Product  der 
^^igen  an  sich  willkufarlichen  Erklärung  der  Oifferentialquotien- 
^^ti  imaginärer  Functionen. 

Die   Erklärung    der  Differentialquotienten    reeller   Functionen 
4s  derGrXnzen,  denen  die  entsprechenden  Diffetenzeftquotienten 

12* 
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sich  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  uähern,   wenD*  das  Increment   : 

der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  sich  der  Null  nähert,  ist  ^ 

etwas  ganz  für    sich   Bestehendes  und  bildet  die  eigenthümiiehif»  i 

Grundlage  der  gesammten  Differentialrechnung.  \ 

■    /  ■    ; 
Die  Erklärung  der  Differentialquatiehten    imaginärer  Fanctio*  » 

nen,    so  wie  dieselbe  oben  gegeben  worden    ist,    ist  auch  etwatf  ' 

för  sich  Bestehendes,  entspringt  aber  erst  aus  der  Erklärung  der 

Differential quotienten  reeller  Functionen,  oder  setzt  dieselbe  voraus. ' 

Beide  Erklärungen  dürfen  nicht  mit  einander  verwechselt  wer- 
den, und  am  allerwenigsten  dürfen  i 

-K--      und      -^— > 
ox  ox 

jenachdera  f(x)  eine  reelle  oder  eine  imaginäre  Function  ist,  ■  al^ ' 

gleichbedeutende  Dinge  betrachtet  werden.  /ji* 

■  I. 

Wenn   nun  der  verehrte   Verfasser  des  Aufsatzes  Nr.'L   U 
diesem  XXsten  Theile  des  Archivs,  Herr  Professor  Dr.  Mats 
in  Prag,  in  diesem  zunächst  gegen  Cauchy,  Schlorailch' 
mich    gerichteten  Aufsatze   darauf  besonderes  Gewicht  zu 
scheint,     dass   eine   imaginäre  Function    in    besond 
Fällen    einen    reellen     Differentialquotienten     ha 
könne,   so    muss  ich  mir  darauf  zu  erwidern  erlauben,   dass'ldll' 
daran  seit  meinem  ersten  Studium   der   Differentialrechnung  noch 
nie  einen  Augenblick   gezweifelt   habe.    Denn   warum  sollte  ^eoüi 

in  der  aus  der  Gleichung 

■I 

gezogenen  Gleichung 

^fjx)      8(p(x)      8^(x)     /-— j- 

nicht    in    gewissen   besonderen  Fällen   der  Differentialquo- 

B'Üf(x)  m 

tient      V       der  reellen  Function  i/;(a?)  verschwinden  können?  um  ^ 

aber  in  der  Kürze  den  Grundfehler  und  den  Grundirrthum  aufzudecken, 
welcher,   nach  meiner  unmaassgeblichen  Ansicht  wenigstens,  der 

fanzen  Auffassungs  -  und  Anschauungsweise  des  verehrten  Herrn 
'erfassers  des  oben   erwähnten  Aufsatzes  beiwohnt,    erlaube  ich 
mir  Folgendes  zu  bemerken: 

Eine  imaginäre  Function  kann  in  besonderen  Fällen  allerdings 
einen  reellen  Differentialquotienten  haben*),  aber  durchaus  nur 


*)    Woran  am  wenigsten  ich  selbst  jemals  geiweifelt  habe. 
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U- 
OSi 

nim- 


in  dem  Sinne»  in  welcfiem  (der  obigen  Erklärung  z 
folge)  eine  imaginäre  Function  überhaupt  blo 
einen  Differentialquotienten  haben  kann;  nie  und  ni 
»«rmehr  aber  in  dem  Sinne  eines  wirklichen  und  eigentlichen 
Uifferentialquotienten  einer  reellen  Function ,  als  der  Gränze  närn- 
SA;  welcher  der  betreffende  Differentialquotient  sich  bis  zu  jedem 
Miebigen  Grade  nähert ,  wenn  die  Veränderung  der  unabhängi- 
gen Yeränderlichen  Grösse  sich  der  Null  nähert. 


Oder  ganz  kurz  gesagt: 


SfM 
da' 


und 


da: 


sind«  jenachdem /'(o:)  eine  reelle  oder  imaginäre  Fuuc- 
tton  ist,  an  sich  ganz  verschiedene  Dinge,  die  nie 
ilit  einan  der  verwechselt  werden  dürfen. 


...   ifasc 

BgS 


Dass  Herr  Professor  Dr.  Matzka  Beides,  ^le  es  mir  wenig- 
scheint, mit  einander  verwechselt,    und  Beides  gleichbe- 
nimmt:   darin  liegt  der  Grundfehler  seiner  ganzen  Auf- 
-  und  Anschauungsweise,    ßf och  einmal:    limine  imagi- 

t Function  kann  sehr  wohl  einen  reellen  Differentialquotienten 
ly  aber  nur, in  dem  Sinne,  In  welchem  eine  imagi- 
l|ft  Function  überhaupt  nur  einen  (sogenannten)  Diffe- 
flitiaiquotienten  haben  kann,  keineswegs  in  dem  Sinne 
ihs  (wirklichen  oder  eigentlichen)  Differentialquotienten  einer 
Jcdkn  Function. 

Hiermit  ist  aber  für   mich  wenigstens  vollständig  aufgeklärt, 

wie  Herr  Professor  Dr.  Matzka   in  dem   erwähnten  Aufsatze  zu 

den  von  ihm  gemachten  sogenannten  Einwürfen  gekommen  ist. 

Wer  in  die  oben  mehrfach  hervorgehobenen  Verwechslungen  ver- 

ftUt,    wird  sich  allemal  nothwendig  in  ähnlicher  Weise  ausspre- 

eben    müssen.     Widerlegt   hat   daher    auch    Herr    Professor  Dr. 

Matzka  von  allen  dem,  was  ich  in  der  von  ihm  angeführten  Stelle 

■eines    „Leitfadens    für  den    ersten  Unterricht   in  der 

ioheren  Analysis.   Leipzig.  1838.*'    und  anderwärts  gesagt 

kbe,  gar  Nichts,  vielmehr  dürften  alle  Bemerkungen  aus  einer 

verfehlten  Grundansicht   hervorgegangen  sein ,    wie  ich  schon  in 

der  seinem  Aufsatze  am  Ende  beigefügten  Bemerkung  anzudeuten 

■ff   erlaubt  habe.    Und  deshalb   wird  denn  auch  des  trefQicheii 

Cavchy  vortreffliche  Schreibart: 


/ 


a;       2  '"^  ' 


iwofern  man  das  Differential  --  in  dem  eigentlichen  und  Ursprung- 
icheD  Sinne  des  wirklichen  Differentials,  oder  vielmehr  den  Diffe- 
reotialquotienten  -  in  dem  eigentlichen  und  ursprünglichen  Sinne 
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des  wirklichen  Differentialquotienten,  als  einer  Gränze^welcber  sie 
Differenzenqaotient  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert» 
Ax  sich  der  Null  nähert^),  was  nur  bei  reellen  Functionen 
lieh  ist,  nicht  in  dem  abgeleiteten  mehr  bloss  symbolischen  2 
des  Differentialquotienten  einer  imaginären  Function ,  der  ml 
nem   an    sich  gar  nichts  zu  thun  hat«    auffasst,    auch   fo 
aanz  unangetastet  stehen  bleiben.    Weshalb  ich,  obg 
ich  Herrn  Professor  Dr.  Matzka's  Ansichten  in  keiner  Weise 
len  konnte,    seinen  Aufsatz  doch  habe  abdrucken  lassen, 
sich  schon  in  meiner  Schlussbemerkung   zu   diesem  Aufsatz^ 
gedeutet;    hauptsächlich  aber  geschah  es  auf  seinen  mehrms 
sehr  dringender  Weise  gegen  mich  wiederholten  Wunsch, 
muss  ja  das  Archiv  zur  Austauschung  entgegengesetzter  Ai 
ten  Gelegenheit  darbieten.    Nur  darf  ich  als  Herausgeber  ii 
teresse  meiner  Leser  mir  nicht  erlauben,    dergleichen  Conti 
sen  zu  weit  auszudehnen.  Daher  betrachte  ich  die  Verh 
lungen  über   diesen  Gegenstand   jetzt  auch   vorlS 

geschlossen,     indem    ich  glaube,     dass  dieselben    vollst 
inreichen,  damit  jeder  Leser  sich  selbst  ein  ürtheil  zu  bilde 
Stande  ist;  und  tveiter  ist  zunächst  nichts  erforderlich. 


*)  Und  das»  nur  dieser  Sinn  an  der  angefahrten  Stelle  a 
„ L  ei  tf  a  d  e n  s  '^  von  mir  festgehalten  worden  Ist,  hätte  HerrProfess 
Matzka  schon  aus  dem  Orte  selbst,  wo  meine  Bemerkungen  si< 
Systeme  befiaden,   entnehmen   können. 
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's 

■!l 


.y.  ^^^ 


ftebier  die  FasspnnktcurTen  der  Ke 

^elsclinitte. 

V 

VoD  dem 

Herrn  Doctor  Schütte^ 

Lehrer  an  dem  Pädag^giam  xu  P«itbii«. 


kt  eine  Curye  in  der  Ebene  gegeben «  ausgedrückt  durch  eine 
Bleichang  zwischen  ihren  rechtwinkligen  Coordinaten ,  und  ausser 
>>r  ein  Punkt,  dessen  Coordinaten  seien  a'und  ß;  zieht  man  fer- 
fCf  an  die  Curve  alle  nur  möglichen  Tangenten  und  fallt  von  dem 
<!9teD  Punkte  auf  jede  derselben  Perpendikel >  so  liegen  die 
Wcbschnittspunkte  der  einzelnen  Tangenten  und  der  respectiven 
Perpendikel  a|if  einer  neuen  Curve,  welche  die  Fusspunktencurve 
i^annt  wird,  und  in  Bezug  auf  welche  der  feste  Punkt  der  Pol 
ttisst«  Die  Coordinaten  des  Fusspunktes  des  Perpendikels  seien 
inndi;;  hat  man  diese  als  Functionen  der  Variablen  a:  und  ^  und 
brer  respectiven  Ableitungen  dargestellt,  so  dass  sie  unter  der 
•"orm 

erscheinen,  so  kann  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  der 
^leichung  der  gegebenen  Curve  a:  und  y  ellminiren,  so  dass  man 
iine Gleichung  zwischen  §  und  f)  gewinnt,  die  gesuchte  Gleichung 
ler  Fusspunktcurve.  Es  sind  also  zunächst  g  und  rj  als  Functio- 
^  Ton  X  und  y  und  deren  Ableitungen  darzufttellen. 

Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bekanntlich 
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I 

die  Gleicfaufig  des  vom  Pol  auf  die  Tangente  gefällten  'Perpendi-  1 
kels  sei 

in  welcher  die  Coefficicnten  m  und  fi  zu  bestimmen  sind.   Da  die. 
Linie  durch  den  Pol  geht»  so  muss  die  Gleichung  stattfinden 

ßzzzmcc-^-ii, 
woraus  durch  Subtraction  sich  ergiebt: 

iy  — jS=:iii(|-a). 

Der  CoefBcient  m  wird  sein  fn=l :  —  ^»   well  diese  Linie  auf  djf : 

ax  ^    ; 

Tangente  senkrecht  steht,   so  dass  die  Gleichung  des  Perpen^'i 
kels  gefunden  wird:  ittb   i 


,!J. 


\ 

Die  beiden  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  §  nnd  jq   ^ 
kann  man  schreiben : 

Multiplicirt  man  die  erste  mit   -^    und  addirt,  so  erhält  man^ 
woraus  sich  ergiebt: 

Multiplicirt    man  dagegen  die   zweite  mit  gf   und  aubtrahirt,  so 
erhält  man: 
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u-»  +  (^-^)(jy+(^-«)g=o, 


woraiis  folgt 


V  — 


y + ^  (S 


>+(S) 


Nachdem  die  Coordinaten  des  Fasspunktes  auf  diese  Weise  als 
Fimctiooen  der  Veränderliehen  x  und  y,  und  ihrer  Ableitungen 
dargestellt  sind,  können  zwischen  diesen  Gleichungen  und  der 
Cnrvengleichung 

fix,  y)=0 

Ae  VerSnderlichen   x  und  y  eliminirt  werden,    so  dass  man  die 
'.    VaMjpuDktcarve   erhält,    ausgedrückt    durch   eine  Gleichung  von 
te  Form 

F(l,  ri)=0. 

Es  ist  nicht  immer  nuthig ,  die  Coordinaten  des  Fusspunktes  zu 
taschnen,  sondern  es  genügt,  die  Veränderlichen  x  und  y  zwi- 
irien  den  Gleichungen  der  Tangente ,  des  Perpendikels ,  und  der 
Mebenen  Curve  zu   eliminiren,    da  aus  den  beiden  ersteren  die 

nmhe  für  |  und  rj  abgeleitet  waren. 

•  « 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Curven  zweiten  Grades  ist 

ax^  +  öy^  +  ^cx^zO, 

wenn  die  Abscissenaxe  mit  der  Hauptaxe  des  Kegelschnitts  zu- 
sammenfallt, und  die  Oordinatenaxe  durch  den  Scheitel  geht. 
Ans  jener  Gleichung  folgt 

— c  +  V^c«  —  aöy^ 

X  — . 

a 

Um  die  Veränderlichen  zu  eliminireii,  setze  man  sie  als  Functio- 
nen einer  dritten  Variablen,  wodurch  elegantere  Formeln  erhalten 
werden.    Man  setze 

alsdann  wird 

—  c  +  c .  cos© 

*= — -^ — , 
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woraus  man  durch  DifferoDtiireo  erhält: 


c 


^  y  ab 

und 


dy  Ala^cdsq) 

dx'^       1   h  sinq> 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  Perpendikels 
und  der  Tangente»  so  gehen  diese  über  in : 


>)  -Vl<--»S +«-»=»' 


sing) 


c.siny       /      ccostp-^c^kfa  cosy 

oder,  wenn  man  die  erstere  mit  V^frsiDy,  die  zweite  mit V^a6siiiy 
multiplicirt: 

3)  -  V^(ij-|3)cosy  +Vb(S  —  a)siny  =:0, 

4)  ißSTah  siny  +  (  a£  +  c)cosg>  —  c= 0 . 


.  *   . 


Multiplicirt    man   die  Gleichung  A)  mit    ^--a,    die   Gleichung  3) 
aber   mit   ri^a  und  subtrahirt,  so  erhält  man: 

/ 

6)    (I — a)  (a£+c)cosy — f(f— a)  +  aiyCiy^-ftcosyzsO; 


und   multiplicirt   man  die     erstere   mit    oS-fr,     die    zweite    Akit 
V^a  (i/ — /3)  und  addirt,  so  ergiebt  sich : 

6)     ai?V6(i7— /3)sin9-c\^(i7— /?)  +  V6(£— a)(aHc)sing)^0. 
Aus  der  Gleichung  5)  wird  gefunden: 

c(§-«) 

aus  der  Gleichung  6): 


81119)= 


o  VT^(ij-(J) + Vft  (S-«)  («1+ c) ' 
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Sabstituirt 4Qan  diese  beideA  Werthe  in  die  Gleichung: 

smgfl  +  cosgj*  =  1 , 
00  erhält  man 

oder 


Die  Gleichung  für  die  Fusspanktcurven  der  Kegelschnitte  ist  also 
hn  Allgemeinen  vom  vierten  Grade;  in  dem  Falle  jedoch,  dass 
der  Pol  im  Brennpunkte  liegt,  wird  sie  vom  zweiten  und  ersten 
Gilde f  was  an  den  einzelnen  Kegelschnitten  gezeigt  werden  soll. 


I.  Die  Parabel.  * 

Die  Gleichung  der  Parabel  aus  dem  Scheitel  ist 

« 

Setzt  man  in  derselben  a^-^^pcosgy^,  so  wird^=2pcos9>,  so  dass 
man  durch  Differentiiren  erhält: 

cte= — 4pcoacpmnq>d<p , 

dy = — 2psin9)d9) , 

dy  _      1 

Ibc        2  C069  * 

8«txt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  Perpendikels  und 
der  Tangente,  so  gehen  dieselben  über  in: 

2)      27?cos5P— 2pcosg)*  —  S=0. 
Aus  der  Gleichung  1)  erhält  man 

1   ri-^ß 
cos(p  =  -2-g— ^» 

und  wenn  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  2)  setzt,    so 
dieselbe  über  in: 
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oder 

t 

welcher  Gleichung  genügt  wird  durch  £=0.    In  diesem  Falle  iat 
also  die  Fusspunktcurve  eine  gerade  Linie  und  zwar  die  Ordioa-' 
tenaxe  selbst.      Die  Asymptote   sollte  der  Ordinatenaxe  parallel 
und  um  den  halben  Parameter  vom  Pol  entfernt  sein,    föUt  also 
hier  ebenfalls  mit  der  Ordinatenaxe  zusammen. 

Setzt  man  a=0,  ß=0,  so  liegt  der  Pol  im  Scheitel  der  Pa« 
rabel  und  man  erhält  die  Gleichung 

Die  Asymptote ,  gegeben  durch  die  Gleichung  ^     J^ 

ist   in  diesem  Fall  die  Directrix  der  Parabel.     Es  werde  ttSb^   'j 

sucht,    ob  diese  Curve  einen  Doppelpunkt  oder  RückkehrpaAS  'j 

habe.  Schneidet  eine  Curve  sich  selbst,  so  dass  ein  Doppelpaiil    •' 

entsteht»    so  muss  es  in  diesem  Punkte  zwei  Tangenten  gdl^epN  '{ 

und  da  die  trigonometrische  Tangente  des  von  der  Abscissenifadl  *  ^ 

und  der   geometrischen  Tangente   gebildeten  Winkels  durch  den   ", 

dii 
Differentialquotienten  -j-     ausgedruckt  wird,  so  muss  dieser  zwei 

verschiedene  Werthe   haben.     Es  muss  daher  eine  quadratisi^be 
Gleichung  gefunden  werden,  aus  welcher  sich  jene  beiden  Wertba    - 
bestimmen    lassen.      Wenn   die    Curve   gegeben    ist    durch     die    . 
Gleichung 

deren  partielle  Differentialquotienten  ^  und  J^   für  zwei   zusaa- 

mensehoriee  Werthe  von  ar  und  p  verschwinden,     so  nimmt  der 

Differentialquotient  -^  oder  g~  :  /-  die  unbestimmte  Form  |\  an, 

so   dass   es   keinen    bestimmten  Werth  der  Tangente    zu  gebea 
scheint    Das  vollständige  Differential  wird: 

oi       dy   dx 

Durch  abermaliges  Differentiiren  erhält  man  eine  quadratische  Glei- 
chung, aus  der  man  zwei*  Werthe  von  ^  findet.  Eswird  nemlich: 
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dx*  +  Sx 


oder  da 


Toraosgesetzt  war: 


WeoD  aus  dieser  Gleichung  sich  zwei  reelle  Werthe  fär  -^  erge- 
hen»  so  schneidet  die  Curve  sich  selbst  in  dem  durch  Jene  zu« 
nnmengehörigen  Coordinatenwerthe  angedeuteten  Punkte.  Erge- 
Wtt  sich  zwei  gleiche  reelle  Werthe,  so  fallen  die  beiden  Tan- 
nteo  zusammen  und  die  Curve  hat  einen  Rückkehrpunkt  oder 
MIhrt  sich  selbst. 

ya]  Es  war  die  Gleichung  gefunden 

His  durch  Differentiiren  gefunden  wird: 


Wj 


df 


%, 


=z4ya:+2py. 


Diese  partiellen  Differentialauotienten  verschwinden  für  die  zusam« 
■sngenSrigen  Werthe  07=0,  y  =  0.  Die  abermalige  Differentia- 
tbn  giebt: 

wdclie  partiellen  DifferentialquotieDten  für  jene  Coordinatenwerthe 
Ibergehen  in: 


555=®'  gi^=0,  -^,=5^. 


Die  Gleichung 
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Sa:« 


wird  alsa  verwandelt  in: 

woraus  sich  die  beiden  gleichen  Wertbe  ergeben: 

Die  Curve  hat  also  entweder  einen  Ruckkehrpunkt,   oder  sie  be- 
rührt sich  selbst. 

Es  ist  der  Krümmungshalbmesser  zu  betrachten»  der  bekanntT 
lieh  ist 

Hm '  ■  ■ 


Wenn    die    Curve  sich   selbst  berührt  >    so    muss    q    für   dkwM'/'^ 

/  Punkt  einen  endlichen  Werth  behalten  und  darf  auch  nicht  gl^Mll   'j 

Null  werden.    Denn   wenn  der  Krümmungshalbmesser  uneadlk%  J 

fross  wird«  so  ist  die  Curve  in  jenem  Punkte  eine  gerade  Limite   ] 
.  h.  sie  hat  einen  Inflectionspunkt;  wird  er  dagegen  gleich  Nidl»    i 
80  ist  gar  keine  Krümmung  vorhanden ,  d.  b.  die  Curve  hat  einen 
Inflectionspunkt. 

Die  Gleichung 


1% 


=  0 


wird  erfüllt»  wenn -jr^   unendlich  wird,   während  ^  einen  end- 
lichen Werth  bewahrt.    Durch  Differentiation  der  Gleichung 


erh'ält  man 


l)  .v(2a;+p)g+3(«  +  3a:«==0 


und  durch  abermalige  Differentiation: 


2)     y(2^+i')^»+(2^+pj(Sy+^i+«*=o 
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Aas  iler  Gleichunq  ])  wird  gefundeo:  ^ 

dx  y(jLx-\^py 

welches  Differential  fiir   jene  Goordinatenwertfae  xz=zQ,  y=:0  die 

0 
nnbestiniDite  Form  a    annimmt.  Aus  der  quadratischen  Gleichung 

war  bereits  fär  dasselbe  der  bestimmte  Werth    y   =0  gefunden, 

und  wenn  man  diesen  in   die  Gleichung  2)    substituirt»    so  geht 
dieselbe  über  in 


3) 


3^(2.r+;>)g  +  6ar=0. 


UM  man  die  Gleichung  der  Curve 

2y^x+2x^  +  py^=0 
,  Mcb  3f  auf,  so  wird 


*9t 


y 


wJtAles  in  die  Gleichung  3)  substituirt  liefert : 


x\r^2xC2x+p)'S^+(jx=0> 


f/^3 


woraus  folgt: 


Setzt  man  jetzt  x^Oy  so  i^ird  -j^^  unendlich,  daher  der  Krflm- 
muDgsfaalbmesser  gleich  Null. 

Der  Pol  ist  daher  selbst  ein  Riickkehrpunkt  der  Curve ,  und 
da   --#-  die  trigonometrische  Tangente  des  von  der  Abscisscnaxc 

und  der  geometrischen  Tangente  gebildeten  Winkels  ist,  so  folgt, 
dass  dieser  Winkel  gleich  Null  und  die  Abscissenaxe  selbst  die 
geometrische  Tangente  ist. 

Es  soll  nun  untersucht  werden  ,  unter  welchen  Bedingungen 
Überhaupt  die  Fusspunktcurven  der  Parabel  einen  Doppelpunkt 
oder  Rfiekkehrpunkt  haben.  Es  sind  daher  die  partiellen  Difte- 
rentiatqnotienten  zu  bilden.    Die  allgemeine  Gleichung  war: 


} 


TheU  XX. 


L3 
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Durch  Differentüren  erhält  man  aus  derselben: 
g =%(y-i3)  +  4a:(;r-a)+2(ä:-a)2 , 

welche    partielleo  DifferentialqaotienteD  för  ar=:«  und  yr^ 
schwinden.    Durch  abermaliges  Differeotiiren  gewinnt  man : 

g^  =4(x-^a)  +  2p; 
welche  fär  jene  Wertfae  übergehen  in : 

%=^'      3%=^^^'      %=^P' 
SO  dass  die  Gleichung 

die  Form  annimmt: 

woraus  gefunden  wird: 

dx  •    p  I     ' 

Ob  eine  oder  zwei  oder  gar  keine  reelle  Tangente  vorhi 

ist,    das  hängt  offenbar  von  der  Wurzel  V*/3^  —  'ipa  ab.  Is 

selbe  grösser  als  Null,  so  giebt  es  zwei  reelle  verschiedene 

dy 
the  von    -^  und  somit  zwei  verschiedene  Tangenten^   d.  t 

Pol  ist  ein  Doppelpunkt;  ist  dagegen  |3^— 2pa=:0,  so  erhält 
nur  eine  reelle  Tangente  und  der  Pol  ist  ein  Ruckkehrpunkt 
endlich  /3*— 2;ia  negativ,    sii  wird  die  Wurzel  imaginär,    an 
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schneiden  sich  im  Pol  zwei  iroaginlre  Tangenten»  and  derselbe 
ist  ^iu  isolirter  Punkt.  Liest  nun  der  Pol  auf  der  Parabel  >  so 
ist  alle  Mal  ß^--2pazs0,  und  der  Pol  isteinRuckkefarpunkt;  dage- 
gen wird  ß^ — 2pa  positiv,  wenn  der  Pol  ausserhalb,  negativ  wenn 
er  innerhalb  der  Purabel  liegt^  was  sich  folgendermassen  bewei- 
se« Iflsst 

£s  liege  der  Pol  ausserhalb  der  Parabel ;  dann  sind  nur  diejenigen 
Fälle  zu  betrachten,  wo  er  auf  der  positiven  Seite  der  Abscis- 
senaxe  liegt,  da  für  ein  negatives  a  die  Grosse  ß^—^pa  alle  Mal 
positiv  wird.  Man  ziehe  die  Ordinate  ß,  welche  die  Parabel  in 
fagend  einem  Punkte  schneiden  wird.  Die  Ordinate  dieses  Punk- 
,t»  sei  m  und  es  sei  ferner  ß=zm+Y,  Es  wird  die  Glei^bang 
l  «tfstehen  m^— '2pa=0.  Substituirt  man  den  für  ß  gefundenen 
Werth,  so  wird 

ß^-^^pa = w«  +  2my+y2_2;?a = 2tny+y^ , 

wddier  Ausdruck   immer  positiv  ist,    da  y  und  m  beide  positiv 
änd. 

Es  liege  der  Pol  innerhalb  der  Parabel.  Man  ziehe  wieder 
&  Ordinate  ß  und  verlängere  sie  über  den  Pol  hinaus  bis  zum 
Dvdischnitt  mit  der  Parabel.  Alsdaqn  wird  ß=m — y  zu  setzen 
sctt,  daher  der  Ausdruck 

/S2~2;?cf=mHr^— 2iny -2pcf, 

*N  da  auch  hier  m^-^2pa=^0  ist,  so  wird: 

/5*-2joa=y2^2iiiy. 

« ist  aber  y  ein  Tbeil  von  m,  daber  2»«y>y*,  also  wirdß^ — 2pa 
Ae  negative  Grösse,'  der  Pol.  ist  daher  ein  Doppel -Rückkenr- 
^er  isolirter  Punkt  för  die  Curve^  jenachdem  er  ausserbalb,  auf 
<4er  innerhalb  der  Parabel  liegt. 

Es  sollen  nun  einige  dieser  Curven  quadrirt  werden.  Für  den 
yÜt  dass  der  Pol  im  Scheitel  der  Pars^bel  li^gt,  ist  die  Gleichung 
I  -  «er  Fusspnnktcurve : 

I  2y^a:+py^+2x^=0, 

Wotans  man  erhält: 


V"~2a?3 


^  die  Ordiimte  nur  dann  einen  reellen  Werth  hat»  wenn  die 
^»spisse  negativ  Ist,  so  kann  man  — a:  statt  a:  schreiben,  worauf 
»an  erhält: 


13* 
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y 


^x 


Bezeichnet  F  die  Fläche,  welche  von  der  Absoissenaxe,  derCurve 
und  den  Ordinaten  y^  y^  eingeschlossen  wird,  so  ist,  weoD -^,j 
x^  die  zu  jenen  Ordinaten  gehurigen  Abscissen  sind: 


F=  I     ^ydx. 


tr 


In  diesem  Fa41e  wird  daher 


"=/"  s[^  ^- 


Den  zu  integrirenden  Ausdruck  kann  man  schreiben: 


oc' 


l  vi— 


dXi 


60  dass  man  durch  Integration  erhält: 


Um  die  zwischen  der  Abscissenaxe  derCurve  und  der  Asymptote  ] 

P  4 

liegende  Fläche  zu  berechnen,  setze  man  a:i=:0,   0*2  =^,  worauf 
man  gewinnt: 

3  • 

F=  «2  P^  { arcsin( —  1)— arcsin(+ 1)  | 

3p^t7g 

—  32    ' 

woraus  sich  die  zwischen  der  Curve  und  der  Asymptote  liegende 
Fläche  ergiebt: 
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FüTa.-=— ^,   ßzzzO    geht   die   Gleichung' der    Fusspanktcurve 
über  in: 

woraus  man  gewinnt: 

Da  aach  hier  die  Ordinate  nur  dann  einen  reellen  Werth  bewahrt« 
wenn  die  Abscisse  negativ  ist/ so  schreibe  man  — x  statt  +x, 
ao  dass  man  erhält: 


»=(t-')V^' 


iroraiis  folgt: 


F= 


V  px  —  x^ 


dx. 


IKes  Integral  lässt  sich  zerlegen,  so  dass  man  erhält: 


Es  ist  aber 


A 


X 


yfpx—x^ 


dx  =  —  yfpx—x^-^-  j  arcsin 


P 

,x  — T- 


K^)' 


/^ 


ar« 


STpx^x' 


:^^dxz=Z   


%Et£v-^ 


_^a 


3p 


"^^  arcsin 


'-r-^^)' 


ido 


80.  dass  man  nach  Substitution  dieser  AusdrGcke  erhält: 


r- 


^ 


und  wenn  man  zwischen  den  Grenzen  x^   und,  X2  integrirt: 
J    *  ydx = — 2  "^  pari— a:i*^  ^j/>  +  x^^  +  ^ V  ^0:2—^2*1^4^  H 


32  ^*( 


arc  i^n 


4 


—  arcsm 


P 
4 


)• 


:.'    H, 


af. 


Da  der  Pol  ausserhalb  A&  Parabel  liegt,  so  muss  er,    wie  oboi'j 
bewiesen   wurde,    ein  Doppelpunkt  der  Curve    sein.      Der  halbe  L 
Flächeninhalt  des    geschlossenen  Theils  der  Curve  wird    mitUnJ 

gewonnen,   we»in  man  in  obiger  Formel  setzt:  Xxs=Qi  •r^^^^^M 
dass  man  erhält: 

7  9 

Fisg2  }^{»i^csin(  -1)  --afcsin(+l) } +§/>^ 

mithin  der  gesammte  Flächeninhalt: 


2i='=?(i«+9)- 
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Die    Ellipse. 

Die   Gleichung   der   Ellipse   aus   dem   Scheitel   der    grossen 
Are  ist: 


6«a:«+oV— 2062^=0, 


woraus  maD  erhält: 


y 


-  6         ^• 


Seilt  man  y=6sin9,  so  wird  x=a'i-acosq>,  und  wenn  man  diffe- 
rentürt: 

dv        ■  frcosop 
da?  =  — osinqprfg),    rfy=6cosg)rf9,    ax'-aslnq)  ' 

Im  Gleichung   der  Tangente  geht  nach   gehöriger   Substitution 
in: 


(6 — a— »acosy)^^.^^  +  (i; — ba\nq>) 


a8in(p 


=0, 


He  des  Perpendikels  in: 


oder  wenn  man  beide  mit  asin9  multiplicirt: 


1)  —  b(7i—ß)co8(p + a(f — a)cos9> = 0 , 

2)  afi6in<p+b(i — a)cos9— «6=0. 

Moltiplicirt  man  die  Gleichung  2)  mit   £  — a,     die  Gleichung   1) 
mit  17  und  subtrahirt,  so  wird 


— bti(rj—ß)cosq> — 6(£ — a)  (£— a)cos9 + a6(5— a) = 0 


oder 


3)  t  viV-ß)  +  Ö-«)  (^-«) }  cosgv-aft-a)=0. 

Multiplicirt   man    dagegen  die  Gleichung  1)  mit  S  —  u,    die  Glei- 
chung 2)  mit  ti  —  ß  und  addirt,  so  ergiebt  sich: 

«(f — *a)  (6 — a)s\n(p'{-afj(y'^ß)8\ug>—ab(fi — ß)  =0 


1 
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oder 

4)  |(2-e)(;-«)+,(q~)3){«Bv-Ä(ir-j3)=0. 

Ans  den  Gleiehon^eB  3)  iumI  S)  «fcäk  Baa : 


coaq)  = 


¥l-ft+(5--<')(l-»)' 


Mittelst  der  Gleichong  e(Mijfl  +  amtp'=i  geniniit  mamz 

i»j(n-ft-HI-«)(l-«)l*~ 

oder 

Die  FoHpoDklcnnren  der  Ellipse  werden  daher  dvrch  eineL 
chiin|{  vom  vierten  Grade    aas^edrOckt   Diese  siod  £;immtlicb 
»chloraetie  Ciirven,    da  fDr  keinen  reellen  Werth  Vftn  ^  die  O... 
»ate  jf    unendlich  wird,   oder    aiDgekehrt,      daher    auch      niemals 
Aaymptnten  vorkommen. 

Setzt  man  in  der  gefnndenen  Gleichnng 

a=a~e.    |S=0, 

d.  h.  liegt  der  Pol  in  dem  Brennpunkte  der  Ellipse,  so  erbSltmai 
eine  Gleichung  zweiten  Grades.    Es  ivird  nemlich: 

Verlegt   man  die  Coordinatenaxen   den  frfiheren  parallel    in  dei 
Brennpunkt,  so  ist  zu  euhstituiren: 

|=a7  +  <i--e,    ri—-j/; 

worauf  man  erhült: 

LDnt  nmii  die  Klammern  auf,  so  wird 

und  wenn  man  fUr  «'  seinen  Werth  e^^a^ — 6i^  sohstiltürt: 
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woraus  folgt: 
oder - 

Man  erbält  also  die  Gleichung  eines  Kreises ,  dessen  Cenirum  der 
Blittelpunkt  der  Ellipse,  dessen  Radius  die  halbe  grosse  Axe  ist. 

^Vird    in  der  ursprünglichen  Gleichung  gesetzt  a=Ü5   ß=Of 
1.  h.     liegt  der  Pol   im   Scheitel  der  grossen  Axe,    so  geht  die 
.  Gleiehiing  über  in: 

welche  eine  den  Epicycloiden  ähnliche  Curve  darstellt.  Fragt  man 
nach  dem  Flächeninhalt  derselben,  so  wird  es  bequem  sein,  Po- 
larcoordinateD  einzufuhren.    Setzt  man  zu  dem  Ende 

x^=QC08g>,    y=zQs\ng>i 

iro  ^  den  vom  Pol  an  irgend  einen  Punkt  der  Curve  gezogenen 
Radins  vector,  g)  dagegen  den  Winkel  bezeichnet,  den  dieser  mit 
dar  Abscissenaxe  bildet,  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

a^Q^cosg)^  +  b^gHinq)^ = (  9* — a^cosy  )^ 
oder 

'6*sing>^= Q^ — 2aQCosg> . 

Der  Flächeninhalt  eines  von  den  beiden  Rad.  vect.  p^  und  p2  ^^' 
grenzten  Sectors  wird  bekanntlich  ausgedrückt  durch  die  Formel 


1    /^y» 


9t 


Es  muss  daher  q  als  Function  von  9  dargestellt  werden.  Durch  Auf- 
lasen jener  Gleichung  ergiebt  sich 


I: 

r      und 


p=/t  cosg>  +  V  a*cos9*+6*sing)® 


daher 
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oder 

4)  ( (!-«)  (S-o)  +  v(.V-ß)  i  sinqp  -  b(ij-ß)  =0 . 

Aus  den  Gleichnngen  3)  und  4)  erhält  man : 

«(!-«) 
Mittelst  der  Gleichung  cos^^-f  siD9>^=l  gemnnt  man: 

l«J('?-^)+(l-«)(l-«)p~ 

oder 

a'  (^-«)'' + ft»(i»-(5)a = { )?(i?-iS)  +  (l-a)  (!-«)  1  * . 


•  -iil 
i 

„et 

Die  Fusspunktcurven  der  Ellipse  werden  daher  durch  einMl 
chung  vom  vierten  Grade  ausgedrückt.  Diese  sibd  sämmtlicA 
schlossene  Curven ,  da  für  keinen  reellen  Werth  von  x  die  t] 
nate  y  unendlich  wird»  oder  umgekehrt»  daher  auch  oTed 
Asymptoten  vorkommen. 

Setzt  man  in  der  gefundenen  Gleichung 

d.  h.  liegt  der  Pol  in  dem  Brennpunkte  der  Ellipse»  so  erhält] 
eine  Gleichung -zweiten  Grades.    Es  wird  nemlich : 

Verlegt    man  die  Coordinatenaxen    den  früheren  parallel   in 
Brennpunkt»  so  ist  zu  substituiren : 

worauf  man  erhält : 

Lust  man  die  Klammern  auf»  so  wird 

und  wenn  man  für  e^  seinen  Werth  c^=a* — 6*  substituirt: 


x^xHy^) + y^^icHy^) — 2ex(xHy^)  -  b\xHy'^) =0 . 
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Ferner  ist  * 


/*     z*dt        _zyffl-eH^       a*    P      zdz 

Sobstituirt  man  auf  gehurige  Welse  5  so  wird 

'  a  #cos9»V  a^^e^8infp^dg>  =  — arceos(-  sio^) 

—  g  a  Va*  — e*8iiig>*r  sing>+  -^  J  . 
Daher  gewinnt  man  endlich: 

1    Z*?'»  a*  +  e^ 


9i 


—  2  a  V^a®— c*sin9a*(singxB+  5-2) 
+  j  a  Va^-e^sin^T*  Tsinyi  +  ^J 
+  -—  { arc  cos  (  —  sinqpa) ""  arccos(  —  sin^j ) } . 
Setzt  man  nun  (pi==:0,  92=^9  ^o  ^>fd 

o 

=  j  t7r(3a2-e«) . 

Da  dies  die  Hälfte  des  gesammten  durch  die  Curve  eingeschlos- 
senen Flächenraomes  ist 5  so  wird  dieser  selbst: 

2F=gt7r(3a2-e2). 
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Es  sei  zu  untersuchen ,  unter  welchen  Bedingungen  die  Fus«- 
punktcurven  der  Ellipse  einen  Doppel -Rückkehr-  oder  isolirten 
Punkt  haben.  Bildet  man  die  partiellen  Differentialqootienten  aus 
der  Gleichung  i 

{ (a:-o)  (a:-«)  +  iy(y^i?) }«  -  a2(ar-a/-.  62(2^-/3)«=0, 

so  erhält  man: 


-* 


%-=n  (x-a)(a;-u)  +y(j-|S) }  (2ar-o-a)-2a»(«-o) .' 


dx 


^  =  2 }  (x~a)  {x-a)^  y(g-  ß)  \  (^-ß)  -  26%-/?) . 


Diese  partiellen  Differentialquotienten  verschwinden  für  ^ 


y=ß;  die  abermalige  partielle  Differentiation  liefert: 
^=4{(x-a)  (x-a)+y(y-ß)  |  +  2(.r-o-«)«-2a«, 


g^  =  2(2a:-«-«)(2y-^), 

I 

P=4|  (x-a)  (or-«)  +  yiy-ß)  ]  +  2(2y-|J)a-2&». 
Ffir  x==a,  y=ß  geben  diese  Differentialquotienten  über  in: 

g=2a2-4««.     ^^  =  %a-a)ß,    g=2(/5--6»). 
Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

dx^'^^dxdydx'^  dy^\dx)  ~"' 
80  erhält  man 

««-2««  +  %a-a)ß%  +  (^-*«)  (^X=0, 
woraus  man  gewinnt: 
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Der    Werth    von    -?-    hängt  offenbar  von  der  Wurzel  ab ;  jenach- 
dem  die  GrOsse 

Sosifiv,  negativ.  Null  ist,  giebt  es  zwei,  keine,  eine  Tangente. 
ene  GirSsse  VFird  aber  offenbar  Null,  wenn  der  Pol  auf  der  El- 
Bpse  Hegt,  sie  wird  positiv,  wenn  der  Pol  ausserhalb,  negativ, 
wenn  er  innerhalb  der  Ellipse  sich  befindet.  Dies  lässt  sich  ähn- 
lich wie  bei  der  Parabel  beweisen.  Der  Pol  liege  ausserhalb  der 
Ellipse.  Man  ziehe  die  Ordinate  ß^  welche  grosser  wird^ls  die 
tu  der  Abscisse  gehörige  Ordinate  der  Ellipse  m;  es  sei  also 
ß^m+y.    Ferner  wird  die  Gleichung  stattfinden: 

a«/»«  +  6«««— 2a6%=0. 

Nachdem  der  Werth  fiir  ß  substituirt  ist,  geht  der  Ausdruck 

Iber  in 


Jrf  Mithin  positiv.  Schneidet  die  Ordinate  ß  die  Ellipse  gar  nicht, 
m  muss  a  entweder  negativ  oder  grösser  als  2a  sein.  In  beiden 
nBeD  bleibt  der  Ausdruck  positiv. 

Es  liese  der  Pol  innerhalb  der  Ellipse.  Man  ziehe  wieder  die 
Ordinate  ß  und  verlängere  sie  über  den  Pol  hinaus  bis  zum  Durch- 
ichnitt  mit  der  Ellipse.    Dann  wird  zu  setzen  sein 

/3  — //i  — y, 

während 

a^m^  +  6«a2  —  2b^aa  =  0 . 

Sobstitiiirt  man  den  Werth  für  ß,  so  wird  der  fragliche  Ausdruck 
übergehen  in: 

a2(m2-2my+y2)  +  b^a^—2b^aa, 

der  sich  mit  Berücksichtigung  obiger  Gleichung  verwandelt  in 

a«(y2— 2my) 

und«  da  y  ein  Theil  von  m  ist,  immer  negativ  bleibt. 

Je  nachdem  daher  der  Pol  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der 
Ellipse  liegt,  ist  er  für  die  Fusspunktcurve  ein  Doppel -Rück- 
kehr- oder  isolirter  Punkt. 
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Der   Kreis. 

Setzt  man  in  der  für  die  Fusspupktcurven  der  Ellipse  gefun- 
denen Gleichung  a=^bz=zT,  so  erhält  man  die  Gleichung  fär  die 
Fusspunktcurven  des  Kreises: 

Setzt  man  hier  a=r,  ß  —  d,  d.  b.  föllt  der  Pol  in  den  Mittelpankt  ^ 

des  Kreises  5  so  wird 


woraus  man  '  -^    / 

die  Gleichung  des  Kreises  selbst^  erhält.  Setzt  man  a=s]|tlfa(k  / 
d.  h.  liegt  der  Pol  auf  der  Peripherie  des  Kreises »  so  wM.Ai  q 
Gleichung  der  Fusspunktcurve:  -  ^ 

•i 

1 

welches  die  Gleichung  der  einfachsten  Epicycloide,  der  Cardl-  \ 
oide  ist.  ^ 

Um  den  Flächeninhalt  dieser  Curve  zu  bestimm en^  ist  es  be»   \ 
quem,    Polarcoordinaten     einzufiihren.      Setzt    man    ^  =  psin9>f 
a?=:9C0S9,   so  geht  die  Gleichung  über  in: 

r^Q^  =  (  Q^^rQQOBCp)  ^ 

oder 

r^siny* = q^* — 2r^cos9> , 
woraus  sich  ergiebt: 

Q  =rcosg)  +  \T^8>mtp^  +  r^cosg>* 
=r  +  rcosg>; 
mithin 

^2  ~  ra-|-2r2cosg>  +  r^cosgp^ 

Die  Fläche  wird  daher  ausgedrückt  durch 


109 

F  =  g  /     *^*rf9)  =  5   /      r^d<p+r^  1      coBq)dq> 
9t  9i  9i 

+  ö*^  /       C06q>^d(py 
«nd  wenn  inaD  die  Integrationen  ausführt: 

Sefait  man  q>i=iO,   q>^=zn^    so  erhält  man  den  halben  Flächen* 
tahalt  der  Curve  ausgedrückt  durch: 

m 

riftin  den  gesammten  Flächeninhalt: 

DtHselbe  gewinnt  man  aus   der  Formel  jener    oben  betrachteten 
IbMpanktcorve  der  Ellipse,  wenn  man  in  derselben  6=0  setzt. 


Da  man  den  Kreis  ansehen  kann  als  eine  Ellipse  mit  der 
Ezcentricität  0,  so  gelten  hier  die  für  die  Fusspunktcurven  der 
Ellipse  gefundenen  Sätze:  die  Fusspunktcurven  des  Kreises  sind 
geschlossene  Curven ,  haben  mithin  niemals  Asymptoten ,  der  Pol 
Mt  entweder  ein  Doppel-Rückkehr-  oder  isolirter  Punkt ,  jenach- 
dem  er  ausserhalb,  auf  oder  innerhalb  der  Peripherie  des  Krei- 
ses liegt. 
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Hyperbel.  ' 

Da  man  die  Gleichung  der  Hyperbel  aus  der  Ellipsengleichang  ] 
erhält,   wenn  man  statt  6^  setzt  — b%  und  — a  statt  a,    so  ge- 
winnt man  durch  dieselbe  Substitution  die  Gleichung  für  die  Fuss* 
punktcurven  der  Hyperbel,  aus  der  Gleichung  för  die  Fuisspunkt- 
curven  der  Ellipse.     Dieselbe  wird:  j 

Setzt  man    /?=0,   azzza — e,    d.  h.  verlegt  man   den  Pol    io  den 
Brennpunkt 9  so  geht  die  Gleichung  über  in: 

a2(|-a+6)«-6V={(£+«)(l-ß+^)  +  ^^l*.      .  ..    -.  ,, 

Verlegt  man  die  Coordinatenaxen  in  den  Brennpunkt,  so  whrd  xa    • 
setzen  sein: 

und  man  erhält: 

I 

und  nach  Auflösung  der  Klammern: 

r 

Substituirt  man  6^=0^-1-6*,  so  wird 

a!*+2exHb^^HyH'2a;^!fH'^ea:yHff^y^ = 0 
oder 

(xHy^)  {a:^+y^+2ex^b^) = 0 , 

woraus  man  gewinnt  I 

und  endlich 

die  Gleichung  eines  Kreises,    dessen  Mittelpunkt  der  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  dessen  Radius  die   halbe  grosse  Axe  ist. 

Setzt  man  jS=0,  «=— a,  d.  h.  liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt 
der  Hyperbel,  so  erhält  man  die  Gleichung 
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und   u-eDn  man  die  Coordinatenaxen    in  den  Mittelpunkt   verlegt, 
so  da«s  zu  setzen  ist 

80  erh&lt  man 

I         Fdr  die  eleichseitige  Hyperbel,  für  welche  a=6  ist,  geht  diese 
Gleichung  über  in 

Ae  Gleichung  «iner  Lemniscate. 

i  Da  die  allgemeine  Gleichung  aus  der  Gleichung  für  die  Fuss- 

ponktcurve  der  Ellipse  gewonnen  war,     so   gelten  auch  hier  die 
Um  dlei  Fusspunktcnrveu  der  Ellipse  gefnndeoen  Sätse. 


Nachschrift    des  Herausgebers. 

I 

Der    Herr    Verfasser    des    obigen    Aufsatzes    schreibt    mir, 
An  sich    ein  Aufsatz    über    denselben  Gegenstand    von    Herrn 
Volf  in   Bern    im  20sten  Bande    des  Crelie'schen  Journals  be- 
Me,  und  dass  die  von  ihm  gefundenen  Resultate  von  denen  des 
Herrn  Wolf  nicht  verschieden  seien,  ja  dass  selbst  der  von  Herrn 
Wolf  eingeschlagene  Weg  der  kürzere  sei.  Wenn  dies  nun  aber 
Mcb  der  Fall  ist,    so  scheint  mir  doch,    dass  der  obige- Aufi^atz, 
abgesehen  von  dem  unbestreitbaren  Verdienst  des  Aufsatzes  des 
Herrn  Wolf,    ein  selbstständiges  Verdienst  besitze,  uud  Anfän- 
gern  eine  gute  Uebung   in  der  Anwendung  der  allgemeinen  For- 
nein der  analytischen  Geometrie  darbieten  könne.  Daher  habe  ich 
FOD  dem  von  dem  Herrn  Verfasser  mir  eingeräumten  Rechte,  nach 
Gutdünken   über  seinen  Aufsatz  verfügen  zu  können,   'Gebrauch 
giemacht,  und  denselben   in  dem  Archive  abdrucken  lassen. 


* 


Mi 
Tlieil    X\.  14 
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Drei  f^eometrische  Tlieoreme.     ^ 

Vorf 

Herrn  Doctor  Beer  * 

za    Bonn. 
f 


Bei  einer  dioptrischen  Berechnung  bin  ich  zu  drei  interessaD- 
teir  geometrischen  Sätzen  gelangt  ^  welche  ich  mir  in  der  Unter- 
stellung, dass  sie  neu  sind,  hier  mitzuth eilen  erlaube,  wenngleich 
ihre  Ableitung  sehr  einfach  ist. 


TAeor^m.  Legt  man  an  eine  Cnrve  des  zweiten 
Grades  und  eine  Fläche  des  zweiten  Grades,  die  <eon- 
^entrisch  sind,  Tangentialebenen,  so  liegen  die  Be- 
rührungspunkte auf  einem  den  beiden  Oertern  eon- 
centrischen  Kegel  des  zweiten   Grades. 

Beweis.  Bei  orthogonalen  Coordinaten  sei  die  Gleichung 
eines  centrischen  Kegelschnittes: 

und  die  Gleichung  einer  mit  ihm  concentrischen  Fläche  des  zwei- 
ten Grades: 
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b  dem  Punkte  (x*,  y\  %*)  lege  man  an  letztere  eine  Tangential- 
ebene; ihre  Gleichung  wird: 

dF       .  dF      ^  dF         dF     ,       dF    ,       dF    ^     ,. 

Und    sie   schneidet  die  Ebene  des  Kegelsciinittes  C  in  der  Ge* 

[    raden  : 

;    woftlr  wir  setzen  wollen: 

px-\-gy  —  2=0. 
für  die  Coordinaten  der  Durchschnitte  von  G  und  C  hat  mau: 

a:^(ccq^+ßp^)  -  (ißp)x  +  (4jS— 9«) =0, 
woför  wir  setzen: 

Ax^+Ba:+C=0.         » 

p<>llen  nun  G  und  C  sich  berühren,    so  mitssen  die  Wurzeln  der 

letxtgefundenen  Gleichung  einander  gleich  werden,  d.  h.  es  muss 
sein: 

i52— 4^C=0, 
^er: 

aq^  +  ßp^—iaß  =  0, 
oder: 

«%'+  dx'  +  fz')^  +  ß(aa:'  +  dy'  +  cz')«—  «13=0. 
J>der  endlich: 

ß  ^ 

^^^86  Gleichung  stellt  eine  den  Oertern  C  und  F  cencentrische 
^/^che  des  zweiten  Grades  dar,  die  durch  jene  Oerter  Tollstän- 
^*^  bestimmt  wird.  Ihr  Durchschnitt  mit  F  ist  der  Ort  aller  ße- 
^V^^ungspunkte  der  an  C  und  F  gelegten  Tangentialebenen.  Und 
i**^^e  Punkte  liegen  hiernach  auch  aul  dem  mit  C  und  F  concen- 
^^^chen  Conus  zweiten  Grades,  der  folgende  Gleichung  hat: 

F-F'=0. 

^^^rin  liegt  aber  der  Beweis  unseres  Satzes. 
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2. 


Theorem.  Beschreibt  man  nm  die  Tangenten  eines 
eentrischen  Kegelschnittes  als  Axen  Rotationscylin- 
der  von  demselben  Radius  und  legt  durch  den  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  an  die  Cyliiider  Tangen- 
tialebenen^ so  umhüllen  diese  einen  Kegel  des  zwei- 
ten Grades,  so  wie  auch  die  im  Mittelpunkte  auf  die 
Tangentialebenen  errichteten  Normalen  einen  Kegel- 
mantel, den  Supplementskegel  des  erst  erwähnten» 
bilden. 

Beweis.  Die  Gleichung  des  eentrischen  Kegelschnittes  sei: 

In  dem  Punkte   (a:',  y'^  0)  lege  man  eine  Tangente  an   ihn;    sfe 
hat  die  Gleichung:  idi;  "^ 

Bedeutet  nun  o  den  Winkel  zwischen  der  Abscissenaxe  und  AbH^ 
aus  dem  Centrum  auf  die  Tangente  herabgelassenen  Perpendikift 
sowie  n  die  Länge  des  letzteren,  so  hat  man: 


•  •  *• 


cosv  ,      sm© 

an  ^        ßn 


Folglich  ist  auch: 


cos©^  .  sintJ^        „ 


a     ^      ß 


Um  unsere  Tangente  werde  nun  ein  Rotationscylinder  gelegt,  flir 
dessen  Radius  wir  der  Einfachheit  wegen  die  Längeneinheit  neh- 
men wollen.  Die  an  diesen  Cy linder  durch  den  Mittelpunkt  der 
Curve  gelegte  Beruhrungs- Ebene  schliesse  mit  der  j:y-E^bene 
den  Winkel  i  ein;  denselben  Winkel  bildet  dann  auch  das  im 
Centriim  auf  sie  errichtete  Perpendikel.  Ein  Punkt  dieses  Per- 
pendikels habe  die  Coordinaten  Xi,  y^j  h  ^^^  seine  Entfernung 
vom  Centrum  sei  r;   dann  ist: 

cci  =  rsin  icosr ,    ^yj  =  —  rsin tcoso ,    «i  =  rcost . 
Nun  ist  aber: 

n8int=  1 , 
wir  haben  also  auch: 
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c 


^1*  =  ^  ^oav^,     y^«  =^  sin»«. 


Hieraus  und  aus  der  oben  (Ui  v,  n,  a  und  ß  gefandenen  Relation 
leitet  man  ab: 

Dnrcli  den  Pnnkt  (xi ,  yi ,  Zi)  legen  wir  eine  Ebene  E  mit  der 
«y-Ebene  parallel;  ibr  Abstand  von  der  letzteren  sei  d;  90  lati 


r«=da  +  a;ia+yi«. 


Sonacb  ist: 


Diese  Gleichunf»  gilt  fär  die  in  der  Ebene  £  gelegenen  Punicte 
alier  Normalen  der  erwähnten  Tangentialebenen.  Jene  Normalen 
Ulden  also  einen  Conus  des  zweiten  Grades;  seine  Uauptaxe 
0ßht   auf  dem  Kegelschnitte  senkrecht,   seine  Nebenaxen  falleo 

41   den  Axen   des   Kegelschnittes   zusammen.     Weitere  Conse- 

pozen  liegen  nahe. 


3. 


Theorem.  Legt  man  in  den  Punkten  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
demselben  Mittelpunkte  an  die  eine  und  andere  von 
Ihnen  Tangentialebenen,  so  bilden  die  vom  gemein- 
samen Mittelpunkte  auf  diese  Ebenen  herabgelasse- 
nen Perpendikel  zwei  Kegel  des  zweiten  Grades. 

Beweis.    Die  Gleichungen  der  Flächen  seien: 

Fi  =  0    und     Fa  =  0. 

Für  einen  Punkt  (x',  y',  2')  der  Durchschnittslinie  bat  man  also: 

Fl'— Fa'=Ä'=0, 

und  K*  ist  eine  homogene  Function  vom  zweiten  Grade,  wenn 
vviederum  unterstellt  wird,  dass  das  Centrum  der  betrachteten 
Oerter  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sei.  Lassen  wir  von 
dem  letzteren  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  herab,  welche  eine 
der  Flächen,  z.  B.  Fi,  in  dem  Punkte  (.t',  y\  %')  berührt,  so  hat 
man  Ar  die  Gleichungen  dieses  Perpendikels: 
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rfF,' 

dFi' 

X       da;' 

z         dz' 
y  -  dF,' 

dy'  dy' 

Die  hier  rechts  stehenden  Ausdrücke  sind  gleichnamige  Quotien 
ten  aus  homogenen  linearen  Functionen  von  x'^  y'  und  z\  Eni 
wickeln  wir  daher  aus  den  letzten  Gleichungen    die  Verhäitniss 


X'         ,  z* 


-7  und  -7^    so  finden  wir  dafür  gleichnamige  Quotienten  ans  hc 

mögenen  linearen  Functionen  von  Xj  y  und  z.  Ihre  SubstitntiiM 
in  die  Gleichung  A'^=0  liefert  folglich  eine  homogene  GieiehaD] 
des  zweiten  Grades  mit  den  Variabein  x,  y  und  Zy  woraus  dani 
folgt,  dass  die  Perpendikel  der  an  die  Fläche  Fi  gelegten  BerOfa 
Tungsebenen  einen  Kegel  des  zweiten  Grades  bilden.  Gleichei 
gilt  von  jPs'und  überhaupt  für  alle  Flächen  des  zweiten  Gradefl 
die  durch  die  Durchschnittsiinie  von  Fi  und  JP^  gehen ,  und  d^ra 
allgemeine  Gleichung  Fi+fiF2=Ü  ist.  .^ 


Aus  den  mitgetheiiten  drei  Problemen  leitet  sich  der  fplL  , . 
bemerkenswerthe  dioptrische  Lehrsatz  ab:  i!^ 

Beschreibt  ein  Lichtstrahl,  der  auf  eine  optfii^ 
einaxige,  dpppeltbrechende  Krystaiiplatte  triftt,  tti 
das  Einfaiisloth  als  Axe  einen  Kegel  des  zweite 
Grades,  so  beschreiben  der  ordentlich  und  ausseid 
ordentlich  gebrochene  Strahl,  sowie  die  Normaiei 
der  ordentlich  und  ausserordentlich  gebrochenei 
Wellen,  ebenfalls  einen  Kegel  des  zweiten  Grades. 
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eber    die    Quadratur   elliptischer 

iSectoren. 

»rtsetzuDg   der  Abhandlung  Tbeil  XVII.  Nr.  XI. 

Vou 

*  « 

dem    Herausgeber. 


ausser  den  in  der  oben  genannten  Abhandlung  von  mir  eut- 
ilten  Ausdrücken  für  den  Flächeninhalt  elliptischer  Sectoren 
es  noch  einen  anderen  sehr  bemerkenswerthen  Ausdruck 
len  Flächeninhalt  eines  solchen  Sectors,  der  von  Lambert 
iden  worden  ist,  und  in  naher  Beziehung  steht  zu  dem  in 
Aufsatze  Theil  XVI.  Nr.  XXXIX.  entwickelten  inerkwürdi- 
A.us(1ruckc  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Soctors. 
Lambert  erscheint  der  in  Rede  stehende  Ausdruck  für  den 
heninhalt  eines  elliptischen  Sectors  als  ein  Ausdruck  für  die 
bei  der  Bewe^j^ung  der  Planeten  um  die  Sonne,  weshalb  die- 
^usdruck  bis  jetzt  auch  eigentlich  nur  in  der  Astronomie  be- 
t  ist,  ohne  in  die  Geometrie,  wohin  er  doch  eigentlich  ge- 
,  Eingang  gefunden  zu  haben.  Ich  \\\\\  daher  in  diesem  Auf- 
}  versuchen,  den  Lambert'schen  Ausdruck  für  den  Flnchen- 
It  eines  elliptischen  Sectors  bloss  in  geometrischem  Sinne 
ifassen ,  und  in  diesem  Sinne  einen  Beweis  für  denselben  zu 
sn,  wobei  ich  mich  an  die  in  dem  Aufsatze  Tbl.  XVII.  Nr.XI. 
ickelten  Ausdrücke  anschliessen  werde.  Vielleicht  wird  da-, 
b  bewirkt,  dass  der  in  Rede  stehende  Ausdruck,  wie  er  so 
verdient,  mehr  Eingang  in  die  Geometrie  findet,  als  dies 
etzt  der  Fall  zu  sein  scheint. 


In  Taf.  IL  Fig.  III*.  sei  über  der  Hauptaxe  AB  eine  Ellipa^^^ 
beschrieben,  deren  srossa  und  kleine  Halbaxe  wir,  wie  gewOhD-^^ 
lieh,  durch  a  und  6  beidchnen  wollen.  Uer  Mittelpnnkt  cfiese-.^^ 
Ellipse  sei  C,  und  F  sei  ihr  einer  Brennpunkt.  F  und  C  weiter ^^ 
wir  als  die  Anfanirspunkte  zweier  rechtwiniili^er  Coordinater:^^^ 
Systeme  der  xy  und  Xtj/i  annehmen;  die  positiren  Theile  d^^  ^ 
Axen  der  x  und  x.  seien  respectice  FA  und  CA ;  die  positiv^^^^ 
Theile  der  Axen  der  w  und  w,  sollen  von  AB  an  nach  oben  *■  -^2^ 
genommen  werden.  Lfeber  AB  als  Durchmesser  denken  wir  ur—^,^ 
einen    Kreis   beschrieben,    und   wollen  nun   in  <fpr  Ellipse  und  j„ 

diesem  Kreise  zwei  Punkte  wie  P  und  P,  in  der  Figur  annehm^^3„ 
so  n&mlich,    dass  diese  Punkte  auf  derselben  Seile  von  AB  1^"%«.' 
gen,  und  die  durch  sie  bestimmte  gerade  Linie  nuf  ^ß  senkre^cr^bt 
steht,  so  dass  ihnen  also  in  den  beiden  obigen  roordinatensy^  -#, 
tuen  dieselben  Abscissen  entsprechen.  Die  Coordinaten  des  Pu^nJ 
te«  P  in  dem  Coordinaten Systeme   mit  dem  Anfans^^punkte  F'Vm 
zeichnen    wir  durch  x,   y;     die   Coordinaten   dts  Punktes  /\       in 
dem  Coordinatensysteme   mit  dem  Anfangspunkte  C  inilgen  dag-gj 
^i<  S\    bezeichnet  werden.     Ziehen   wir  nnn  noch  die  Linien  ^P 
=  r  nnd  CPt=a,   so  soll  der  rnn  der  Linie  FP  mit  dem  posJtf 
Ten  Theile   der  Axe    der  x  eingeschlossene  Winkfl,    inileiu  m*B 
diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  .r  an  duV^ 
den  rechten  Winkel  (.ry)  hindurch  von  0  bis  360°  zählt      '      "^  ^ 
bexetchnet  werden ;     und    eben   so  wollen  wir  den   von 
CPi  mit  dem  positiven  Theile    der  Axe  der  Xi  eingeschlosL. 
Wlakel,  indem  man  diesen  Winkel  von  dem  positiven  TheUe 
Axe  der  x^    an  durch  den  rechten  Winkel  {.x^\)  biodarcfa    '~ 
bis  3G0°  zählt,   durch  m  bezeichnen. 

Setzen  wir  nun   wie  eewühnlich 


und  bezeidinen  deii  nscheninhalt  des  ^ciue  S|>ii7c 
den,  dem  Winkel  tp  entsprechenden  efliplischen  See 
so  ist.  wie  wir  in  der  Abhandlung  Theil  XVII.  ?ir. 
haben: 


I)      S:=^ak  f  .\rccos — 

mit  den  fnlgeitden  Bestimmnngeii : 
Wenn  die  Grüsse 


[MtsiÜT  ist.  »a  mtss  man 


a—T       \  3 

0  <  Arccos  -—  <  j  n     «der  ä  t  >.  Are  c- 
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NbMM,  jenachdem 

0<9<180o    oder     i80^<9><360o 
flt;  wenB  dagegen  die  GrOese 

g — r 

•        e 

M||tiv  iiit,  so  muss  man 

1  '                   a—r                                     o— r      3 
■  ■    rr9r<Arcco8  <»  oder  ^<Arccos ^"o^ 


mlam,  jeoachdem 

l,;.  0<9<I80o    oder    180o<9<360o 

KMenbar  ist  in  völliger  Allgemeinheit 

•I 

nach    der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinateu  und 
bekannten  Satze  von  der  Ellipse  ist: 


ari  =  c+a?,    yi=T-y. 


o  ist 


eil' 
2)        acosoi  =  e-|~'*cos9),     cisinu  =:  y- sin^ ; 


"aus  umgekehrt 

^                    acot^oo — e  ,  6    , 

3)      €089= ,        ainq>  =  —  smco 

;t.    Quadrirt  man  diese  Gleichungen ,    und  addirt  sie  dann  xu 
inder^    so  erhält  man  die  Gleichung 

(öcosw— e)a  +  6*sinc()*=r*. 


(a*— 6*)cosa)2  —  Saccosw  ==  r« — (6«+««) , 


c*co8u^—  2(ieco8w  =r*  —  a*- 
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Löst  man   nun  diese  quadratische  Gleichung   ui  B0Biig  auf  ecoHwrj 
als  unbekannte  Grösse  auf,  so  ergiebt  sich  -1 

,  a  4-  r  ^ 

ecosoD =a-l-r  oder  cosa)  =  — =— >  •  * 

~~  e  . 

wo  aber  das  obere  Zeichen  offenbar  unzulässig  ist,    weil    immer 
a>ß,  also  um  so  mehr  a-fi'^e,  folglich 

— ^  >  1  •  fl 

e 
ist    Daher  ist  in  völliger  Allgemeinheit: 

4)       COSG)  = . 

Bezeichnen  wir  von  jetzt  an  durch  cd  den  Kreisbogen  in  eiMp^ 
mit  der  Einheit    als   Halbmesser  beschriebenen  Kreise»    welehK 
den   bisher  durch  co  bezeichneten  Winkel  misst,    und  überlmp^^ 
dass  offenbar  immer  gleichzeitig  ^&i      -'^ 


IJdft  -3 


und  .         , 

ist,  so  wird  leicht  aus  dem> Vorhergehenden  erhellen,    dass  man 
in  der  Formel  1)  in   völliger  Allgemeinheit  '    ' 


.  a — r 

Arccos =:  w 

e 


zu   setzen  hat,   und  daher  ^us  1)  die  folgende  völlig    allgemein    | 
gültige  Formel  erhält: 

1  e 

5)     S=^^ab{co —  sino). 

Ist  jetzt  Ti  ein  anderer  Radius  Vector  der  Ellipse,  welchem 
an  dem  Mittelpunkte  C  der  durch  den  Bogen  «j  gemessene  Win- 
kel entspricht,  und  bezeichnen  wir  den  diesem  Radius  Vector 
entsprechenden,  wie  vorhergenommenen  elliptischen  Sector  durch 
Si,  so  ist  auf  ganz  «ähnliche  Art  wie   vorher: 

1  e 

Bezeichnen  wir  aber  den  dem  Radius  Vector  rj  am  Brenn* 
punkte  F  efntsprech enden  Winkel  durch  (pi ,  und  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  9>i>9  ist,  den  deip  Winkel  q>i  —  9  am  Brenn- 
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F  entsprechenden  elliptischen  Sector,    welcher   von  den 
Tectoren  r  und  Vt  und  dem,  dem  Winkel  q>i — q>  am  Brennpunicte 
sprechenden  elliptischen  Bo|^en  begränzt  wird,    durch  5;    so 
offenbar  5=Äi— Ä,  also  nach  5)  und  0): 

1  e     .  . 

7)      5  =  s"a6{wi— w —  —  (sin»! —sin od)).  ♦ 

Die  Sehne  der  Ellipse,  welche  die  Endpunkte  der  Vectoren 
inid  Vi  mit  einander  verbindet,  sei  Sy  so  erhellet  leicht,  dass  in 
"  ;er  Allgemeinheit 

8)    Ä«=ra  +  ri2— 2rriCos(9i— 9), 

^•bo,  wIb  man  leicht  findet: 

ö)    (r+ri)«-*a=4rriCos  ^  (91—9)* 


.;*■»■ 


Nach  2)  ist: 

rcosg;  =  acosm  —  e,      rs\nq>  =:  bsinm; 
■■  riCoaq>i  =  acoscox  —  e,    rxsin^i  =6sina)| ; 


rriCos(qp— <)Pi)=(acosa}— e)(acos(Oi— c)  +  66sino)sino>| . 
fkäk  4)  ist 


•ko 


Folglich  ist 


r=:a  —  6cosa> ,    ri=a — ecosa>i; 


n*!  ==  (a  — '  cco8(o)  (a  —  ecosoi) . 


2rr,  cos  ,j  (tpi  —  9)*  =  rri  |  J  +  cos((pi  —  9)  I 

Mi 

:    (a— «cosa>)(a  —  ccosco^) 
4-  (acosoo — e)(<icos(Oi  --e)  +  66sin(osincDi 
:    aa  +  eecosG)coa(Oi  —  ae(cosa}+cosa}i) 
+  aacoscocoscoi  -{-ee  —  ae(Qosco+  coscoi) 
4- nasinciisincox  —  6^sinoosioa)i 
:    aa {li-cos(a)i — w) \  +  ee\  l+cos(wi -f o))— <>2c{e(coso)  +  coswi) 
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laacos  2  (^  —  ®)*  +  ^^  cos  5-  (ooi  +  co)^ 
—  2ae coso  (flOi  —  c»)  cos  ^  (ooi  +  ©) 
also  « 

rrcös  2*  (9)1  — g>)*  =  { acos^j  (coi  —  to)  —  «cos  s-  (c^i+ä)  }  *. 

Folglich  ist  nach  9): 

(r+ri)*— *2=4{acoSa  {g>i— w)  — ecos«  (ß>i+w)}*; 

•  *  ■ 

und  wenn  wir  nun  der  Kürze  wegen 

10)    r+ri+Ä=2p,    r  +  ri— 5  =  2y 

a 

setzen 9  so  ist:  fj    , 

11)    ,pq={acoa^(€()i — w) — ccoss-^«i+o>)l*- 


i 
.1 


Ferner  ist  nach  10) 

also  9  weil  nach  4) 

r=a  — ecosw,    ri  =  a  — ecosoji 

ist: 

p-\-q=i2a — «(cosco+cosoi) 

oder 

j»-f  ^= 2a -T-2ecos  5(0)1—  co)  cosö(ß>i  +  «)» 
und  folglich 

4a^ — 2a(/i-|-^)  =4aecos2(wi  —  g))coS2(«i  +  co)- 

Addirt  man  nun  diese  Gleichung  zu   der  Gleichung  11) ,    so  c 
hält  man 


Daher   haben  wir  jetzt   nach  11)  und  12)  die  beidsD    folgenden 
Gteicliungen; 

!pil=z{acoa^(toi—to)~ecoa^(iOi+m)i*, 
(2a-p)f2a-?)={aco8|K-<B)+ecoB|K+«)l»; 
ft  eleganter  t 

J^1_^)(i-?--?)=Ic.8^«^-«)-^co4k+„),-, 

F  Hdtipliciren  wir  diese  beiden  GJeictiungen  mit  einander,  so  erbal- 
lleo  wir   die  Gleichung: 

=|oosj(o,-o)'-5c:o.j(»,  +»)=!". 
[Au  dieser  Gleichung  erhellet,  dass  dae  Product 

iMe  eioe  positive  GrSse,    und  daher  immer  zugleich 


2U 

oder 


(^)<'-  m<' 


ist.    Wate  aber 


so  wäre  entweder  *  >  1    oder    - — •  S 1.  Im  ersteo  Falle  wl 

a      ■  a 

was  ungereimt  ist>  weil  nach  dem  Objgen  2Qc=:r-fri — s,  undlonü 
r+ri>«  ist.    Im  zweiten  Falte  wäre 

g — a^a,    g^2a 

was  wieder  ungereimt  ist^  weil  immer  r<2a,  ri<2a,  alsor-f^W^ 
folglich  um  80  mehr  r-{-ri — s-^Aa,  also  2g<4a9  d.  i.  ^^SMmI 


.1' 


Daher  kann  nicht 


.j,,i 


sein  5    und  es  ist  also  nach  dem  Obigen  immer 
d.  h.  die  absoluten  Werthe  der  Bräche 


~       und      ^ 

a  a 

I, 

sind  immer  kleiner  als  die  Einhieit. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  q>i^q>  ist^  so  ist^  wie  aus  ein 
einfachen  Betrachtung  der  Figur  auf  der  Steile  erhellet,  aü< 
immer  g)i>q},  und  die  Differenz  co^  —  0)^  so  wie  natürlich  au< 
die  Summe  Oi  -f  Q>  >  ist  daher  immer  eine  positive  Grösse. 

Weil  ferner 
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cos  ly  (wj— od)*—  cos  o  (»i  +  O))*' 

;|cos  j(a>i— (»)— cosg  («i+«)}{co«2  («1— »)+cos^  («i  +ß))| 
: 2 sin ^cosin-n  cdi.2cos 3-  »cos  ^co^  =r  sinosincoi 


ist,  so  ist  die  Differenz 

coss-(a)i— w)*— cos  n-{wi  +00)* 


,|ititt;r  oder  negativ »  also 
^a("i —  w)^ >•  cosaC«!  +  w)*  oder  cos ^(odi — 0>)*<cos2(ö>i+a)) 


2 


idem  sin  CO  und  sincoi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  ha- 
^  d.  h.  jenachdeni  die  beiden  Vectoren  r  und  Vi  auf  einer  und 
pÜben  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Hauptaxe  der  Ellipse 

'■''Nehmen  wir  also  jetzt  an»  dass  die  beiden  Vectoren  r  and 
4  tof  derselben  Seite  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen,  so  ist 
im  absoluten  Werthen  nach 

cos  g  (©1 — (o)>cos  «  (o>i  +  w)  • 


Zugleich  erhellet  aber  sehr  leicht »  dass  in  diesem  Falle  immer 


ilso    coSo"(o>i— «)  positiv  ist.     Weil  nun  a>e  ist, 
ibsoluten  Werthen  nach  auch 


so  ist  den 


*i  ' 


f 


a cos «(ooi— co)>ecos 5-  (coi  +  eo) 


vsor 


cos  2  (o>i-*«>)  >  -  cos  2  (wi  +  05) 
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und  die  erste  dieser  beiden  Grossen  ist  positiv.    Also  sind  offett-^j 
bar  die  Grossen 

coi^(fi)i-.()q)  — -cosj  (»1  +»)» 
cos  2  (»1— cö)+  -  cos  2  (cDi  +  co) 
beide  positiv,  und  nach  14)  ist  folglich:  , 


cos 


cos 


woraus  sich 


■    f     ;   . 


C0S^(0)i  —  ö) 


■*.i? 


4lV"(>+°-?)0+"-?)+V"(>-^)0-^)i 


«         1/      j-    ^ 


I  • 
I,*  ■ 


=Mv^(h^O('+^)- VO-°-?')('-v)i , 


ergiebt. 

Weil  bekanntlich 


2  cos(ci}| — co)  =  4cos  5  (coi  —  ©)*  —  2 


V .; 


ist,   so  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Giei« 
chungen : 

^(«.-»)=(h°-?=)0+"-?)+0-°-?)('-"-?)^ 
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worans   sich  leicht 


'<".-)="-i*=?+ V '-(?)*  V"'-(=?) 


einlebt. 


TV  eil  nach  dem  Obigen  die  absoioten  Werthe  der  BrGche 


und 
a  a 

[Heiner  ab  die  Einheit  sind,    so  ist  es  verstattet 

16)    costf  =  — -  ,       cosr  = ^ 

,    und  zugleich  ist  es  immer  möglich,    u  und  v  so  zu 
L   ndunen,  dass 

Dmon  ist 


also  nach  dem  Obigen 

cos(o>i — o>)=costfcosr  -f  sinasino, 
d.  L 

18)    cos(g>i  —  co) = cos(a— r) . 
IQ)  ist' 

r  +  ri+«=2p,    r  +  ri— «=2g; 
9,  folglich 


a  a 

d.  L  com  <  cosr ;  und  weil  nun 

0<v<ir,    0<r<ac 

ist»  ••  ist  v>r,  also  a — r,  eben  so  wie  «^ — o,  positiv.  DeS' 
cffpebt  sich  aus  der  Gleichung  ISj,  weil  c9|  —  <»  und  a — v 
bade  zwischen  0  und  :s  liegen: 

1f» 


218 

Weil 

sinwi  —  sinoo  =:  2sin  ^  (coi  —  (o)  cos  5-  (coi  +  co) 


I 

Ut,  so  ist 

—  (siniDi— «ino»)  =  sin  2  (o>i  —  w)  •  2  —  cos  g  ^©1  +  co) , 
also  nach  dem  Vorhergehendeo:  ;•  i 

;  .fl 

e  1  6         1 

-(sine»!— sinfi))  =8iü^iu  —  v).2-cos:^(<Oi'\-€Q).  J 


Nun  ist  aber 


j.=V"^^«=V"'i,-("-?!)i. 


cos 


also 


sin^  (m — 1>) 


-■1- 


ti       • 


f-.  f^ 


= 5  lVO-°-?)0+=^)  -N^('+ °-?)('-  °-?')| ' 


und  nach  dem  Obigen  ist: 


^e        1 
S-cos^Cwi  +  o) 


= VO+==«)(i+°-?)-  VO- "-?)('-  °-^)  ■ 
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worans  sich  leicht 


ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Wertbe  der  Brtiche 

— '-       und      — - 
a  a 

■  I  _ 

Ueioer  ab  die  Einheit  sind,   so  ist  es  verstattet 


10)    cosM  =  — -  j      cosr  = ^ 


Mtsen,    und  zugleich  ist  es  immer  möglich»    u  und  v  so  zu 
n,  dass 


f^  Dann  ist 

ibo  nach  dem  Obigen 

cos(q)i— co)=cosi£cosv  -f  sinusino, 

V 

iL 

18)    cos(o>i — od)  =  cos(i«— r) . 
Nach  10)  ist  ' 

also  p  >  9  9  folglich 

a — p  ^  g — y 
— r~  X  — T"^  > 


d.  L  costc  <  C0SI7 ;  und  weil  nun 

0<ii<Jp,    0<r<;i; 

ist,  so  ist  «>!?,  also  m — i?,  eben  so  wie  ©i— ©,  positiv.  Des- 
halb ersieht  sich  aus  der  Gleichung  18),  weil  wi  —  wund  u — v 
andi  beide  zwischen  0  und  n  liegen: 


Thell  XX. 


15 
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Weil 

sin(0|  —  sinoo=:2$in  ^  (wi  —  w^  cos  ^  (coi  +  w) 


ist,  so  ist 

e  .1  e        l 

—  (sino>i— «iDG»)  =  sin  5"  (©i  —  w) .  2  —  cos o  ^©1  +  o>), 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

i  .  •      ■ 

e  1^1 

-  (sine»!— sin w)  =  sin  2  (m  —  t?) .  2 ~  cos ^  («1  +  «>)• 

Nun  ist  aber 


.1. 


also 


sin^  (m — 1>) 


=IIVO-"-i*)0+^')-N^('+°-?)0-°-?')! ' 


und  nach  dem  Obigen  ist: 


2-cos2(coi  +  a)) 


= V  0 + ^)  0+ "-?)  -  V  (>-  "-?X'- "-?) 
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flfadtipliclrt  man  nun,  so  erhält  man: 


e\n^(u —  t>)*2  — cosg-(oO|  +  w) 


ab»: 


1  e        } 

8in  s-  (m  —  c) .  'i  —  cos  o  (coi+w)  =sinu — «ine 


pd folglich  nach  dem  Obigen: 


—  (sinwi  —  sina>)  =sintf— sino. 
nun  auch  coi— G)  =  te — v  war^  so  ist  nach  7): 


19)     5=0061  M— t  —  (Sinti  —  sint?)  \ . 

Will  man  den  Inhalt  £  der  ganzen  Ellipse  haben,    so  muss 
in  dieser  Formel 

r  +  ri=2a,    «=2a 
setieD,  was  p=2a,  ^  =  0  giebt;  also  ist 


costi 


= ^  =  —  I ,        cos»  = ^=z  +  1 ; 


folglich 


u  =  ;r,    r=:0; 


daher  nach  19) 


5"  E  =  ;^ab7t, 


also 
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20)      E=abn,       , 
wie  bekannt. 

Nach  19)  und  20)  ist 

'  •  ■  » 

Weil  nun  u  und  a>  mittelst  der  Formeln  10)  und  16)  bloss,  ans 
'*'-|-'*i9  ^  berechnet  werden  können,  ohne  b  oder  e  zu  kenneii, 
kann  man  auch  das  Verhältniss  $\E  bloss  aus  der  halben>-'llai 
axe  a^  der  Summe  r\ri  der  beiden  Vectoren  r  und  Tij  und 
Sehne  $  berechnen,  ohne  das»  man  die  halbe  Mebenaxe  6  o 
die  Excentricität  e  zu  kennen  braucht. 

Wenn  die  beiden  Victoren  r  und  r^  auf  verschiedenen  ! 
ten  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegen,  so  ist  den  absoluten  Vi 
then  nach 

cos  ö-  (»i  — O)  <  cos  3"  (©1  +  w) . 


Weil  in  diesem  Falle 

ist,  so  ist 

11  3 

1 

also  coSn-(a>i -f- o)  stets  negativ. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass 

0<a}i  — a}<7r,     0<^(a}i  — w)  <  2  ^; 

also     cos^(g>x  —  00)  positiv  sei. 

Ist  dann  den  absoluten  Werthen  nach 

acos  5-  (wi  —  w)  >  ecos  s"  (^  +  **>) 


M   • 


oder 


cos  ^  (Icoi  —  w)  >  -  cos  ij-  («1  +  w) 
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80  bleibt  offenbar  Alles  wie  in  dem  vorher  betrachteten  Falle, 
wenn  die  beiden  Vectoren  auf  derselben  Seite  der  Hauptaxe  der 
Ellipse  liegen,  und  eine  neue  Entwiekelung  der  betreffenden  For- 
melo  ist  daher  nicht  nOthig. 

Wenn  aber  den  absoluten  Werthen  nach 


acos  rt  (coi  —  »)  <  ccos  zi  («1  +  w) 


oder 


COScjCcöi  — co)  <  ^^COSgC«!  +e>) 


Ist;  so  ist  von  den  beiden  Grössen 


cos  j(ß)i  —  cd)  —  "Cos^  (g)i  +  w), 

l  e         l 

cos  i^  (©1  —  (ö)  +  — cos2(«i  +  o)) 

fc  erste  positiv,  die  zweite  negativ.    Also  ist  nach  14): 


cos 


vi'oraus  sich 


cos  2  (o>i  —  «) 


=-i  \^  0+°?)0+i?)  -V(>-°-?^)  (i- v»)i  ■ 


-  cos  2  («1  +  CO) 


=-^1^0+^)  ("+"-?)+ V0-?)0-=?')! 


ergiebt. 

Weil  bekanntlich 
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1 

2cos(a)i— ©)  =4cos  q(g)|  —  ö))2— '2 

ist,  80  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Glei* 
chungen : 

woraus  sich  leicht 


c..,^-„,=s?'.2=J-V^,-(==£y.Vi-(:^»)'  i 

ergiebt 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Briicbe 

■  11(1 /■ 
^^  und  "-^ 


a  a 


kleiner  als  die  Einheit  sind,  so  ist  es  verstattet 

21)     cosw  = ,    cost?  = ^ 

zu  setzen,    nnd  zugleich  ist  es   immer  muglich,    u  und  v  so 
nehmen,  dass 

0<M<7r,    0<r<7r 
ist*     Dann  ist  < 

also  nach  dem  Obigen 

cos(o)^ — eo)  =  costicosp  —  8inifsinv , 
d.  i.  ^ 

23)    cos(wi  —  G))  =  cos(ix  +  r). 
Hieraus  ergiebt  sich 

(Oi — a}==u  +  r     oder     Wj— w=2«  —  (tt+p). 
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jenachdeni 


0  <  f/  +  r  <  %    oder    tt  <  m  +  t>  <  27C 


ist. 


Weil 


siDWi— ßina}=2siD2(c»i -"w)co82  (oH  I  ®) 


ist,  80  ist 


e  1^1 

—(sin»! — sinw)  =siii  ^  (wi  —  ß>).2  ~  cos  ^^  («i  +  w) , 


abo  nach  dem  Vorhergehenden: 

-(sinooi— sinco)  :=sin2(« +  »).2--cos2(a)i  +  ») . 


Ihn  ist  aber 


sui 


l»=v'i^=F'=V"IT'-(=?)i' 


COS 


sin 


also 


sinjCu  +  r)  ^ 


ltV('-°-?)0+"-?)+V(>+-"-?)0-°-?){= 


und  nach  dem  Obigen  ist: 
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Ferner  wollen  wir  annehmen»  dass 

■ 

Itbo    coB^  (iDi—d)  negativ  sei. 

Ist  dann  den  absoluten  Werthen  nach 


•der 


acosn-(o»i— o))>ccos2  (Wi  +  (ö) 


cos2(o>i— «)  >-««»» 2  (P^i  +*")» 


•0  iriml  die  Grossen 


1  e        l' 

cos^  (»i  — »)  —  ~  cos  2  (o>i  +  co) , 

cos  2  (*"i"~'®)+  a  ^®**  2  ^*"*  "^  *"^ 


Wie  negativ.     Also  ist  nach  14): 


008 


»(«,_„)_ieosl(«,+«.)=-V(l-^)(l-^0' 


woraus  sich 


COSn  (coi  —  «) 


=4 IVO + =i-0  0+ '■?) + V  0-?)0~')l  • 


=-^!V(>+^")(h=?)-  V  (•-"-^OO-^?)  ( 


ergiebt. 


16* 
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Weil  bekanntlich 


2eos(c0i — (»)  =  4cos5  (©i  —  w)®— ä 

ist,   60  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Gk 
ehungen: 

^(".-")=0+°-?^)0+"-?)+0-°-?)('-°-?)- 

woraus  sich  leicht 


ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werth«  der  Brfi^    ■ 

— ''       und      — - 
a-  a 

kleiner  als  die  Einheit  sind^    so  ist  es  verstattet 

2o)    cosu  =  — -  y        cos»  = ~  • 

a  a 

zu  setzen,    und  zugleich  ist   es  immer  möglich ,    u  und  v  so  zi 
nehmen^  dass 

ist.     Dann  ist 


26)     si„„=V  1-(^J.    8inr=V'l-(?/5 

also  nach  dem  Obigen 

eos(a)i — co) = cosucosr  -f  sintcsinv, 
d.  i. 

27)    cos(wi— (i))  =  cos(m— r). 
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Hiefaiis  ergiebt  sich,  weil 

7r<(öi— :co<2«,    0<ii — V  <7r 


Weil 


ai|— >a»==2«  — (ti  —  f)) 


sintffi  —  sino) = 28in  s-  (a>|  —  w^  cos  s-  (<»i  +  <») 


IM,  so  ist 


* «  1  e        l 

—  (sißODi— «inoo)  =  sin  ^  (o>i  —  w) .  2  —  cos  5-  (»i  +  w) , 

ibb  Oicb  dem  Vorhergehenden: 


1  c        1 

~ (sini»i— sin«)  =sin^(u  — r).2-cosg:(a)i+w)).  ' 


e 
a 


h  ist  aber 


sin 


\'=r- 


—  COSM 


COS 


»»"2 


L=\ri 


—  cos» 


cos 


^=v^ 


+  cos» 


=VM-C-?)!- 


doo 


sin^(te — t?) 


=iiv  ('-^^)(>+^')  -\ro+--?=)(i-"-i-')i ' 


Qod  nach  dem  Obigen  ist: 
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=-v('+^)0+°-?)+ VC- "-?)('- "-?^) 


'  Moltiplicirt  man  nun ,  so  erhält  man : 


0in^(u — t?)'?~coS2  (D>i  +  a)) 


+ \  (■■^?)v^=M' + f  0-°-?)  V^^ 


also: 

1  e        \ 

sin  Ä-  (m  -*-  ü) .  2  —  cos  rt-  (coi +«))=: — (sinw — sini?) , 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

—  (sinoox  —  sio«})'=  —  (sinw — sint?) . 
Weil  nun  auch  oo^ — (»=27r  — (m— t?)  war,  so  ist  nach  7) 

28)      $=z:^ab{  2:7r— (m— -t?)  +  (sinw  —  sini?) } . 
Wenn  den  absoluten  Werthen  nach 

acos  rt  (ö>i  —  ö>)  ■<  «cos  ^  (wi  +  co) 


"**■•• 


oder 


1  e        A 


ist;  so  ist  von  den  beiden  Grössen 
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C08j(ö)|  — ©)  — -COSgCoh  +(0), 

1  e        l 

die  erste  positiv,  die  zweite  negativ.    Also  ist  nach  14): 


cos 


sich 


cos  5-  (ODi— T<ö) 


i  =-ä  iV  0+-?)0+^)  -V"('-°-?)0-°-?)i . 


-  cos  c^  (Cöi  +  w) 


=- 5 IV"  ('+=i^)(H«-=S)  +  VrilÖ-)  (,_!!=») 


-,N{ 


ergiebt. 

Weil  bekanntlich 

2cos(o)i  --  cö) = 4cos  2  («i  —  w)^ — 2 

ist»  so  erhält  man  aus  der  ersten  der  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen": 

^o.(«.-.,=(i+«-^)(.+  --=»)  +  (.-"-=^)(.-  ^)-. 
woraus  sich  leicht 
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ergiebt. 

Weil  nach  dem  Obigen  die  absoluten  Werthe  der  Bruche 

a  a 

kleiner  als  die  £inheit  sind^  so  ist  es  verstattet 

29)     cosM  = ,    cosü  = *■ 

9 

ZU  setzen,    und  zugleich  ist  es   immer  muglich,    u  und  v  bo  za 
nehmen,  dass 

ist.     Dann  ist 

30)    sin„=\ri-(«-^y.     8in.=V"l-(^»)'; 

also  nach  dem  Obigen 

cos((ü}4 — w)  =  costicosi?  —  sinttsino , 
d.  i. 

31)      COS(0}2  —  ©)  ==  C0S(tf  +  v) . 

Hieraus  ergiebt  sich 

Wj — (ö  =  M  +  ü    oder     Wi  —  ca  z=z2tc — (u+v), 

jenachdem 

TT  <  M  + 1?  <  2»    oder    0  <  m  +  ü  <  tt 
ist 

Weil 


1  1 

sin  Ol — sinG)=2sin^(Q>x  — g))co8^  (coi  -\-  w) 


ist ,  so  ist 
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/ 

— (siowi — sinco)  =  sin  „  (ä>i  —  o>)«2  —  cos  s  (wi  +  e>) , 

also   Dach  dem  Vorhergehenden :  ^ 

e  1  c        1  . 

—  (sini»i— sinw)  =sin5(tt +  t?).2— cosö(ooi  +  üj)  . 

) 

L 
I 

I     Nao  ist  aber 


Sin 


also 


sin  2  (tt  +  ») 


=ltV"('-^)(>+°-?')+Y(>+"-?)0-"-?)}= 


und  nach  dem  Obigen  ist: 


2  -  cos  2  (öl  +  ö) 


= -V  (•+?)  (>+=?)-  V"0-°-?)0-^') 


MultipOcirt  man  nun,  so  erhält  man: 
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1  e        l 

sin  ,2  («  +  v)  .2  -cos^  («i  +  w) 


=-KH?)vr.-(^''y  -  i  (,-==-')  V  .-(==^) 


-K'+^)v^K=?)'  -  l(>-^Ov -(^) 


=-V'-(=?y-  V '-(^r. 


■  N 


also 


.1  c         1 

siD  5  (m  4  tj)  .  2  —  cos  ö  (g)i  +  w)  =  "-  sin?«  —  sin» , 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

—  (sin  (Ol — sina})  =  —  sinw  —  sint?. 

Weil  nun  auch  c»i— a)=M  +  tJ  öder  ©i — c)=2;r  —  (w+r)  war,  je- 
nachdem 

7r,<t£  +  r<27c     oder    0<M+v<7r 
ist,  so  ist  nach  7): 

$:=z^ab{u+v  +  (sinu  -f-  sint?)  j 
32)       {  oder 

5  =  ö  aÄ  { 2?s-—  (M+t?)'+  (sin«+8inr)  | , 

jenachdem 

7r<M+ü<27r    oder    0<t£-f-^'<^ 

ist. 

Wir  wollen   das   Vorhergehende  durch    einige    Beispiele  er- 
läutern. 

Soll  der   Flächeninhalt  E  der    ganzen  Ellipse  bestimmt  wer- 
den, so  müssen  wir 
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Abo  ist 


2f =r -f r|  — «= 2(a — e) ,    9  =  « —  ey 


lieb 


a — p       e  a — q      e 

C08tt  = *-=   -,     CO8P  =     ^  r=  - , 

a  a  au 


abo  a(=v.    Ferner  ist  00=0,  cai=>^n9  also 

flji  — ©=2«,    »1  +  0)=- 2»; 

,2(0)1—0))  =n?,    2(^1  +  ^)  =  ^' 
1     *  1 

CO8cj(0)i  —  0))  =  — 1,       C082(»i  +  0)) 


=-1; 


[ 


ri  daher  offenbar  den  absoluten  Wertben  nacb 

1  e        \ 

co8^(o)i— o)  >  -cos^  (a>i  +  0)). 

r 

Weil  nun,  da  od^ — (oziz^Tt  ist,  dieser  Fall  offenbar  dem  allgemei- 
MD  Falle ,  wenn 

^<  o)i  —  o)<2;r 

ist»  ontergeordnet  werden  muss»  so  ist  jetzt 

jr  <  ©i  —  0)  <  2n; 
and  den  absoluten  Werthen  nacb 

1,  e        l 

COSö(0)i  —  W)  >  —  C0S5(fl)i  +  0)). 

Wir   baben  also  die  Formel  28)  anzuwenden*    Dadurch   erhalten 
wir  5  weil  u=^v,  sinff==sinf7  ist^  auf' der  Stelle 

£  r=  ^^  abJ27C  y    also    E = abn% 


wie  es  sein  muss. 
Tlieil  XX. 


16 
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Wir  wolleo  anoebmeo,    das«  die   beiden  Vectoren  r  ui 
auf  der  Hauptaxe  der  Ellipse  senkrecbt  stehen;  so  ist 

a  a         ■        a 


also 


o  .       .         462  26« 


2jf::i=r+r,  —  j=0,    5^=0; 


folglicb 


a— 1>      -      26*                  a— o     ^ 
cosK==:  — -  =1 «-,    eosu  = ^  =1; 


a 


woraus,  sich  "* 

(26*\ 

ergiebt^  natürlich  Arcoosf  1 ^  )    ssWtschen  0  und  »  ge»^ 

Nun  ist  aber   in  diesem  Falle  offenbar 


cosö)=~,  sinß}=  — • 
a  a 

Ferner    ist     001  =  2n; — a>,    also  cosoi  =  cosoo,    sini)i>i=:-^s 
folglich 


coscDi  =— ,    sin(»x  = 


Weil 


C0|.-:a) = 2jr — ^2a) ,    fio^  -f  <^  =^  2;c 


isty  so  ist 


q(coi— a>)=Jr--a),    s- (äJi  +  oo)  =  75 ; 


also 


1  1 

C0S2  («>i— »)= — ^^•^^    coS5(0i+ff)  =  —  1; 


d.  i. 


'V 
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coBgCcoi— 0))=  — -,     cos.jCoji+a)) 


=  -1. 


diesem  Falle  ist  folglich  den  absoluten  Wertben  nacb 


cos 2"  (wi  —  (o)  =  -  cos  2  («Ol  +  ©) , 


well  nun 


jc  ^  ©X  •"  ®  ^  ^jr 


i,  so  kann  man  sowobi  die  Formel  28)9  als  auch  die  Formel  32) 
iden.    Weil  aber  offenbar 

i,  so  muss  man  die  zweite  der  Formeln  32)  anwenden.  Sowohl 
der  Formel  28),  als  auch  aus  der  zweiten  der  Formeln  32) 
~t  man  aber 


:c:. 


S=lab  {2«-Arcco8 (l-^')  +  ^„V '"Sl  ' 


=5  a6  yln 


Arecos 


0-^)+^^l- 


Man  überzeugt  sich  leicht ,   dass  diese  Formeln  mit  anderen 
der  Lehre  von    der  Quadratur  der   Ellipse   sich  ergebenden 

Fonnelfi  übereinstimmen^  oder  wenigstens  ohne  Schwierigkeit  auf 

dieselben  zurückgeführt  werden  können. 

Für  den  Kreis  ist  a=:6,  6=0;  also 

5  =  2  «*  { 2n;—  Arccos(— 1) }  =:  5  a«(2n;—  n) , 

d,  L  S^:szKa^7t,  wie  es  sein  muss«  da  im  vorliegenden  Falle  das 
flegmeot  5  offenbar  dem  Halbkreise  gleich  ist. 

Setzen  wir  r=ri=a,  also  s=26,  so  ist 


2p=r  +  rt+A=2a+26,    p=a  +  ö; 


16* 
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29=r +  ri-^«  =  2a — 26,    q=za — 6; 


also 


cosn 


a 


1  3 

Ferner  ist  cd  =  5^,     (0]^^  =  ^9r;   also 


(0|— -o)  =  9r. 


ooj  +  00=:  2«; 


Also  kann  dieser  Fall  dem  allgemeinen  Falle,  wenn 

ist,    untergiBordnet  iverden;    und  da  nun  den  absoluten  W< 
nach 

cos 5  (Ot  — -  ß))  <  —  COS5  (q>x  +  co) 


■  \1 


-  '    •! 


.  ■.■.» 


ist>  so  muss  man  die  Formein  24)  anwenden.   Weil  aber  off< 
u-\-v=:7t  ist,    so  muss   es  gieichgültig  sein,   ob  man  die 
oder  die  zweite  der  beiden  Formeln  24)  anwendet.  Die  erste  tm^\ 
mei  giebt 


5=|«6J«+2Vl-^^(- 


Die  zweite  Formel  giebt 


also  wieder 


Das  Segment  5  besteht  in  diesem  Falle  offenbar  aus  der  faalbeir 
Ellipse  und  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  mit  der  Grundlinie; 
26  und  der  Höhe  e.    Also  ist  nach  bekannten  Sätzen 

5=2  C169C-I- ö  •  2^«^ ' 
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5  =  0^6^4-^6 


e 


=V"J5"=^  =  aY  1-«-;   also 


5  =  0"  ^'^  +  ''^ 


v^. 


5  =  i«6j«+2^1-^  , 


wie  vorher. 


Aon  diese  wenigen  Beispiele  werden  hinreichen ,  den  Ge« 
der  von  mir  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  voll- 
za  erläutern. 
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Gleichiuiiircn    der    Bewe^nngr     eiii 
Pendels   auf  der   sieb  um  ibre  Jk 

drebenden  Krde. 

VöD 

Herrn  Doctor  Haedenkamp, 

Lehrer  am  Gyinnasiam  zu  Ha  in  in. 


Um  den  Foucault'schen  Versuch,  der  den  directen Bewei 
Umdrehung  der  Erde  liefern  soll,  erläutern  zu  können,  habe 
mir  die  allgemeinen  Formeln  der  Bewegung  eines  Pendels,  v 
dabei  die  Rotation  der  Erde  berücksichtigt  wird,  entwickelt, 
theile  sie  hier  mit.  Ich  habe  dabei  den  Weg  verfolgt,  den  6a 
zur  Bestimmung  des  Falles  der  Körper  auf  der  sich  drehei 
Erde  eingeschlagen  hat. 


Seien  X,  F,  Z  die  rechtwinklichen  Coordioaten  des  1 
punkts  A  eines  Pendels,  deren  Anfangspunkt  der  Mittelp 
der  Erde  ist,  und  zwar  sei  die  Axe  der  X  senkrecht  auf 
Ebene  des  Aeqüators  und  die  Axe  der  F  senkrecht  auf  dem 
gen  Meridian,  in  welchem  sich  A  im  Anfange  der  Bewegung 
findet.  Für  den  Aufhängepunkt  des  Pendels,  den  wir  mit  ß 
zeichnen,  sei  X=X\  ?  =  F'  und  Z=Z\  Um  nun  auch 
Bewegung  des  Pendels  auf  den  mit  dem  Beobachter  bewegli« 
Horizont  zu  beziehen ,  seien  ferner  für  dieselben  Punkte  A  ui 
.T,  y,  z  und  a,  ß,  y  die  Coordinaten  auf  ein  anderes  Coordins 
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bezogen,  deren  Aofangspunkt  auch  der  Mittelpunkt  der 
st.  Wir  wollen  die  Ebene  der  Axen  Ton  x  und  y  in  der 
orizonte  parallelen  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Erde  ge« 
I  Ebene  annehmen,  und  zwar  soll  die  Axe  der  x  in  die 
ng  von  Norden  nach  Süden  und  die  der  y  in  die  Richtung 
esten  nach  Osten  fallen;  z  fällt  also  in  die  Richtung  des 
.  Um  von  dem  einen  Coordinaten  -  Systeme  zum  andern 
fien  zu  können 4  setze  man 

2l  =  ax  +  bi/ -i- cz  f 

ird  auch  bekanntlich  umgekehrt: 

x=aX+a'Y  +  a''Z, 

z==cÄ  +  &r+&'Z, 

9  Punkte  A  und  B  kann  man  ohne  Fehler  X  mit  X',  F 
und   Z  mit  Z'  parallel  setzen,   so  dass  auch 

jr'=aa +6/3+cy, 

F'=a'a  +  6'iS  +  c'y, 
Z'  =  rt"a  +  6"/5  +  c"y. 

liö  Länge  des  Pendels  /  gesetzt  wird,   so  wird  noch 

r 

e  Grossen  n,  a*,  a'*y  6,  h*  etc.  betrifft,  so  werden  diese 
blich',  wenn  die  Länge  und  Breite  der  Punkte  A  und  B 
jß  und  fi  bezeichnet  werden,  folgendermassen  ausgedrückt: 
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a  =:  sitificosip , 
a*  =  sinfislnif; , 
a"=: — cosfi; 

1)       (ft'zrcosi^, 
6''  =  0; 

C   =C0«|l*C0S1^, 

c"=sin|». 

Da  durch  t/;  aoch  zugleich  Her  Winkel  bezeichnet  vrird,  mBHil-j 

eben  sich  die  Erde  in  der  Zeit  t  gedreht  hat,  so  kann  nan       \^ 

wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Drehung  der  Erde   beiei-! 

8^ 
tet,  il;=nt  und  also  hT  ^=n    setzen. 


2. 


Wir  wollen  jetzt  die  Gleichungen ,  welche  die  Bewegung  fa 
Pendels    unter  dem  Einflüsse  der  Drehung   der  Erde   darsteliei» 
entwickeln.     Ich  betrachte  der  Kürze  wegen  hier  das  Pendel  ab 
ein  einfaches.  Wenn  die  Anziehungskraft  der  Erde  in  dem  Punkte 
A  oder  ß  durch   g   und  der  Radjus  der  Erde  durch  r  bezeichpeC, 
wird,  dann  werden  die  Kräfte,  die  auf  das  Pendel  nach  den  Rich^'' 


tungen  X,   F,  Z    wirken,  durch 


- — f  '—,  ^—  ausgedrückt;  diese 


r        r        r 

geben  in,  Verbindung  mit  der  Bedingung,  dass  die  Bewegung  des 
Punktes  A  nur  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom'  Halbmesser 
/vor  sich  gehen  kann,  folgende  Fundamentalgleichungen  fär  die 
Bewegung: 

d^X     gX      NiX-XO 


8^F     ffY     N(Y-Y') 

^=w+^+  — l — ' 


8^Z      gZ      N(Z-Z') 


Um  die  Bewegung  des  Pendels  gegen  die  im  Räume  beweg- 
liche Ebene  des  Horizonts  kenneu   zu   lernen,    müssen  in  'diesen 
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deiebaogen  die  Grössen  X^  Y,  Z  durch  x,  g,  z  ausgedrückt 
werden.  Zu  diesem  Ende  multiplizire  man  die  erste  dieser  Glei- 
cbangeD  mit  a,  die  zweite  mit  a\  die  dritte  mit  a''  und  addire; 
dann  multiplizire  man  ferner  dieselben  drei  Gleichungen  mit  6,  6', 
b"  und  enalich  mit  c,  c',  &'  und  addire  jedesmal;  dadurch  erhält 
man  statt  der  Torhergehenden   diese  drei  Gleichungen : 


0  =  a 


B^X  .      Ö«F 


8«Z 


iO  = 


gajy  _      g2F 


^w  +^' 


,,8«Z  .   ^z      N{2^y) 

7+  ■"/" 


8<2  +  ^  8«*  ^  -  + 


Liebt  drücken  wir  vermittelst  der  Gleichungen  ])   die  Werthe  fär 

[,ii.ffj[,  8^Yt  ff^Z  durch  ^,  ^,  2;,  a,  6,  c  u.  s.  w.  nnd  deren  üiffe- 

"^  t;.«||ii|ttle  aus;  setzt  man  dann  die  erhaltenen  Werthe  für  8^Jl  u.  s.  w. 

h  die  Gleichungen  2),    so  erhält  man  folgende  dref  Gleichungen: 


0= 


—  Znsiiiftf  AI  +  "— n^co8f(Z-t- -^ — ' 


3)  0 


=S+"»^ßr)+^«"''(l)+^+^'- 


0^0-2.0»,  (|)+  «?+.^b,Z+  Sp). 


Der  Kürze  wegen  ist  a — rrflzizff  gesetzt  und  bedeutet  die  wirk» 
liehe  Schwere  unter  dem  Aequator.  Wollte  man  die  Abplattung 
der  Erde  noch  berücksichtigen  5  so  müsste 


1  sin|Li*      co.sjLt 

^^  —  "T7ä      r 


2 


a' 


b^ 


gesetzt  werden.  Ich  bemerke  noch,  dass  7i^sinftZ  die -«Schwung- 
kraft ftir  die  Breite  fi  nach  der  Richtung  der  Schwere  und  n^cos^iZ 
die  nach  der  Richtung  des  Meridians  zerlegt,  bedeutet;  beide 
Kräfte  sind  also  hier  kleine  Grössen.  Ist,  wie  wir  hier  anneh- 
men, die  Erde  eine  Kugel,  dann  ist  auch  noch  a=0,  /3=0. 

Die  Grössen    —   und  -    kann    man    in   den    vorhergehenden 

Gleichungen  ohne  Fehler  vernachlässigen  und  -  gleich  ]  setzen; 
dadurch  werden  dieselben  folgende: 
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(0=g-2»c.s.(|)  +  ^+f. 

Hierin  ist  für  z-^y  noch  z  und 

^"=(7' +  w*sinftZ=^ — rn^os*ft 

gesetzt,  und  es  bedeutet  p**  die  wirkliebe  Schwere  im  Punkte  A 
oder  By  da  rn^cos^ft  die  Schwungkraft  nach  der  der  Schwere 
entgegensetzten  Richtung  ist.  Diese  Gleichungen  integrirt  beaot* 
Worten  alle  Fragen,  die  man  über  die  Bew^ung  eines  Peodeb 
auf  der  rotirenden  Erde  stellen  kann.  Indessen  sind  diese-  Ißt:^ 
tegrale  in  endlicher  Form  nicht  zu  erhalten ,  obgleich  ein  Integral 
nemlich  ji(9 

c^l^ =5^  *  "-  »i^cosfiZa:  +  C . 

sich  leicht  aus  4)  ergiebt.  Hier  kumnit  es  zunächst  nur  darauf 
an,  die  Grösse  cier  Drehung  d^r  Schwingungsebene,  wie  sie  heim 
Foucault'schen  Versuche  beobachtet  wird,  kennen  zu  lernen.  Der 
Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  för  ^=0  der 
Schwerpunkt  des  Pendels  in  der  Ebene  des  Meridians  liege,  und 
die  Geschwindigkeit  =0  sei.  Multiplizirt  man  nun  die  erste  der 
Gleichungen  4)  mit  y  und  die  zweite  mit  x  und  subtrahirt,  so 
erhält  man: 

^  K        Sfi        )  =^"'"'*  "SP  +2«eos^  -g^  . 

Die  Projection  der  Pendellänge  auf  die  Ebene  des  Horizonts  sei 
Q  und  bilde  mit  den  Axen  x  und  y  die  Winkel  9  und  -q — 9,  so 
dass  also: 


und 


dann   ist 


x  =  QC08q),    y:=zQ6inq> 


ydx — xSy  =  Q^dg) : 


V  ~8^~/   ^'^'"'^  w  ^  '-"^^^'f*^  gi 
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und 


5)      g^=ftsinfi-f       a       /  ^8z. 


Sind  die  Scbwingongeii  des  Pendels  klein »  so  dass  dz =0  gesetzt 
werden  kann,  so  hat  man 

9=iif. slnfi. 

In  diesem  Falle  kann  man  also  die  Drelinng  der  Scbwingungs- 
ehene  des  Pendels  der  Zeit  proportional  setzen,  und  während  die 
Schwingungsebene  sich  um  360^  dreht,  dreht  sich  die  Erde  um 
den  Wmkel 


smfi 

Wir  Jiehen  aus  der  Gleichung  5),  dass  bei  srlisseren  Schwin- 
gnagsbogen  die  Geschwindigkeit ,  womit  die  Schwingunesebene 
'  ekh  drenty  nicht  ganz  constant  sei»    sondern  um  die  periodische 


Grdsse 

2ncosfi 


#« 


fxiz 


aOseer  oder  kleiner  als  nsin^  werden  kann.  Für  eine  kurze  Dauer 
lar  Schwingungen  kann  man ,  wie  leicht  zu  sehen. 


/  0:82=  cosg?  /  p83 


setzen.    Hieraus  folgt,    dass  bei  gleichen  Schwingungsbogen  iiir 

itp  und  — tp  die  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Schwingungs- 
ene  gleich  sei.    Finden- die  Schwingungen  in  der  auf  dem  Me- 
ridian senkrechten  Richtung  statt,  so  ist 


C0S9  /  ^3z=0  und   g-r  =  nsinft. 


Wenn  die  grusste  Abweichung  des  Pendels  vom  Lothe  durch  u 
bezeichnet  wird,  dann  ist  näherungs weise  für  eine  ganze  »Schwingung : 

2iico8ucos(p    P    ^        Ttcosusinte 
^2 /  ^'^^  = 3 •  ^^^^  5 

diese  Grösse  ist  zwar  gesen  Ttsinft  klein,  genaue  Versuche  aber 
mit  dem  Foucault*schen  Pendel  könnten  doch  dieselbe  noch  viel- 
leicht herausstellen. 
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Nachschrift  des  Herausgebers. 

Bei  Uebersendung  des  obigen  Aufsatzes  schreibt  mir  Herr 
Doctor  Haedenkamp  Folgendes»  was  ich  hier  noch  mitzatbei- 
len  für  meine  Pflicht  halte,  indem  ich  zugleich  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  für  die  Uebersendung  seines  Aufsatzes  danke ,  und  mich 
freue,  dass  mein  eigner  Aufsatz  über  diesen  Gegenstand  im  ersten 
Hefte  dieses  Bandes  den  Hauptzweck,  welchen  ich  bei  Mittbei* 
lung  desselben  hatte,  nämlich  die  Mittheilung  weiterer  Untersu- 
chungen über  den  schonen  Foucault*schen  Versuch  zu  veranlas- 
sen ,  schon  erfüllt  hat.  Möge  die  obige  Blittheilung  nicht  die 
letzte  sein! 


„So  eben  erhalte  ich  von  Ihrem  Journal  das  Heft,  welches 
die  Abhandlung  von  Ihnen  über  den  Foucault'schen  Versuch  ent- 
hält. Bei DuTcblesuDg  derselben  fiel  mir  meine  sj:hon  vor  V^tM 
gemachte  und  schon  fast  vergessene  Abhandlung  ein,  die  ftft 
über  denselben  Gegenstand  geschrieben.  Da  ich  nun  keine  an^lM 
Auflosung  als  die  Ihrige  und  die  von  £  seh  weiter  kenne  md 
meine  Lösung  des  Problems  eine  ganz  andere  ist,  so  glaube  icb, 
dass  dieselbe  Interesse  hat,  und  übermache  sie  Ihnen  hierneben 
mit  der  Bitte,  solche  in  Ihr  Journal  bald  möglichst  einrücken 
lassen  zu  wollen.  Zugleich  ersuche  ich  Sie,  mir  einige  besonder* 
Abdrücke  der  Abhandlung  demnächst  auf  geeignetem  We^e  zu- 
kommen zu  lassen.  Sie  werden  sehen,  dass,  wie  ich  gefunden, 
die  Drehung  der  Schwingungsrichtung  gegen  den  Horizont  nieht 
ganz  constant,  sondern  von  einem,  wenn  auch  kleinen  periodi- 
schen Gliede  noch  abhängig  ist.  Dieses  kleine  Glied  müsste  sieh, 
wenn  die  Versuche  mit  möglichster  Schärfe  angestellt  würden, 
herausstellen.  Ich  kQnne  keinen  andern  Versuch',  bei  dem  sich 
dieses  in  der  That  wirklich  herausgestellt  hätte,  als  den  in  Min- 
den gemachten.'^ 

Die  Herren  Physiker,  welche  sich  mit  Foucault'schen  Pendel- 
versuchen beschäftigen  würden,  also  hierauf  besonders  zu  achten 
haben. 
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miscellen. 


•i.i 


^  Beitrag  zur  Bachstabenrechnong. 

Ten  Herrn  Profeiior  6.  De  eher  an  der  poljrtechniichen  Schule  in 

Angiburg. 


Bisher  bat  man  sich  in  den  Lehrbüchern  der  Algebra  darauf 
beschränkt,  nur  solche  zweigliedrige  irrationale  Nenner  rational 
ni  machen,  deren  Wurzelgrössen  Potenzen  von  2  in  Exponenten 
haben»  wie 

a  a  a  „ 

$     u.  S.   I. 


VT±V"c'    vTj.Vc'    V"Ä±V"c 


Das  Verfahren  besteht  bekanntlich  darin,  den  Zähler  und  Nen- 
ner mit  der  Differenz  oder  8umme  der  Wurzelgrössen  des  Nen- 
ners zu  multipliziren ,  jenachdem  dieser  selbst  eine  Summe  oder 
eine  Differenz  ist.    Mit  Nennern  von  der  Form 


a  a 

S —  9     -g 5~  i    w-  s.  w. 


hat  man   sich  nicht  befasst.     Das    vorhergehende   Verfahren   ist 
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aber  in  einem  allgemeineren  enthalten,  durch  welches  alle  binoroe 
Nenner  rational  gemacht  werden  können. 

Beachtet  man  nämlich,    dass,   wenn  n  eine  g^nze  Zahl   ist, 
der  Quotient  von 

nn — ftn 

— — T-  immer  eine  geschlossene  Reihe   gibt;    von 
— TT"  wwr>   wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;    von 
— t-r-  nur,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist;  von 
T-  dagegen  niemals; 

# 

.so  wird  man  leicht  finden,  dass  man  den  Bmch 


2n_^     2n   __        •" 

Zähler  und  Nenner  nur  mit  b — c  multipliziren  darf,  um  den  im» 
tionalen  Nenner  zu  beseitigen;  denn  man  hat 

a  ä         b — c 


2n  2n       --ft^c'afi  2« 

=  j3^  f  V6*»-i+  V  62«-2c+etc.+ V  6c««-»+ V^^^^^y- 

Ebenso  wird  der  Nenner  des  Bruches  g^^i    aw-^i  national  werden, 

wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  h  —  e  muitiplizirt ;  ^ler  Nenner 

des  Bruches  2;jq:i — «sTp  >    wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  6  -|-  c 

V6  +  Vc 
muitiplizirt;  man  hat  also 


a 


a  b-\-c 


2n-fl      n-fi — 64-c*^"+l    *"+^ 
V"ä+Vc  V6±Vc 

^2ii4-l        Äii+l an-fl     2«j-l    V 

~  6+7  (  V6^+ V"6*"-*c+  etc.  T  V  *c2"-i  +  V  c»") . 
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Um  endlich  den  Nenaer  des  Bruches  j^^ 7—    rational    za 

»achaD»    verwandelt  man  die  Wnnielgrussen  in  solche  mit  glei- 
,    eben  Exponenten 9  und  hat  dadurch  den  Ausdruck: 


tn  n  fitM  ifin 


VTdtVc    V>±V"c« 

welcher  wieder  auf  einen  der  vorhergehenden  Fälle  zurückkommt. 

Durch  dieses  Verfahren  kann  demnach  jeder  binome  irratio- 
nale Menner  unmittelbar  rational  gemacht  werden,  und  es  ist  da- 
bei nicht  nothwendig,  vierte  Wurzeln  erst  in  zweite»  u.  s.  f.  zu 
verwandeln. 


Bemerkung  zu  Eulers  Integralrechnung. 

Von  Herrn  Professor  Dr.  Wo  1  fers  zu  Berlin. 


In  Eulers  Institutionum  calculi  integralis  volumen 
pi imiim.  §.  233.  findet  sich  folgende  Stelle:  Velutl  si  propo- 
neretur  haec  formula 

e*xdx 


(l  +  o:)«    ' 


facile  est  suspicari   integrale,    si  datur,   talem  formam  esse  ha< 
bitarum: 


Hujas  ergo  differentiale 

cum  illo  comparatum  dat: 

hx(\'\-x)  ^xidx^=^xdx , 
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ubi  statini  patet  esse  z  =  ),    quod  nisi  per  se  pateret»    ex  r^ulig 
difficulter  cognosceretur.  ' 

Nun  scheint  es  mir,  als  ob  das  vorgelebte  Differential  ziem- 
lich direct  integrirt  werden  kann ,  und  zwar  folgendermassen :  Idi 
setze  zur  Vereinfachung  l-\-a:=:z,  also  x=z—l  und  Bx=idz;  als- 
dann wird,  wenn  ich  das  gesuchte  Integral  durch'  jf  bezeichne : . 

also,    weil  --  =  8.k  und  -«=—8.—   ist,    durch  theilweise  Inte-  ■ 

2  Z*  2  ■ 

gration: 


y 


=ze*-K\2  —  r\2.e^^2  +  ^^  — /"l  e«-%. 


und  da  wieder 


y=e*-Mz—   /  \z.e'^-^dz+- te*-*lr—   /  Iz.c«- 


131 1 


1+a: 


Druckfehler. 

In  Theil  XX.  S.  11  Z.  9.  lese  man  Ganzzahl,  ' 

S.  14.  Z.  6.  lese  man  scheiden, 

S.  15.  Z.  19.  für  j-    lese  man  t-  j 

ati  dx 

S.  23.  Z.3.  fehlt  (17), 

8.25.  Z.  3.  nach  Werthe  fehlt  begrenzter  Integrale, 

8.  30.  Z.  16.  und  18.  statt  du  setze  man  —  , 

u 

8.  30.  Z.  18.  statt  +l—(+l)  setze  man  |(+))— 1(+1). 
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ITeber   üeitllnie 

Von 

Herrn  Doctor  M.  Cantor 

in   Ueideiberg* 


Der  Maine  Leitlinie  oder  Directrix  ist  von  verschiedenen  Ma< 
ftematikern  in  verschiedener  Bedeutung  benutzt  worden.  Wir 
IfattCD  ihn  hier  in  derselben  Bedeutung  wie  Raabe  in  einem 
lifsatze  im  zweiten  Bande  von  Crelle*s  Journal«  der  folgende 
[DefiDition  giebt:  Leitlinie  einer  gegebeneu  krummen  Linie  ist  die- 
[jenige  Linie,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  Normale, 
'ireicbe  von  irgend  einem  Punkte  jener  Curve  auf  sie  gefällt  wird, 

ßch  der  Entfernung  jenes  Punktes  von  einem  gegebenen  festen 
ikte  der  Ebene  ist.  An  diese  Deflnition  uns  anschliessend 
wollen  wir  hier  die  Untersuchung  aufnehmen,  und  neben  einigen 
hteresdanten  Einzelheiten  namentlich  noch  allgemeine  Formeln  in 
Besug  auf  Polarcoordinaten  mittheilen,  so  wie  auch  eine  Erwei- 
terung des  Begrifies,  der  zu  Leitflächen  führt,  andeuten. 


L 


\\\t  wollen  zur  deutlicheren  Verständniss  die  Curve,  deren 
Leitlinie  in  dem  eben  angegebenen  Sinne  eine  andere  Curve  ist, 
teflMT  die  Curve  ohne  weitere  Bezeichnung  nennen;  ferner  wer- 
Jm  wir  far  alle  Grössen,  die  sich  auf  die  Curve  beziehen,  latei- 
Mbdie  Buchstaben  gebrauchen,  für  alle  Grössen  aber,  die  sich 
iMf  dH»  Leitlinie  beziehen,  griechische  Buchstaben. 

D  XX.  VI 


iS 
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Um  'mnelich  einfache  Fornielo  zu  erhalten,  nehmen  wir  d 
gegebenen  ^sten  Punkt  zum  Anfangspunkte  eines  reebtwinkli 
Coordinatensystems ,  und  in  Beziehung  auf  dieses  seien  die  Gl 
chungen  der  Leitlinie  und  der  Curre: 

2.    fix,  y)—0.  Bc 

Die   Normale  zur   Leitlinie,    welche  zugleich   durch  einen  Punkt  i 
Xy  y  geht,   hat  die  Gleichung  \ 

3.  (y_^)^|+(x^s)=o.  r 

Und  endlich   ist  die  Entfernung  der  Punkte  or,  y  und  i»  v^  der! 
Entfernung  des  Punktes  x,  y  vom  Coordinatenanfangspunkte  gleieb 
zu  setzen,  d.  h.  V{(a;-l)2  +  (3^— i^)2|  =  VI^^+y*l  oder 

4.    l^^-'n^=%tx-{-riy), 

)■         (: 

\ 
2. 


■  i 


Nun  sind  zwei  Aufgaben  möglich.    Entweder  die  Leitlinie 
gegeben    (Gleichung  l.)   und    man    sucht   die   zugehörige    Carrii 
(Gleichung  2.)  oder  umgekehrt.    Die  erste  Aufgabe  ist  eine  gans  ?! 

bestimmte,  indem  aus  1.  der  Diflferentialquotient  -rr  gesucht  und  | 

in  3.  substituirt  wird,  worauf  zwischen  der  so  umgewandelten  I 
Gleichung  3.,  der  Gleichung  1.  und  der  Gleichung  4.  die  Unb»-  1 
kannten  |,  t]  eliminirt  werden  können ;  und  die  übrig  bleibende  > 
Gleichung  zwischen  x  und  y  ist  die  gesuchte  Gleichung  2. 

Auch  geometrisch  kann  man  sich  die  Bestimmtheit  dieser 
Aufgabe  leicht  versinnlichen.  Denn  es  sei  o  in  Taf.  lU.  Fie.  L 
der  feste  Coordinatenanfangspunkt  und  jü  ein  Punkt  der  Leitlinie 
aj3,  man  sucht  den  zugehörigen  Punkt  m  der  Curve.  Die  Aof- 
lösung  besteht  einfach  darin,  dass  man  in  ft  ai)  uß  die  Normale 
Ol»/  zieht,  ferner  die  Verbindungslinie  (üo  und  in  deren  Mitte  die 
Senkrechte  dö'  errichtet.  Der  Durchschnittspunkt  der  66'  mit  der 
IüIil'  ist  der  gesuchte  Punkt  m. 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  umgekehrte  Aufgabe  ge- 
stellt ist,  nämlich  zu  einer  gegebenen  Curve  die  Leitlinie  zu  fin- 
den. Denn  ist  (Taf.  III.  Flg.  2.)  ab  die  Curve,  so  ist  zur  Be- 
stimmung des  Punktes  jü  nur  die  Bedingung  mo=m^  gegeben» 
d.  h.  der  Ort  des  Punktes  ft  ist  die  Peripherie  des  um  m  mit 
dem  Halbmesser  mo  beschriebenen  Kreises,  oder  es  giebt  unend- 
lich viele  Leitlinien,  die  einer  Curve  zugehören.  Die  weitere  Be- 
dingung, dass.  miiL  zur  Leitlinie  normal  sein  soll,  kommt  aller- 
dings auch   in  Betracht;  aber  bei  dem  ersten  Punkte  der  Curve, 
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welchem  der  entsprechende  Punkt  der  Leitlinie  gesucht  wird, 
es    jedenfalls  gan^s  willkührlich»    ivohin  wir  in  der  Peripherie 

I  erwähnten  Kreises  ft  verlegen.  Indessen  wird  die  ganze 
Schaar  der  Leitlinien  stetig  auf  einander  folgen  und  dem  gemäss 
m  der  Regel  eine  einhüllende  Linie  haben,  die  alsdann  selbst 
Mch  Leitlinie  der  Curve  ist.  Denn  jeder  ihrer  Punkte  ist  zugleich 
Pnnkt  einer  Leitlinie,  welche  sie  tangirt,  mit  welcher  sie  also  eine 
gemeinschaftliche  Normale  hat. 

Zu  derselben  Bemerkung  gelangen  wir  auch  analytisch.   Sind 

Bimlich  die  Gleichungen  2.,  3.,  4.  gegeben ,   so  folgt  aus  3.  und 

~  dfj 

A.,  wenn  zur  Abkürzung  ^  =i]'  gesetzt  wird: 


5. 


»-      2(,,-|V)       ' 


nd  darcb  Substitution  in  2.: 


< 


Xr(^-^)i  +  2£»2       (t/«  -^)-'ilt]^' 


'ii.rt-in') 


2(»2-IV) 


)=if,(|,  i,,V)=0, 


idches  die  Differentialgleichung  der  gesuchten  Leitlinie  ist.  Bei 
jben  Integration  crscneint  nun  eine  willkuhrliche  Constante, 
ijbhe*  als  veränderlicher  Parameter  angesehen,  unendlich  viele 
HHinien  giebt.    Im  Allgemeinen   wird   sich  aber  ausser  dem  all- 

C einen  Integral:  ^(l,  ^,  const.)r=:0  auch  noch  ein  singuläres 
Ural  9)ji  ($,?/)  1=0  ergeben,  welches  keineh  verändeilichcn  Pa- 
nmter  mehr  enthält;  und  dessen  Bedeutung  ist  alsdann  bekannt- 
die  Einhollende  der  durch  das  allgemeine  Integral  angcgebe- 
krummen  Linien. 


3. 


Schon  der  Umstand,  dass  die  Entfernung  eines  Punktes  vom 
Coordinatenanfangspunkte  zum  Ausdrucke  eines  wesentlichen  Thei- 
les  unserer  Aufgabe  dient,  scheint  darauf  hinzudeuten,  dass  es 
angemessener  wäre  zu  Polarcoordinaten  liberzugehen ;  und  in  der 
That  treten  dabei  weit  einfachere  Formeln  hervor.  Zum  Pole  der 
neuen  Coordinaten  nehmen  wir  wieder  den  festen  Punkt,  d.  h. 
den  früheren  Coordinatenanfangspunkt,  und  zur  Achse  die  friiher(>, 
Abscissenachse.  Nun  ist,  wenn  p,  ^;  r,  <  die  neuen  Coordinaten 
bezeichnen  sollen : 


6  =  p.co8Ö,    i?  =  p.sinÖ,    g>(§,  ^)i=(I>(9,  ())\ 
ar=r.cos^,    y=r.sinf,    f  {x^  y)  =  Fix,  t)  . 


17* 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  die   Gleichungeo  ].  bis  4.  und^. 
schreibt   -tjq=:^',  so  ist: 


".V 


6.  a>(9,  ö)=o, 

7.  F(r,  t)  =0. 

8.  q'(q — r.co8(t — &))  =  Q.r.8\n(t—6) , 

9.  Q—2r.coa(t—e). 

I 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  8.,  9.  ist 

oder 

10.     ^'=2r.sin(^— ö). 

Aus  9.  und  10.  ergeben  sich  alsdann  die  Zusammenhänge: 

11.     |^=tg(f~ö), 

12.     Q*^+Q^=4r^;  '! 

worauf  man  aus  ]].  noch  folgende  Gleichung   ableiten  kann: 

^     Q—Qtge 

Die  Gleichungen  9.^  10.  können  auch  folgendermassen  geschrie- 
ben werden: 

Q  =      2r.cosf.cosö  +  2r.sinf.sinö, 

^'  =  — 2r.cosf.sinö  +  2r.sin^.  cosö. 

Wird  einmal  die  obere  mit  sind,  die  untere  mit  cosd,  und  das 
andere  Mal  die  obere  mit  cbsd,  die  untere  mit  sind  multiplicirt 
und  die  Producte  mit  einander  verbunden^  so  ergiebt  sich: 

sinÖ.^-f  cosÖ.9'  =  2r.sin<5 
cosö.^  —  sinÖ .  Q*  =  2r,co8t . 

Aber  2r.sin<=2^,  2r.cos^=2ar.     Folglich  ist: 

sinö.o+cosö.p'  cosÖ.o  —  sind.p' 


iik 
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dpe  Formel  von  grosser  Geschmeidigkeit,  um  zu  einer  in  recht- 
winkligen  Coordinaten  gegebenen  Curve  die  Differentialgleichung 
dir  Leitlinie  in  Polarcoordinaten  zu  finden. 

Die  Formeln.,  die  dazu  dienen ,  zu  einer  in  Polarcoordinaten 
gegebenen  Curve  die  Differentialgleichung  der  Leitlinie  in  recht- 
winkligen Coordinaten  zu  fmden,  sind  nicht  so  einfach.  Der  Voll- 
ständigkeit wegen  mügen  sie  indessen  beigefügt  werden.  Setzt 
Man  nSmlich  in  5.    a:z=:r.co8t,  y=:r,sint,  so  erliält  man: 


1»     f„.-(^'V^)+'^M 

lO.      Tgl  —  /fc2_^2W__  Qfc«  ' 


^^  +  V^ 


Zor  Vereinfachung  kann   man    allenfalls  den  Bogen  a  der  Leit- 
Boie  einführen.    Denn  es  ist 


Md  daher 


y/(^^%)=%- 


4. 


Wir  wollen  von  den  gewonnenen  Formeln  einige  specielle  An- 
ireodangen  machen. 

Es  sei  die  gegebene  Curve  eine  grade  Linie,  die  durch  den 
Coordlnatenanfangspunkt  geht;  also  ihre  Gleichung  x=^ay.  Die 
Gleichung  der  Leitlinie  ist  sofort: 


QOsQ,q — sinö.^'  =  a.sinö.^  +  a.cosö.^', 
dg  ___    cotö-g  ^^ 

Q  tf.COtö-f-i         ' 

Q  =  c(a.cos6  +  sinö) . 
In  rechtwinkligen  Coordinaten :    . 

?  +  ^*  =  c(a£+^), 
d.i.die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser =x-  V^a^  f  1  und 

QC  C 

AeCoordinaten  des  Mittelpunktes  a  =  —  ö>    ß= — cT»  wo  a  die  Ab- 
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scisse,  ß  die  Ordinate  bedeatet.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Krms 
durch  den  Coordinatenanfaogspunkt  geht,  so  wie  auch,  dass  der 
Halbmesser  nach  dem  Coordinatenanfangspunkte  dieselbe  Rieh* 
tung  wie  die  Linie  x=zay  hat.  Diese  Linie  ist  also  selbst  normal 
za  dem  Kreise  Im  Coordinatenanfangspunkte,  der  Kreis  also  !■ 
der  That  ihre  Leitlinie. 


5. 


Die  gegebene  Curve  sei  eine  Linie  zweiter  Ordnung  und  der^ 
Coordinatenanfangspunkt  ein  Brennpunkt  derselben.  Ihre  Gleicbm^J 
ist  alsdann  ar^+y^-— (/>+ej?)*=0,  die  Gleichung  der  Leitlioie: 


(cosö.^— sinö.^')*+(sinö.^+cos6.^')*  ~~  (2p+e.cosö.p— csinö.^') 
oder  .\'^ 


jf 


A.     (1— e«sin62)^'2  +  (26«.  sinö.cosö.p  +  4;?e.sinÖ)^'  v^ 

+  ()^— e^.cosÖ«  ^«-4;?e.cosÖ.^  -4p2=0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nicht  allgemein  integriren.  Die  Her* 
leitung  des  singulären  Integrals  unterliegt  hingegen  keiner  Schwie* 
rigkeit,  indem  man  nach  bekannten  Regeln  die  Gleichung  A.  nadi 
^'  differentiirt 5  den  Differentialquotienten  =:0  setzt,  und  den  so 
erhaltenen  Werth 

f e^.sinö.cosö.g+  2/?e«sinö 

in  A.  substituirt.  ^  Nach  gehöriger  Reduction  ist  sodann : 

(1 — e2)^2_.4^ß^cosö.^  +  4p*, 
oder  in  rechtwinkligen  Goordinaten: 

(l-a.e2  +  ^2)=4;?e|+4pa.  '    j 

Die   allgemeine   Gleichung  der  «weiten  Ordnung  specialishrt  siel^    < 
je  nachdem  e  verschiedene  Werthe  erhält.  Stellen  wir  diese  spe- 
cielleren  Gleichungen  mit  denen  der  Leitlinien  zusammen,  so  ist: 

6=1  ;  y^ — 1px'=:.p^  eine  Parabel; 
5=:-i-p   eine  gerade  Linie; 

c>l  ;  .T«+2,a-(;,+ex)*=0  eine  ^^^^^''^  i 

(1— c*)(J«+ij«)=4j9cH-4j»a  ein  Kreis; 
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c=V2^;  y*— a:*— 2V^2pa;=/>*  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel ;    . 

— S*— i?*=4V2>|  +  4p2  ein  Kreis; 

e  =  0   ;  a:*+y*=:/)*  ein  Kreis; 

S*  +  i^*=4/>*   ein  coneentrischer   Kreis   vom 

doppelten  Halbmesser. 


6. 


^-  Für  den  speeiellen  Fall,  dass  die  Curve  zweiter  Ordnung  ein 
Kreis  ist,  lässt  sich  auch  das  allgemeine  Integral,  d.  h.  die  ver- 
schiedenen Leitlinien  finden.  Die  Polargleichung  des  Kreises 
sei  nSmtich  t=v,  so  ist  ir^=:ip^.  Diesen  Werth  führen  wir  in 
die  Gleichung  Iz.  ein: 

dg 


V  4p2«-  pÄ 


z=:de 


: — c+arcsinrT-, 
Ip 


nnd  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist  6 
oder 

Q^=z2p,  sin(d  +  c?) . 
In  rechtwinkligen  Coordinaten: 


|2^  ^2--2/?.  eosc.iy +2p.sinc.£ . 

I>aB  ist  die  Gleichung  eines  Kreises,  dessen  Mittelpunkt  die  Co- 
ordipaten  a=p.sine,  ß  =  p.cosc  entsprechen;  d.  h.  die  Gleichung 
eines  Kreises  von  gleichem  Halbmesser  wie  die  Curve  und  dessen 
Alittelpunkt  die  Curve  selbst  zum  Orte  hat  Will  man  hingegen 
^e  einhüllende  Leitlinie  finden,  so  differentiirt  man  Q^-{-Q^z:zip^ 
nach  q',  woraus  ^'=0  und  durch  Einiuhrung^  dieses  \Vertnes 


»2  — 


4p2; 


dak  ist  derselbe  concentrische  Kreis  vom  doppelten  Halbmesser, 
den  wir  auch  in  der  vorigen  Nummer  fanden. 
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7. 


Ist  die  gegebene  Curve  eine  gleichseitige  Hyperbel  and  der 
Mittelpunkt  derselben  der  Coordinatenanfangspunkt,  so  haben  wir 
die  Gleichung  or^— ^^  =  a2.  Daraus  folgt  als  Differentialgleichung 
der  Leitlinie: 

Hier  müssen  wir  uns  wieder  mit  der  singulären  Auflösung  begofl- 
gen  :  2^'  +2tg2ö.e  =  0 ,  folgüch 

^  ^'=~tg2ö.^ 

in  A.  substituirt  giebt:  : 


I 


, . ,  t. 


oder 

^=:2aVcos2ö; 
in  rechtwinkligen  Goordinaten: 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  der   Lemniscate  ist. 


8. 

Die  gegebene  Curve  sei  wieder  die  Parabel;  aber  zum  Coor- 
dinatenanfangspunkt  sei  der  Scheitel  der  Parabel  gewählt ,  deren 
Gleichung  demnach  y^=^ax  ist.    Die  Leitlinie  hat  die  Gleichung: 

A.    (sinö.9  +  cosö.9')*  =  2a.cos6.^ — 2a.sinö.p' . 

Um  das  singulare  Integral  zu  flnden^  setzen  wir 

2(sinö.  Q  +  cosÖ.p')cos6  =  —  2a.sinö.^' 


oder 


,'=-tg«(,+3^). 
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Sabstitution  dieses  Werthes  in  die  Gleichung  A.  verwandelt  die- 
selbe  in 

■ 

p=:-^tgasinÖ, 
oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  wird  klar>  wenn  mau  £~ — S| 
setzt,  wodurch  sie  sich  in 

verwandelt,  oder  in  die  Gleichung  einer  Cissoide,  deren  Lage 
gsffen  die  ^Parabel  so  ist,  dass  die  Ordinatenrichtung  beiden  ge- 
veinschaftlich,  die  Abscissenrichtung  entgegengesetzt  ist. 


9. 


Die  gegebene  Curve  sei  die  logarithmische  Linie  y=e'.  Die 
MTerentialgleichung  der  Leitlinie  ist: 

|.sinÖ  +  §-.cosÖ=c«        2         . 


Daraus  findet  man  die  singulare  Auflösung: 


1+ 


—  cotö=c     ^^^^ » 


oder  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

V 

WO    offenbar  die    zusammen    gehcirigen  Abscissen  und  Ordinaten 
entgegengesetzte  Zeichen  führen. 


10. 


Als 
ndecbe 


letztes    Beispiel   wollen    wir    zur    Curve    die    logarith- 
Spirale  nehmen,  deren  Gleichung  r=^c^.     Nun  war 
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also 


^     1,      (»'«  +  ()« 


ferner 


Q 

Also  durch  Verbindung  der  beiden  Glelchungeo : 

arctgS-  =  ^logi-±i_ö. 


j 


•1 


Die  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  q'  zeigt»  dass 

9     .     1       4 

1+^     —r- 

m 

folglich  Q^=Q9  und  nun  erhalten  wir  die  Gleichling: 

1.     e* 

arctglcrr^logl-— 6, 

oder  wenn    V^2.e*  =a  gesetzt  wird: 

wieder   eine    logarithroische  Spirale.     Diese    merkwürdige    Curre. 
erzeugt  sich  also  auch  hier  selost,  eine  Eigenschaft,  die  sie  be-  ^ 
kaontuch  bei  jeder  Gelegenheit  zeigt 


IL 


8o  wie  wir  bisher  eine  krumme  Linie  als  Leitlinie  einer  an- 
deren betrachtet  haben ,  so  können  wir  auch  von  Leitfiachen  reden, 
indem  wir  die  Definition  aufstellen:  Die  Leitfläche  einer  Fläche 
charakterisirt  sich  durch  die  Eigenschaft,  dass  die  Normale,  wel- 
che von  irgend  einem  Punkte  der  ersten  Fläche  auf  sie  gefallt 
wird,  gleich  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  einem  festen 
Punkte  im  Räume  ist,  den  wir  der  Einfachheit  wegen  wieder  zum 
Coordinatenanfangspunkte  nehmen.  Die  Gleichung  der  gegebenen 
Fläche  sei  /Ta',^,:)=0,  die  Gleichung  der  Leitfl£cbe  ^1,1^,^=0. 
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Die  Gleichungen  der  Normale  auf  die  Leitfiäche,  welche  zugleich 
durch  einen  Punkt  x,  y,  z  geht,  sind 

indem  wir  die  partiellen  Differentiale  durch  geschwungene  8  be- 
zeichnen. Ausserdem  muss  nun  die  Entfernung  der  Funkte  Xj 
V,  z  und  I,  1^,  C  gleich  der  Entfernung  des  Punktes  x,  ^,  z  vom 
Uoordinatenanfangspunkte  sein,  also: 

Wir  haben  daher  folgende  fünf  Gleichungen : 

1.      V(iy  V^  0=0), 

II.    f(x,  y,  z)— 0, 
UI.    a:-S=-|(*-0, 

V.    S^+ri^+S^=2(x^+yti+zQ. 

In  Bezug  auf  Leitfiächen  lassen  wir  es  vorläuflg  bei   diesen 
Andeutungen  bewenden,   uns  weitere  Ausfuhrung  vorbehaltend. 
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Die  iriclitij^keit  des  Hreaton'schenl^iilll^l 
wideriStands-Oesetzes,  so  wie  ViP> 
schläj^e  zur  Aufflndunj^  des  walirci»« 

■  I 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  in  Wurtemberg. 


Wie  wünschenswerth  es  für  die  Wissenschaft,  ja  wie  ausser- 
ordeotlich  wichtig  es  für  die  Ballistik  wäre,  das  Gesetz  zu  ken- 
nen, nach  weichem  die  atmosphärische  Luft  einem  in  ihr  befind- 
lichen Mobile  einen  Widerstand  entgegensetzt,  ist  schon  längst 
klar  erkannt,  und  sind  auch  zu  dessen  Entdeckung  sehr  bedeu- 
tende Anstrengungen  gemacht  worden.  Da  die  Luft  in  denjenigeo 
Räumen,  für  die  man  jenen  Widerstand  gleichzeitig  zu  wissen 
nuthig  hat,  gleichzeitig  auch  vollkommen  gleich  vertheilt  ist  und 
gleiche  Elasticität  besitzt,  so  kann  es  nicht  anders  sein  —  sie 
muss  in  ihrem  Widerstand  ein  ganz  bestimmtes,  vielleicht  sehr 
einfaches,  Gesetz  befolgen,  und  es  ist  nur  zu  verwundern,  dass 
bis  Dato  dieses  Gesetz  noch  nicht  hat   entdeckt  werden  können. 


Ich  will  nicht  behaupten,  dass  durch  eine  Theorie,  bei  der 
man  ein  vollständig  gleich  dichtes  und  vollkommen  elastisches 
Fluidum  anzunehmen  hat,  nichts  geleistet  werden  könne  —  aber 
das  glaube  ich,  dass  die  Beobachtung  sicherer  und  schneller  zum 
Ziele  führt,  und  dann  mag  die  Theorie,  wie  diess  in  Beziehung 
auf  die  Lehren  der  Astronomie,  Mechanik,  Physik  fast  immer 
der  Fall  ist,  ihre  tiefere  Begründung  hintennach  folgen  lassen. 
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Wenn  der  Verfasser  nicht  den  Versuch  macht»  vorliegendes  Pro- 
blem zum  Ende  zu  führen,  so  liegt  der  Grund  darin,  dass  ihm 
nicht  die  Mittel  zu  Gebot  standen,  die  hier  nüthigen  Experimente 
mit  der  nOthigen  Schärfe  zu  veranstalten. 

Offenbar  am  wichtigsten  ist  der  Widerstand,  den  die  Luft 
der  Kugel  entgegensetzt ,  und  darum  werden  sich  die  Vorschläge, 
die  ich  zu  machen  gedenke,  auch  nur  auf  jene  beschränken.  Da- 
bei bin  ich  von  der  Zuversicht  weit  entfernt,  dass  der  Zweck  ge- 
rade auf  den  von  mir  vorgezeichneten  Wegen  erreicht  vveruen 
kaoD*  sondern  glaube  vielmehr,  dass  es  nüttiig  werden  mochte, 
anch  die  von  mir  entworfene  detaillirte  Theorie  vielfältig  zu  mo- 
dificiren,  möglicher  Weise  gar  zu  verwerfen.  Allein  Beruhigung 
wird  mirs  gewähren  und  mit  Freude  mich  erfüllen,  wenn  icn 
auch  nor  eine  Idee  aufgedeckt  haben  sollte,  welche  endlich  zur 
Darstellung  des  fraglichen  Gesetzes  führen  könnte. 

Laplace  gibt  in  seiner  Mec an ique  Celeste  eine  einfache 
Fomel  tiSr  jenes  Gesetz  an,  wofern  die  von  der  Kugel  beschrie- 
bene Curve  bekannt  ist.   Bezeichnet  man  mit  z  die  vertikalen  Or- 
^Mten»  mit  s  den  Bogen  der  Curve,  mit  g  die  örtliche  Schwere 
•  md  mit  ß  den  Widerstand,  so  ist 

m  sich  die  Differentiale  auf  die  Abscissen  x  beziehen. 

Wäre  man  \m  Stande,  einer  durch  die  Luft  geworfenen  gros- 
sen Kugel  (Bombe)  ein  sehr  intensives  Licht  mitzutheilen ,  wel- 
ches weder  die  Dichtigkeit  und  Elasticität  der  die  Kugel  umge- 
henden Luft,  noch  die  Masse  und  Oberfläche  der  Kugel  veränderte, 
so  konnte  die  Bahn  auf  folgende  Weise  gewonnen  werden. 

In  der  Seitenwand  eines  dunkeln  Zimmers  ist  durch  ein 
papierdünnes  Blech  eine  sehr  kleine,  nicht  eine  halbe  Linie  im 
borchmesser  haltende  kreisrunde  Oeffnung  angebracht,  durch 
vrelcfae  ein  leuchtender  Körper  auf  eine  gegenüberstehende  Wand 
einen  hellen  Punkt  wirft.  Hinter  dieser  Wand,  welche  aus  durch- 
scheinendem, auf  ein  sehr  feines  Drahtgeflecht  aufgezogenem 
Vbpier  besteht,  steht  ein  Zeichner.  Dieser  kann  sicTi  vor  dem 
Experiment  üben,  die  Bahn  eines  durch  ein  bewegtes  Licht  her- 
voranbrachten  hellen  Punktes  auf  seiner  Papierwand  mit  Genauig*- 
keiizu  zeichnen.  Hierauf  lässt  man  Nachts  bei  Windstille  und 
in  geeigneter  (bedeutender)  Entfernung  vor  der  dunkeln  Kammer 
vermittelst  eines  groben  Geschützes  (Bombe^  die  oben  beschrie- 
bene leuchtende  Kugel  ihre  Bahn  durch  die  Lun;  beschreiben  und 
der  Zeichner  zeichnet  solche  auf  seine  Wand,  welche  zu  diesem 
Behuf  vertikal  stehen  und  mit  der  Ebene  der  von  der  Kugel  be- 
schriebenen Curve  parallel  sein  muss.  Die  gezeichnete  Bahn 
wird  dadurch  der  wirklichen  vollständig  ähnlich  und  zeigt  sich 
bloss  in  umgekehrter  Lage.  Beschreibt  der  helle  Punkt  auf  der 
Wand  in  einer  Sekunde  aen  Weg  von  einem  Fuss,    so  kann  ein 
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auch  nicht  sehr  geübter  Zeichner  die  Bahn  gar  woU  nüt  Genanig^.^ 
keit  aufzeichnen. 

Es  ist  klar,  dass  der  gesuchte  Widerstand  eine  Funktion  vw^ 
der  Geschwindigkeit  v  des  Mobils  ist.    Die  Formel   - 


ds.d^z 


d^z 


^ — ^  •  2(322)2  —  2^^  •  (822)2 

gibt  jedoch  denselben    nicht  als  reine  Funktion  von  v,    sondcn^j 
untermischt  mit  den  Abscissen  x.    Man  hat  jedoch  z  in  FnnktiMl^j 
von  X,  oder  z=f(x)9    wodurch  auch  v  sich  als  eine  solclie  daif 
stellt,  d.  h. 

r=VT+&2=g)(^). 
Man  wird  daher  aus  dieser  Gleichung  und  ans 


.-.;  ' 


1     jh_ 

^~r^*  (0*5)2 

X  ellminiren,    um  ß   in  Funktion  von  v  dargestellt  zu  sehen. 
Wenn  auch  nicht  die  Gleichung  der  Bahn,   so  kunnte  vi 
doch  schon  nach  kurzem  Ueberbiick,    vielleicht  erst  nach  ^...^^ 
Mühe,  vielleicht  auch  gar  nicht,    eine  endliche  Form  för  den  Wil! 
derstand  hergestellt  werden. 


Praktischer  noch  und  der  Probe  werth  erscheint  folgendes 
Vej^fahren,  welches  zu  gleicher  Zeit  eine  sehr  einfache  Analysis 
zulässt: 

Indem  man  ein  gutes  Feuergewehr  10  —  15  mal  mit  derselben 
Ladung  versieht,  bestimme  man  vermittelst  des  ballistischen  Pen- 
dels auf  einer  horizontalen  Ebene  (Thal)  bei  Windstille  und  nach 
jedesmaligem  Abfeuern  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  fiir  ver- 
schiedene Entfernungen*).  Um  mögliebste  Gleichheit  der  Um- 
stände herbeizuführen ,  wird  man  ein  gutes ,  trockenes  und  mt 
gemischtes  Pulver  in  völlig  gleichen  Quantitäten  gebrauchen.  Die 
Kugeln  müssen  vollständig  rund  und  gleich  schwer  seih  und  dür- 
fen nicht  aus  einem  solchen  Rohr  geschossen  werden,  welches 
dieselben   angreift.    Nach   jedem  Schuss  muss  die  Flinte  wieder 


*)  Für  die  ersten  Schüsse  wähle  man  die  kürzesten  nnd  ^radatioiM- 
weise  für  die  später  folgenden  die  gsösseren  Entfernungen.  Beim  ersten 
Schoss  jedoch  stelle  man  das  Pendel  nicht  unmittelbar  vor  d^e  Mün- 
dung des  Rohrs,  wegen  des  noch  auf  einige  Weite  wirkenden  Falver- 
dampfet. 
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gerrtnigt  werden »  so  wie  man  auch  den  ersten  Schuss  leer»  d.  h. 
nicht  zur  Beobachtung  gehOrig ,  thut.  Das  Pflaster  muss  passend 
und  fQr  alle  Schüsse  gleich  sein;  die  Flinte  oder  auch  nur  deren 
Rohr  werde  sehr  fest  angeschraubt.  —  Um  sich  aber  von  der 
Gleichheit  der  Umstände  zu  liberzeueeu»  wird  man  4 — 6  Schüsse 
m  gleicher  Entfernung  thun  und  zusenen,  ob  sich  stets  die  gleiche 
Geschwindigkeit  zeigt. 

Die  Bahn  der  Kugel  kann  man  geradlinig  und  als  Abscissen- 
axe  X  annehmen,  wo  man  den  Anfang  vom  Schiessstandpunkt 
ms  sSUt.  Je  kleiner  die  Geschwindigkeit  v  wird,  desto  grösser 
M  die  Abscisse  Xy  und  wir  können  desswegen  die  letztere  in 
FunktioD  der  erstem  ausdrücken,  und  zwar  durch 


a:= 


^0+^1^  +  «2^*  +  «3^*  •  •• 


•der 


fo  +  «i«'  +  ^a«*  +  *3^'  -  =  "T 

sc 


lehnet  man  die  zusammengehörigen  Beobachtungswerthe  von 

'«ad  V  je  durch  Xi  und  r^;  oc^  und  v^\  x^  und  v^  u.  s.  w.,    so 
^n  «ich  folgende  Gleichungen  formiren,    aus  denen  die  Coefli- 
'il^feD  Co»  €x»  f^*"  berechnet  werden  können: 

fo  +  h^\  +  f2^r  +  ^3Pr  •••• =^-  * 


«0  +  fl«?2  +  ^tP^  +  «3«?«^  •—  =  ~  » 


fo  +  h^Z  +  f2»8^  +  «Sr»' =  —  * 


Naa  i^  aber,  wenn  man  den  Luftwiderstand  durch  y  bezeichnet, 
Micli  den  bekannten  Lehren  der  Mechanik 


StriU 


X  durch   g)(r)  dar,    und    8r9>(r)   durch  ^'(r),    so  hat 


ca:  =  g)'(r)Sr 
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t)  =  —  g)'(t?)y 


und 


y  =  — 


<p*(v) 


Es  ist  aber 


und 


folglich 


^^^^'^^o  +  hv  +  e^v^+hv^ •*! 


'^  8l  +2£2»  +  3f3Ü*.... 


welchem  sich  leicht  die  Form  geben   lässt: 


Nehmen  wir  auf  einen  Augenblick  an/  y  enthalte  bloss  das  Gffied  | 
Pv"*,  so  können  wir  auf  die  zwischen  a:  und  v  existirende  Glel*'.  ^ 
chung  dadurch  zuriicksteigen ,  dass  wir  die  beiden'  obigen  GleKj ! 
chungen  der  Bewegung  mit  einander  multipliciren.    Sie  geben 

vdv  = — ydx 

und 


deren  Integral  ist: 


1  1 


Es  ist  zu  gleicher  Zeit  .r=.Ti  und  t?=ri,  und  desswegen 

_     1      /  1      _L_\ 

1 

Ist  wi>2,  so  wird  für  r=0  die  Entfernung  ar=x. 

Ist  iw=2,  so  wird  der  Nenner  m — 2=0.    Allein  die  unmiHel- 
bare  Integration  gibt 
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1 


f>i 


Auch  in  diesem  Fall  ist  ffir  v=0  die  Entfernung  sß  =<x> ,  d.  Ii.  in 
keiden  Ffillen  wird  die  Kugel  nie  zum  Stillstand  kommen.  Ist 
iber  m  <2»  so  liat  man 


Hier  ist  nun  flir  «=0  die  Entfernung 

U  2— m 

wird  aber  desto  grosser ,  je  mehr  sieh  m  dem  Werthe  2  nähert. 

In  der  That,  je  grösser  m  wird,  desto  kleiner  wird  der  Wi- 
ierstand  y^^Pv"''  hei  abnehmender  Geschwindigkeit  v,  und  ist 
diese  Gescnwindigkeit  eine  unendlich  kleine  Grosse  der  ersten  Ord- 
Mng  geworden»  so  ist  schon  hei  m  =  *2  der  Widerstand  eine 
vendlich  kleine  Grösse  der   zweiten  Ordnung. 

Hat  daher  der  Widerstand  y  die  Form 

y  =  A?»  +  /  V*  +  Pat?« .... , 

• 

Eeiner  der  Exponenten  m,  n,  o kleiner  ist  als  2,   so  wird 

noch  in  diesem  Fall  die  Kugel  nie  zum  Stillstand  kommen, 
mte  nun  durch  Beobachtung  nachgewiesen  werden,'  dass  ein 
Hobil  durch  den  Widerstand  der  Luft  allein  wirklich  zum  Still- 
•tind  gebracht  wird»  so  wjirde  daraus  folgen,  dass  y  wenigstens 
ein  Glied  enthalten  muss,  in  welchem  der  Coefiicient  von  v  klei- 
■er  ist  als  2. 

Lasse  ich  aber  einen  Pendel  schwingen,  bei  dem  die  Schwere 
liekanntlich  das  Bestreben  äussert,  dasselbe  fortwährend  die  glei- 
chen Schwingungen  beschreiben  zu  lassen,  und  bei  dem  ich  die 
Reibang  durch  eine  Messerschärfe  nach  der  Vorrichtung  Taf.  111. 
Fig.  3.  wohl  gänzlich  beseitige,  soMvird  man  schon  nach  einigen 
Standen  völlige  Ruhe  gewahren"^),  ein  Beweis  dass  das  Neuton'- 
sehe  Gesetz 9  welches  7/1=2  setzt,   unrichtig  ist. 


*y  Eine  mittelst  einer  hölzernen  Kugel  gemachte  Beobachtung  hnt 
die  Rahe  nach  Verfluss  ron  5  St.  2  M.  nachgewiesen.  Das  Pendel  war 
70,4  Par.  Zoll  lang,  die  Kugel  hatte  im  Durchmesser  5,09"  und  wog 
8  Pfd«  12Lth.  Württembergisch;  das  Pendel  wurde  Anfangs  um  den 
Winkel  von  5^  56'  au«  der  vert&kalen  Lage  gebracht. 


Theil  XX. 
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Die   leichteste  und  schSrfete  Beobachtung  l^sst  das  PenM 
zu,  allein  sie  fBhrt  eine  sehr  schn-ierige  Theorie  im  Gefolge.      ^^ 

Man  lasse  nemlich  eine  Kugel  an  einem  nüglichst  dfinm 
Drathe,  mit  angemessenen  Diraeusionen  und  an  geeiguetem  Orf 
schwingen,  und  beobachte  die  durch  den  Luftividerstand  stfll 
Terringerten  Ausschlagwinkel. 

Es  sei  (Taf.  III.  Fig.  4.)  A  der  Aufbängepunkt ,  JZ  e 
tilcate,  AC=-r  die  Verbindungslinie  des  erstem  mit  dem  Centn 
C  der   Kugel,  .  AM  eine   andere  Gerade   an  ein  ganz  beliebi 
Element  aM  derselben. 

Dieses  Element  dM  wird  von  der  Schwere  g  nach  dei 
kalen  Richtung  JfCr  sollicitirt,  und  zwar  mit  der  bewegenden  \^ 
gf/dM,  wenn  wir  die  Dichiigifeit  der  Masse  =$  setzen.  DiSiV. 
wegung  der  Kugel  aber  können  wir  vermittelst  der  Momenten- 
gleicbung  bestimmen.  Wir  zerlegen  daher,  die  Kraft  nqdJU  in 
zwei  Kräfte,  die  eine  nach  der  Verlängerung  voji  AM,  die  andere 
nach  der  auf  derselben  Senkrechten  ML.  Die  erstere  nird  im 
Auniängepunlct  zernichtet,  die  andere  aber  ist 

ffddM.Biaui,  I 

weno  wir  den  Winkel  MAZ  uleich  w  setzen.   Setzen  ivir  AM=R, 
so  ist  die  Geschwindigkeit  des  Elements  dM  gleich  Rdw,  wobä   ' 
wir  uns  die  Kugel  vgn  der  Vertikalen  AZ  sich  entfernend,    oder   I 
kurz  steigend,  denken.  Folglich  ist  das  Wachsthum  an  bewegen-  J 
der  Krau  jj 

=Se^dMBhi),  j 

welche  Grtisse  nach  D'Alembert's  Lehrsatz  negativ  in  Rechnang 
zu  bringen  ist.  Da  wir  die  von  AZ  sich  entlcriiende  Riehtui^ 
positiv  nehmen,   so  ist  die  Kraft" 

ffQdM.sinw 

gleichfalls  negativ  zu  nehmen. 

Die  von  diesen  Kräften  herrührenden  A I ante nten summen  sind 


—  Q  fäßUHfS^  +  RgaiM 


Ueberdiess  viirkt  auf  die  Kugel  noch  der  Widerstand  der  Luft, 
und  zwar  verzilgernd.  Setzen  wir  den  absoluten  Luftwiderstand 
=/,  so  künnen  wir  uns  denselben  im  Centrum  der  Kugel  ange- 
bracht denken  und  somit  haben  wir  für  dessen  Moment 

ry. 
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Somit  haben  wir  endlich  die  Gleichung 

^JdMR^b^w  +  qg   f  RdMsmw +ry=0  . 

Ziehe     ich  aber    die   senkrechte  Linie  JUN,    so  ist  MN^Rsinw 
«nd    das  Glied 

Q  r  RdM8\iiw=^Q   rMN\dM. 

kaontlicb  ist  aber  q  I  MN.dM  gleich  dem  statischen  Momente 

l^anzen   beTregten  Masse  qM  in  Beziehung  aaf  den  Schwer- 
kt:     Ziehe  ich  daher  CP  senkrecht  auf  AZ,  so  ist 

Q I  RdMsmwz=iQM.CP  —  QMr%me, 

\  wenn  wir  den  Winkel  CAZ=0  setzen. 

[  Da   nun  auch  8^=8^0,  so  gestaltet  sich  unsere  Gteichung 

:  wie  folgt: 


k  .„ 


i  ; 


qB^B  fR^dM+ggiarsme+ry—O. 


A    /  S^dM    ist   aber  das  Trägheitsmoment  der  Kugel  in  Bezie- 

bnDg  auf  eine  durch  A  gehende  Axe.  Ist  die  Kugel  hohl  und 
;flBT  Süsserer  Durchmesser  =^,  so  wie  ihr  innerer  =:a,  so 
^^t  man 

Setzt  man  das  Verhältniss  -j=A:,  so  ist 

R^dM=^  3  QnA^{\  ^k^)  \j  A^' .  j-^3  +  r^  | . 


Gleicherweise  ist 


qM=^qnA^(l-k^) 


Setxe  ich  nun 


,  2    A^    l-k^      . 
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iDcn,  class  dessen  Elnfluss  auf  die  Oacillalioneti  unmerklicb  und*  ^j 
jedoch  Dicht  in  solchem  Grade,  das«  er  durch  die  verschiedentn^^ 
Anspannungen  verschiedene  Dimensionen  angenommen  httte-  Un^w 
die  Ausschlagwinkel  mit  Schärfe  zu  bestimmen,  war  e«  durchanr- 
nothnendig,  dass  nach  jedem  Zurücksinken  der  Knirel  dar'^ 
irgend  eine  Vorrichtung  sich  eine  Ruhe  einstellte  (die  Rnhe  d  .  ,^^^ 
znrackgehenden  Drathes  ist  nur  momentan),  in  der  man  an  eines^ 
Lineal  den  Schenkel  jenes  Winkels  zeichnen  kann.  lUeBen  Zwec^^^ 
unterstritzte  der  gluckliche  Umstand,  dass  man  die  kleiner^^^ 
Ausschlagwinkel  als  weniger  brauchbar  verwerfen  kann,  tf dl  n^^^^ 
die  );rüssern  wegnn  ihrer  grossem  Ulfferenzeo  sichere  Resaltk^-^^ 
gewähren. 

Man  schlägt  nemlich  in  ein  vollkommen  geebnetes,  mit  seiner  /' 

Ebene  vertikal  stehendes  und  gut  befestigtes  Brett  einen  tii^glicK«/  >' 

dOnnen  Stift  völlig  senkrecht  auf  die  Brettehene.    An  diesen  StiR  ''. 

wird,  et"-a  eine  Linie  vom  Brett  entfernt,  der  die  Kugel  trueende  ^^ 

Drath  mit  einer  einfachen  Schlaufe  angehängt,  ond  der  Kugel  eine  ''^ 

solche  S'^hwingung  gegeben,  dnss  der  Drath  stet«  mit  dem  Brett  '^ 
parallel  lauft    Vorher  aber  wird  auf  den  Stift  folgende  Von'u^ 

tung  geschoben :  jk 

Man     verfertige   sich     aus    Karlenpapier    oder    starkem    ioT  1 
pelt     zusammengeleimten    iVoteiipapier     eine     zweifach     <'"'^^»    ' 
schnittcne  Scheibe    in  angemessenen  Dimensionen.     A  (Taf.  >^ 
Fig.  5.)  ist'der  kreisrunde  kleine  Ausschnitt,  durch  den  der  y^^^ 
kommt   und  in  dem  eben  dieser  Stift  noch  einige  Spannung  h^**!. 
Durch  den  Mittelpunkt  in  A  werden  zwei  einen  Winkel  von  et^^^, 
30"  bildende  Gerade  DC  und  BE  geBogen.    In  B  und  C  weri-'     t 
zwei    ebenfalls  von  Papierstreifeo  gemachte  Stifte,    deren  801*-*^^.! 
ansieht  L   zeigt,    angeleimt,    wobei   aber  die  durch  die  Dreiec-  "^ 
chen    bestimmten   Flachen    genau    senkrecht    auf  der  Ebene  d^^  ■« 
Scheibe  und  übrigens  so  stehen,    dass    die  Linien  DC  und  B^^^ 
durch  diese  Dreiecksilächen  gehen.  Der  Winkel  DAE  wird  durc^  -^ 
die  Linie    FG  ungefähr  in  zwei  gleiche  Theile   getheilt  und  du-^^ 
Dreieckchen  FGH  heraus   geschnitten,    wo  dann  FC  das  Linea^^ 
bildet.    Diese  Scheibe  wird  ganz    an    das  befestiete   ebene  Brett  ^ 
nn^elehnt  und  kann  sich  leicht  um  den  Zapfen  A  bewegen,  bleibt' 
aber    augenblicklich    stehen,    so   bald  die    auf  dieselbe  wirkendc^^ 
Krall  aufhört.   Hierauf  lasse  man  die  Kugel  in  viiljiger  Ruhe  (ver-' 
likul)  hangen,  und  bewege  die  Scheibe  DEBC  zweimal  so,    dass 
die  Stifte  B    und    C  den    Drath  berühren,    drücke   dieselbe  (die 
Scheibe)  jedesmal  mit  der  linken  Hand  an  das  Rrett  iind  mache 
mit   einem  fein  gespitzte»  Bleistift  an  dem  Lineal  FG  eine  Linie 
auf  das  an  das  Brett  aufgeleimte  Papier.  Diese  Linien  verlängere     , 
man  zur  Unterscheidung  noch  etwas  Über  F  hinaus,    weil  sie  die     1 
Fundaiiientulschenkel  der  zu  messenden  Winkel  bilden.      Hieraul 
lasse  man  die  Kugel  unter  einem  Winkel  von  etwa  ÖO"  so  in  die 
Höhe  halten,  dass  der  Drath  bei  fortwahrender  Anspannung  durch 
den  Mittelpunkt  derselben  geht.    Der  Drath  aber  wird  die  beweg- 
liche Scheibe  an  einem  der  Stifte:  B  oder  C  seitwärts  ziehen,  und 
in  der  Ruhe  angelangt,  wird  man  sie  mit  den  Fingern  der  linken 
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'  clrdcken,  und  am  Lineal  seine  dritte  Linie  ziehen.  Hierauf 
v^  die  Kagel  ruhig  fallen,  und  im  Fall  wird  der  Drath  am 
^tift  die  Scheibe  auf  die  andere  Seite  schieben,  und  nach 
«^rQckweichung  dieselbe  auf  einige  Zeit  In  Ruhe  lassen. 
In^he  benutzt  man,  um  am  Lineal  die  vierte  Linie  zu  zie* 
^lei  aber  wird  man  sich  beeilen,  der  Scheibe  durch  Auf- 
ler linken  Hand  die  Freiheit  wieder  zu  geben,  damit  sie 
geschoben  werden  kann,  um  wieder  in  Ruhe  zu  gelan* 
^o  wird  man  sich  so  viele  Linien  zeichnen,  als  man  Win- 
big  zu  haben  glaubt,  ja  man  wird  fOr  eine  zweite,  dritte 
^  Beobachtung  stets  nur  ein  neues  Papier  an  seinen  vier 
auf  das  Brett  ankleben.  Das  jedesmalige  Schieben  der 
e  bedarf  einer  so  geringen  Kraift,  dass  der  Drath  nicht 
ch  gebogen  wird,  wovon  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
t  wird  sich  folgende  Zeichnung  (Taf.  HL  Fig.  6.)  darstellen} 
id  CD  sind  die  beiden  Fundamentalschenkel.  Die  von  der 
alen  rechts  abliegenden  Winkel  des  Pendels  liegen  hier  von 
iks  und  werden  auch  von  CD  an  gemessen.  Die  übrigen 
rechts  von  AB  und  werden  auch  von  AB  an  gemessen.  — 
lohe  Weise  wurden  folgende  Resultate  erzielt: 
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Beobachtang  den  24.  September  1849. 


Erste 
\^nkeib'eobachtang. 

Zweite 
Winkelbeobachtung. 

1 

Ol  =55045' 

021=250  30' 

0,  -630  50' 

021=270 

Öa  =52030' 

0M=25o 

0a  =59030' 

022  =  26030' 

03  =50015' 

043=240  15' 

0s  =560 

023=26046' 

04  -470IO' 

0^4=23045' 

04  =  5-2045' 

024  =  250 

0g  =450  15' 

0ia-23o 

0s  =  50O 

025  =24020* 

06=430 

0j,  =22030' 

06  -  480 

028  -2304O' 

ßr  =  410 15' 

02^=21045' 

0r  -  450 15' 

02r=23o 

08  -  3903O' 

028  =  21030' 

08  —43015' 

028=22030' 

0,  =37050' 

02,-20045' 

09  =  4io 

039  =  220     ^ 

010 -360  20' 

030  — W20' 

0,0-39045' 

030=21030' 

0n=35o 

0„  =  19045' 

01,  —370  50' 

031=210 

0,a  =  33045' 

032=190  30' 

0,2-36045' 

033=20030' 

0,3  =32040' 

033-18045' 

0,3-35010' 

033=200 

014  =31020' 

034  =  18030' 

014-33045' 

034=19045' 

014  =30015' 

036-180 

015=32040' 

03^=190  15' 

0,8  =  29030- 

036  =  17050' 

018  =  31030'  036  =  190 

01,  =  2803O' 

03,=17O25'J0ir-3OO3O' 

037=180  30' 

018=280 

038=170  15' 

0,8 -290 30':  038  =  180  15' 

«19=270 

019  -  28045' 

039  =  170  45' 

Oj« -26013' 

020-280 

040-170  30' 

Pciuleilänge    (bis  zum  Centnim  der  Kugel)   =27'-, 577  Württen: 
Aeusserer  Durchraesser  der  Kugel  =:r,034. 
(^civicht  derselben  =  8  Pfund  I2V2  Loth  Wurttemb. 
Barometerstand  24" 47/'. 
Thernionieterstand   +  IP  Keaumur. 


273 

Es  wurde  auch  mit  einer  zweiten  massiven  Kogel  in  der  Grösse 
einer  Kegelkusel  eine  dritte  Beobachtung  angestellt;  allein  sie 
Uetet  wegen  der  dabei  vorgelcommenen  Eile  so  wenig  Zuverläs- 
sigkeit dar,  dass  ihre  Angabe  hier  fCgiich  weg  bleiben  mag. 

Vei^leicht  man  die  beiden  obigen  Beobachtungen  mit  einan- 
der» so  oemerkt  man,  dass  6*  der  zweiten  nur  um  iß'  grösser  ist 
als  6|  der  ersten,  und  dass  die  nachfolgenden  Differenzen  selten 
tun  mehr  als  15'  schwanken,  und  zwar  hat  die  zweite  Beobach- 
toDg  das  stete  Bestrehen,  ihre  6  um  IS'htiher  anzugeben;  ja  die 
letztbeobachteten  Winkel  zeigen  dieselbe  Differenz  (IS')»  em  Be- 
weis, wie.  gut  die  Kugel  geschwungen  hat.  Die  einzige  Ausnahme 
machen  ^4=47^10'  und  ^0=48^,  wo  sich  ein  grösserer  Beob- 
achtungsfehler eingeschlichen  hat. 

Die  vorkommenden  Abweichungen  von  der  Differenz  =15' 
rilhren  überhaupt  von  Beöbachtungsrehlern,  so  wie  auch  von  der 
nicht  strengen  Messung  her,  denn  die  letztere  geschah  mittelst 
eines  Transporteurs,  welcher  bloss  in  halbe  Grade  abgetheilt  war. 

Bildet  man  für  beide  Beobachtungen  eine  erste  Differenzen- 
rahe, indem  stets  6nH  ^^^  ^»  abgezo|;en  wird,  so  überzeugt 
■mn  sich  bald,  dass  diejenige  der  zweiten  Beobachtung  mehr 
Regelmässigkeit  zeigt,  als  diejenige  der  ersten.  Wir  benutzen 
'{  daher  für  unsere  Untersuchung  die  zweite  Beobachtung  als  die 
nverlässigere.  —^  Formirt  man  aus  der  ersten  Differenzenreihe 
tochmals  eine  zweite,  so  kommt  in  derselben  ein  gar  unregelmäs- 

Ses  Schwanken ,  d.  h.  ein  solches  Fallen  und  Steigen  zum  Vor- 
leiii,  welches  in  Wirklichkeit  unmöglich  existiren  kann.  Diese 
Bemerkung  bietet  ein  ziemlich  genaues  Correktionsmittel  dar.  Man 
bildet  sich  nenilich  aus  der  zwieiten  Differenzenreihe  eine  neue 
sweite  Differenzetireihe,     welche  fallend  ist,    aber   beim   Anstei- 

{^en  auf  die  erste  Differenzenreihe  und  von  dieser  auf  die  ursprüng- 
icbe  Reihe,  in  der  letztern  keine  Winkel  erzeugt^  welche  von 
den  beobachteten  zu  sehr  verschieden  wären.  Wir  gewinnen  dem- 
nach unsere  corrigirten  6  vermittelst  folgender  Reihen: 
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Ursprüngliche  Werthe. 


e 


2'- 

%  = 

er  = 
e,  = 
e,  = 

^10  = 

2"^ 
2"= 

621  = 

^23  = 

Ö24 

^25 
Ö20 

Ö29 

^34  = 

"33^ 

^36^^— 

^87  = 

^38  = 
^39  = 

^40  = 


63^50' 

5903O' 

56» 

520  45' 

500 

480 

45015 

43015 

410 

39045 

370  öO' 

360  45' 

35010' 

33045' 

3-2O40' 

31030' 

30030' 

290  30' 

28045' 

280 

270 

26030 

25945 

250 

24020 
230  40' 
230 

22030'! 
220 

2I03O' 

210 

200  30' 

200 

19045' 

19015' 

190 

180  30' 
18015 
17045' 
170  30' 


Je 


402O' 

30  30' 

3015' 
2045/ 

20 

2045' 

20 

2015' 

1015' 

1055' 

105' 

1035' 
10.25' 

105' 
10 10' 

10 
10 

45 
45' 
P 
30' 
45' 
45' 
40' 
40' 
40' 
30' 
30' 
30' 
30' 
30' 
30' 
15' 
30' 
15' 
30' 
15' 
30' 
15' 


50' 

15' 

30' 

45' 

-45' 

45' 

—15' 

10 

-40^ 

50' 

—30' 

10' 

20' 

—  5' 

10' 

0 

15' 

0 

-15' 

30' 

-15' 

0 

5' 

0 

0 

10' 
0 
0 
0 
0 
0 

15' 

-15' 

15' 

-15' 

15' 

-15' 

15' 


Neue  Werthe. 


d^e 


50' 
30' 
18' 
12' 

W 
10' 
10' 

9' 
9' 
9' 
9' 
8' 
6' 
4' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 
2' 

2' 
1' 
1' 
1' 
1' 
1' 

r 
1' 
1' 
1' 
1' 


40  20' 

30  30' 
30    . 

2042' 
203O' 

20  20' 
2oi(y 

20 

10  50' 
I04I' 
1032' 
1023' 
1014' 
10  6' 
10 
56' 
54' 
52' 
50' 
48' 
46' 
44' 
42' 
40' 
38' 
36' 
34' 
32' 
30' 
29' 
28' 
27' 
26' 
ß5' 
24' 
23' 
22' 
21' 
20' 


Ol 

Ö2: 

Ö3 

Ö4: 

06  = 
öd 

dr 

Ob 
Ö9 
öio 

»12  = 
^13  = 

2"- 
2"" 

«18  = 

^20  = 

^21  = 

^22  = 

^23  = 

024  = 

026  = 

026  = 

027 

029 

Ö29 

Ö30' 

031  = 

Ö32' 

Ö33 

634 

Ö35 

636 

Ö37' 

^38' 
Ö39: 

Ö40- 


esosc 
59030' 

560 

530 

50018' 

47048' 

45028' 

430 18' 

41018' 

39028' 

37047' 

36015' 

34052' 

33038' 

32032' 

31032' 

30O36' 

29042' 

280  50' 

280 

27012' 

26026' 

25042' 

250 

240  20' 

230  42' 

230  6' 

22032' 

220 

2I03O' 
210  1/ 

20033' 
200  6' 
I904O' 
19015' 
180  51' 
180  28' 
180  6' 
17045' 
17025' 
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bt  nun  Un  ein  Werth,  der  die  Gleichung 
beinahe  befriedigt,  fio  ist  der  Correktionswerth 


II 


OD 

I 

+ 

OD 


«- 


» 


a 


j 

a 
+ 

a 


o 
m 


Vi 


Co 

'S 


o 

OB 


Ol 


a 


o 

CD 

B 


St 

2. 
3' 
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10) 

\X^+duX^+<h6t+a^e'z..=  F,  +  8„FjA+fte,+|3ae«a,. 
[Xa  +8„^sA+«i 03+02028,,=  F4+8„F4A+jJi04+|3,0«4  . 


Diese  Gleichungen  verschaffen  uns  zuerst  eine  Relation  zwisdbei 
a,  und  ßi»  Je  mehr  nerallch  die  Winkel  ßm  abnehmen ,  desto 
kleiner  werden  auch  die  Differenzen  zwischen  je  zweien  unmittel- 
bar auf  einander  folgenden ;  und  sind  sie  unendlich  klein  gewor- 
den,  so  sind  jene  Differenzen  unendlich  kleine  Grössen  der  zwei- 
ten Ordnung.  Demnach  kann  man ,  wenn  On  und  dn^^i  unendlich 
klein  gedacht  werden,  setzen 

ßn  =  Öfi+i  > 

SO  wie 

sindit=sindfi-|.i  =  ßn,     cosÖb= cosö»4-i  =  1 . 

Macht  man   in   Xn   und    Yn-{^i,     so   wie  in  den  entwickelten   i 
Werthen  BuXn  und  du Fn-|-]f  diese  Substitutionen,  so  erscheint  fio  - 
denselben  ß  weder  in  der  Potenz  Null  noch  Eins,  sondern  nur  io 
hühern  Potenzen.    Die  letzte  der  Gleichungen  10)  wird  daher,  da 
gegen  ß}n  alle  übrigen  Potenzen  verschwinden: 

aiön=/?iöii4-i  oder  ai=:j?i. 

Zieht  man  unter  den  Gleichungen  10)  die  zweite  von  der  ersten, 
die  dritte  von  der  zweiten  und  so  je  die  nachfolgende  von  der 
vorhergehenden  ab,  so  erzeugen  sich  unter  anderen  die  Diffe- 
renzen: 

.   ■  -An— 1  — *  -X« , 

F»  —  Mn^i » 
,  Cu  An— 1  —  VuXn  y 

Suyn — 8uF(n+l). 

£i-i  und  dtfXn-1  entstehen  beziehungsweise  aus  An  und 
SuXn  dadurch,  dass  in  letztern  ßn  einen  Zuwachs  ßn-i—ßn,  so 
wie  Fn  und  duTu  aus  Fn-|-i  und  duFn-fi  dadurch,  dass  in  letztern 
ßn^i    einen  Zuwachs    ßn  —  dn+i    erlitten   hat.    Wir  können  daher 
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Xm=.Y^^f[cose  +  m\ne'-(co8en  +  us\nen)e  "^^•«  *^ 


J. 


r^^  =  Tjq^^^[cos6--M«lnÖ--(co8Ön+i--t*slnft,H)«"^^"+^"^^J  ? 

ond  wo  n  jede  ^anze  Zahl  vorstellen  kann ,  hingegen  am  und  ßm» 
so  wie  tf  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.  Für  ^=0  sind 
je  beide  Werthe  von  86  einander  gleich.  8o  viele  Werthe  man 
Mher  n  zuweist  ^  so  viele  Gleichungen  werden  aus  7)  und  8)  ent- 

3»ringeOy    welche  zur 'Bestimmung  der  Coefficienten   am  und  ßm 
enen.    Diese  Gleichungen  sind: 


9> 


1-^»  +«iös+aaÖ'3+«se'8  — 


n+AÖ8+/S>fl»8+M»8-.... 


Ä+«iÖ»+«aÖ»n+«3Ö'n..  =  F,+i+/SiÖ«+»+/Jae»«+i+/J3Ö'«+i-; 


«•bei  aber  jetzt 


^9 


-ue. 


Jfn=727^ä)/[l~(<'o*öii+asinö«)e      "] 


^ff 


u9. 


^"+1  ^J^Iy^l  [1  "■  (cosö«+i— MsinÖn+i)e   "+*]  • 

Die  oben  gefundenen  Werthe  von  u  sind  offenbar  grcSsser  als  das 
wahre  u,  denn  jene  geben  den  ganzen  Widerstand  y=  o  Umt)^» 

w&hrend  nUt*^  nur  einen  Theil  desselben  darstellt.    Das  wahre  u 

ist  demnach  kleiner  anzurechnen»  als  der  kleinste  Wer th  Um*  Ge- 
netzt, es  sei  eInWerth  u,  der  dem  wahren  so  nahe  kommt,  dass 
man  von  der  Correktion  h  alle  höheren  Potenzen  vernachlässigen 
kaDD,  so  gehen  dadurch  obige  Gleichungen  9)  über  in: 
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S»u,e^Xn =-7  »«e""*"  sin«, , 

% 


80  ergibt  sich   endlich  die,    alle  aus  10)  entsteheodea  Gl 
chungen   repräsentirende  Gleichung: 
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üO 


II 
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3 
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^ 
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1 
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1 

1 

f 

1 

5^ 

1 

1 
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4L. 
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Ich  multiplicire  diese  Gleichung  mit    n' »    lasse    aber     -^  und 

s— -*  dennoch  durch  am  und  ßm  dargestellt  sein»    wobei  man  her- 
nach >  um  die  ursprünglichen  am  und  ßm  wieder  herzustellen,  die 

gefundeneu  Werthe  noch  mit  -j   zu  multipliciren    hat.      Hierauf 
setze  ich 


— «  "^" (6ii-i  —6«) [sine«  +  öT cosdniOn-^i  -On)]  .  1"^ 

+  e"WHön— ön+i)  [sinö„4-,  +-cosö«+i(6«— Ö«+i)]=A,      ^  j; 
— liö  1 

e        «  (e„_i  —6n)  [ÖnSinÖn  +  2  (siuön  +  enCOS^fi)  (^ii-i— Ön)] 

+e"*«+^(e«--e«+i)[Öa4.isine«+i+^(sin(9«+i+e«+iCose„+i)(6«--^»lJ]l^ 


Diese  beiden  Grössen  nehmen  durch  Entwickelung  der  ElzpoMir 

tialfunktionen    ß~"  »     und     e"  «+i  in  1 — uSn  und    1  +  Md,i-|.| 
unter  Vernachlässigung  der  Produkte  n(6n-i--^)^  "^^  u(ßn' 
eine  zur  Auswerthung  bequemere  Form  an.    Setze  ich  nemli« 


r' 


(ö„_i  —  6„)  [sinö„  +  ^cosdn  (Bn-i  —  ö„)]  =  P« , 
(ön-i  — e„)  [e„sinen  +  j  (öncosö«  +  sinö«)  (e„_i  — 6n) ]  =  0«; 

tien(Ön-i— Ön)sinön=/?n» 


^^ 


so  ist 


tu 
Die 


A  =  Pii+i +/?«+!  —  Pn+Pn, 
Bn=  On+i  +  qn^i  +  0/1  —  7«; 

und  dabei  kann  man  noch  bemerken,  dass 


G 
Pi 

Ti 


e„=(9„.P„+  ^(6r„_i  -fln)«sinö« 


^w  ^=^6npny 


tiicbt  mit  der  rnten  Potenz  von  d^ 
tdlich  die  Gleichung  12)  Aber  in 


\\~J\a. =0. 


r  ich  nach  und  nach  durch  Setzung 
I  gerechnet,  für  n,  alle  diejenigeD 
rmitlelst  deren  sich  die  Goefficien- 

^oefßcienten  om  und  Bm  alle  poaitir 
ch  in  der  Folge  recbtfertlgen  oder 
eraus,  dass  dieselben  conTersIrenile 
der  Seiten  der  Gleichungen  10)  da» 
elgeschwindigkeit  (dS*)  im  tiefsten 
liesc  Geschnindigkeit  für  den  Fall 
«n,  wenn  die  Winkel  6  zunehmen, 
al  die  Einheit  überschritten  haben. 


Ig  können  wir   unt 
nten    beschränken. 


also   anf  ein« 


-200  "■♦*>• 

Pol  und  i\i  die  Breite  des  Orts  ist. 
Par.  FuBs,  t  =  48<'.10',  wfihrend 
raus  Tolgt,  dass  man  auchßlrTutt- 
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In  Par.  Fuss  findet  sich 

r  =24,32138, 
und 

A=  0,455965. 
Nun  Ist  das  Volumen  der  Hobikugel 

die  Dichtigkeit  des  Tannenbolzes 

=  0,555; 

der  Par.  Cubikfuss  reines  Wasser  wiegt  73  Pfd.  5  L.  1  Q.  \i 
tembergisch,   während  das  Gewicht  unserer  Hobikugel  ist: 

8  Pfd.  12Va  Loth. 

Demnach  ist 

I  jc^8(l  -  *^.0,5Ö5.9365  =  1074. 

Daraus  berechnet  man 

log(l^ife«) =0,71632033- 1 
und 

log(l  -k^) = 0,84888153  - 1. 
Dicss  Alles  gibt 

/=  24,326019 
und 

^=2,482593. 

Um  aus  den  so  gewonnenen  Wertben  am  und  ßm  au 
Coel'ficienten  pm  zurückzusteigen,  wird  man  für  n  einen  I 
bigen  Wertb  annehmen,  und  aus  7)  die  verschiedenen  Pote 
Ton  d$,  so  wie  auch  das  Differential  d^S  in  die  Gleichun 
setzen  und  alle  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen 
auch  Funktionen  von  6  für  sich  der  Null  gleich  machen«  Zu  j 
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••er  gegenseitieer  Unterstützung  mag  es  gereichen,  wenn  man  zwi- 
•cheo  o)  und!)  dasselbe  thut. 

■ 

Das   letzte  Geschäft  aber  wird  sein,    nachzusehen,    ob  die 
Funktion 

i nicht  die  Entwickelung  einer  geschlossenen  Funktion  von  o  ist  — 
Möglicher  Weise  ein  leichtes  Geschäft. 


Die  einfachste  und  vielleicht  beste  Art,  zum  Zweck  zu  gelan- 
is  mochte  aber  folgende  sein: 


Man  nehme  eine  gut  gearbeitete  aus  uapierdün 
lende  Hohlkugei  von    Va  ^^i^  1  Schuh  im  Durchi 


Innern  Blech  be« 
imesser,    lasse 
l>ei   Windstille    von   verschiedenen    gemessenen  Hohen  fallen 
■beobachte  die  Fallzeit. 


^.  Hält  man  eine  gewöhnliche  Taschenuhr  an  das  Ohr,  deren 
len  %  bis  %  Sekunden  anzeigt*),  so  kann  man  mit  dem 
den  der  Schläge  ganz  bequem  nachkommen,  wofern  man 
von  1  bis  12  zählt.  Will  man  aber  noch  weiter  zählen,  so 
flUigt  man  abermal  mit  1  an  und  addirt  die  neue  Zahl  zu  12  u. 
w.  Verschafft  man  sich  nun  einen  sehr  guten  und  genau  rcgu- 
Mrten  Chronometer  dieser  Art,  so  wird  man  pracis  auf  einen 
Schlag  desselben  die  Kugel  fallen  lassen  und  die  Zeitabschnitte 
bis  dahin  zählen,  wo' die  Kugel  auffällt.  Trifft  aber  der  Moment 
des  Auffallens  nicht  mit  einem  Schlag  des  Chronometers  zusam- 
men,  so  wiederhole  man  das  Experiment  unter  Vergrösserung 
oder  Verkleinerung  der  Fallhöhe  so  lange,  bis  ein  Zutreffen  er- 
folgt. Fänf  bis  acht  Beobachtungen,  die  man  in  einer  Kirche  und  von 
einem  Thurme  herab  machen  kann,  genügen.  Damit  die  Kugel 
nicht  beschädigt  werde,  fange  man  sie  durch  ein  Falltuch,  besser 
durch  ein  weitgestricktes  Fallnetz,  auf. 

Zählt    man    die  Fallhöhe  x  vom  Anfang   des  Falls  an,    und 
setzt  die  Zeit  gleich  t,  so  kann  man  die  Gleichung  aufstellen: 


■*)  Die  Uhr  des  Verfassers  z.  B.  niaelit  in  1  Minute  genau  288 
Schlige;  folglich  kann  uiau  verinitteist  derselben  j'^*^^  oder  f^  Secundcn 
unterwheiden. 
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deren  Coeficientea  «b  ans  den  Beobachtoi^n  leiebt  zu  bestiarj 
■en  sind.    Der  Kürze  «regen  setzen  wir 


Bezeichneo  wir  noch  den  Widerstand  der  Luft  durch   q>(v),    «oj 
bat  man  bekanntlich  die  BeH-egon^sgleichnn^ 


wo  dv  die  in  Beziehung  auf  <  genommene  Ableitung  ist 
folgt 


•f» 


9'(f^  =  ^— Sc. 


Setzen  wir  femer 


df{i)=r(t)  und  8*f(f)=r(t)i 


so  leiten  wir  aus  x=f(t)  ab: 


■  '*H', 


und 


Demnach  haben  wir 


v  —  dx=f'(t) 


dt  =  f{i). 


g>(v)  =  g^f"(t) 


Wollen  wir  aber  (p(v)  in  v  dargestellt  sehen  >  so  müssen  wir  zwi« 


sehen  dieser  und  der  Gleichung 


«>=/•'«) 


t  eliniiniren. 


Bemerkung.      Ist  w(v)  =  7nv^,    so  hat  man  (nach  Ohm*« 
Mechanik  1.  Tbl.  S.  342.) 


g^       ^gt 


k^   .     A*  +e    *\ 


wo 


^   m 


] 
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Eiitfvickelt  man  x  iu   eine  Reibe  ^    die  nach  Potenzen    von 


■j  fortgeht,  80  hat  man 


1   41      9^'^   Oy  . 
xz=^gt^ 12" 'W    *" 


I^Bat  man  Grund  anzunehmen,   dass  -r   eine  sehr  kleine  Zahl  ist, 

kann  fflglich  mit  dem  zweiten  GÜede  abgebrochen  werden,  und 
id  oPx  und  ti  zwei  zusammengehörige  Beobachtungswerthe ,    so 
man 


GX=f= 


12 


^gfii  —  .Ti 


9  9't\ 

i^  und  x»  zwei  andere  Beobachtungswerthe»  so  mnss,  wenn 


Neuton'scbe  Gesetz  richtig  ist,  sein: 


^ffk^  —  ^i     2^<*a  — ^a 


t\ 


tK 
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Venus  im  ^os9teii  Olanze. 


dem  Herausgeber. 


Das  vorige  Jahr  (1852)  bot  uns  das  interessante  Schauspiel 
dar,  dass  Venus  bei  hellem  Tage  am  Himmel  glänzte.  Im  Jahre 
1716  betrachtete  das  Volk  in  London  diese  Erscheinung  als  em 
Wunder  und  als  ein  drohendes  Vorzeichen  nahen  Unglücks,  und 
im  Jahre  1750  wurde  der  nicht  minder  unwissende  Pubel  von  Paris 
durch  dieses  Phänomen  so  aufgeregt «  dass  es  nuthis  wurde,  die 
Hülfe  der  Polizei  in  Anspruch  zu  nehmen,  um  dem  Tumulte  Ein* 
halt  zu  thun*).  Der  berühmte  Halley  hat  in  den  Philosophi- 
cal  Transactions.  Nr.  349.  die  Zeit  des  grössten  Glanzes 
der  Venus  zu  bestimmen  gelehrt.  W^eil  dieser  Gegenstand  nur  in 
wenigen  astronomischen  Werken  behandelt  worden  ist,  weil  der- 
selbe eine  interessante  Aufgabe  für  die  Lehre  von  den  Maximis 
und  Aünimis  darbietet,  und  weil  dabei  vielleicht  noch  Einiges  zu 
bemerken  sein  dürfte,  was  man  bis  jetzt  unbeachtet  gelassen  hat, 
80  will  ich  die  betreffende  Aufgabe  im  Folgenden  auflösen. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an ,  dass  sowohl  die  Ent- 
fernung der  Venus  yon  der  Sonne,  als  auch  die  Entfernung  der 
Erde  von  der  8onne  constant  sei,  was  wesren  der  geringen  Elx- 
centricitäten    der   Bahnen    dieser   beiden  AVeltkurper  bei  diesem 


'^)    S.  Wunder  des  Himmels  Ton  Littrow.   Vierte  Auflage. 
S.  890. 


* 

1 


I 


Von  .-.  ?*i  :i 
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Gificoatande  mit  hinreichender  Annäherune  verstattet  ist.  Ausser- 
deii  werden  wir  zu  der  näherunfi^sweisen  Annahme  berechtigt  sein, 
dm  die  Venus  halb  von  der  8onne  erleuchtet  wird»  und  dass 
dMselbe  auch  der  Fall  sein  würde»  wenn  die  Erde  ein  selbst- 
leaeiiteDder  Körper  wäre,  welcher  der  Venus  sein  Licht  zusen- 
dete. Alle  anderen  genaueren  Betrachtungen  wflrden  im  vorlie- 
genden Falle  die  Aufgabe  unnuthigerweise  compliciren.  Dies 
vorausgesetzt,  wird  nun  gewiss  alles  Folgende  vollständig  ver- 
fttndlich  sein. 

lo  Taf.  III.  Fig.  7.  sei  die  Ebene  des  Papiers  die  durch  die 
■Mittelpunkte  Si,  £, ,  Fi  der  Sonne,  der  Erde  und  der  Venus 
gelegte  Ebene.  Diese  Ebene  werde  in  dem  Halbkreise  ^ICiS  von 
der  erleuchteten  Hälfte  der  Oberfläche  'der  Venus  geschnitten. 
Denken  wir  uns  nun  eine  den  um  V  beschriebenen '  Kreis  in  D 
berührende  Parallele  mit  £V  gezogen,  so  wird  die  in  Rede  ste- 
hende Ebene  in  dem  Bogen  BCD  von  dem  der  Erde  zu  Gesicht 
kommenden  Theile  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  geschnitten. 
Die  von  der  Sonne  erleuchtete  Hälfte  der  Venus  und  den  der 
Erde  .  zu  Gesicht  kommenden  Theil  derselben  wollen  wir  jetzt 
lespective  auf  die  grossten  Kreise  der  Venus,  dereft  Durchmes- 
•er  AB  und  DE  sind,  projiciren,  so  ist  das  Verhältniss  dieser 
Projectionen ,  wenn  wir  den  Winkel  SiViEi  durch  o  bezeichnen, 
efenbar 


1  :^  +  ä  cosw  =  1  ••  ö  (l+cosflo) = I :  cos  5  ©*. 

« 

Denken  wir  uns  überhaupt  eine  erleuchtete  Ebene  F  in  zwei  ver- 
eehiedeneii  Entfernungen  e  und  ei  von  dem  Auge,  und  bezeich- 
■en  den  Glanz,  mit  welchem' dieselbe  dem  Auge  erscheint,  re- 
f  nective  durch  g  und  0^,  so  verhalten  sich  g  und  g^  offenbar 
^  wen  80  zu  einander  wie  die  Grundflächen  f  und  fi  der  durch  die 
Popille  auf  die  ,  Netzhaut  fallenden  IStrahlenkegel  von  derselben 
HuneA,  so  dass  also 

imU    Nun   ist   aber  nach  den  Lehren   der  Geometrie  bekanntlich 
offenbar 


also  A*=A<^i^»  woraus 


f-fi= 


ci*:e''. 


daher  nach  dem  Obigen 


9'ffi  =  ei^-f^ 
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folfift;  d.  h.  ^  und  gi  verhalten  sich  zu  einsDder mngdcdurt  wie 
die  Quadrate  der  Entfernungen  der  El>ene  F  von  dem  Avge.  Be« 
zeichnen  wir  daher  den  Glanz  der  erleuchteten  HSifte  der  Venus 
in  einer  der  Längeneinheit  gleichen  Entfernung  von  der  Erde  durdb 
<B,  den  Gianz  der  erleuchteten  HSIfte  der  Venus  in  der  Entfer- 
nung E  von  der  Erde  dagegen  durch  0i;  so  ist 

Bezeichnet  aber  G  den  Glanz  des  der  Erde  zu  Gesicht  konunen«. 
den  Theils  der  erleuchteten  Hälfte  der  Venus  in  der  Butfemong 
E  derselben  von  der  £rde>  so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

<9| :  6r  =:  1 :  cos  ^  «*• 
Durch  Zusammensetzung  der  beiden  Proportionen 


\ 


■*.• 


0j:  G  =1:  cosö-o^ 


erhält  man 


(Si:G=  JE^rcoSo  <o^ 


also 


1    ^ 
G= — ^2 — 0, 

oder  wenn  man«   was  offenbar  verstattet  ist,    0  als  Einheit  des 
Glanzes  annimmt: 


cos  rt"  G)^ 
G-  -^—  . 

Indem  wir  nun  die  constante  Entfernung  der  Erde  von  der 
Sonne  durch  R,  die  constante  Entfernung  der  Venus  von  der 
Sonne  durch  r,  den  Winkel  EiSiVt  an  der  Sonne  durch  6,  den 
Winkel  SiEi  Vi  an  der  Erde  durch  o  bezeichnen ,  wollen  wir 
uns  die  Fra^e  vorlegen,  wie  gross  der  Winkel  6,  den  wir  im 
Folgenden  als  die  unabhängige  veränderliche  Grosse  betrachten 
werden,  sein  muss,  wenn  der  Glanz 
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1   , 

6'=-     ^ 


tSa  Maximum  werden  soll. 
\  BriogeD  wir  die  vorstehende  Gleichung  auf  die  Form 

G  =  £;-«cos2  ©a, 

und  differentiiren  dann  in  Bezug  auf  0  als  unabhängige  veränder- 
licbe  Grösse  y  so  erhalten  wir 


de 


=  2£;-«c«S5-<i,  — gg 2E-'cos^i»^^ 


•der 


g^= -l,-«sin,^a,cos2a>  3^  -  21,-8cos  ^a,«g^  , 


äbo 


dG         Bind}  d(o  2         di^ 


•  ^rzi    • 


Öd 2£;«'Sö"~       £8        86 


Nun  ist 


oder 


also 


R:r=  sin 00 :  sin  (cd  -f  ff) 


rsino  =  Ra\n(ci  +  6) , 


rcoscögj^ =Äcos(ai+ö)  •  (1  +  g^  ) . 


oder 


rcosa)g7p= — Äcoso.(l  +  g^), 


woraus 


8(0  i2cos(d 


~r  » 


86         rcoso  -f  Rcoso 
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oder  auch,  weil 

f:J=rcosa>  -|-  Rcosl^ 
ist: 

da Rco8(5 

folgt.     Ferner  i«t 

JE« = Ä« + r«  -  2ÄreosÖ , 

also 

^dE       „    .  ^      8-E       Ärsinö 
E^  =  Rrsiue,    äö-  =  — E  — 

Fuhrt  man  die  gefundenen  Ausdrucke  von  kk  und  ^  in  den  obi- 
gen Ausdruck  von  ^  ein,  so  erhält  man 

Q^       „  .  -      afircos^-w^sinö 

du      /csinocoscd  t2 


•     I 


r    .  :••     •     1 


5ö"  "■       2£;3  £* 


und  weil  nun  die  gemeinschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und    j 
Minimums 


4* 


ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 

£sina)cosc5  =  4rcos  ^  w^sinö 


oder 


£sin^  racosCi)  zz^Srcos«  owinö 


liekanntlich   ist  aber 

£:r=sind:sinc3 

oder 

JEsin5  =  rsinö; 

also    ist,     wenn    man    mit  dieser  Gleichung   in  die    vorstehende 
Gleichung 
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J^sin  o  cocosQ  =  2rcos  5-  msinß 


dtvidirt: 


sin  5-  cocotcd  =  2cos  5-  ca , 


oder 


cot(d  =  2cot  Q-  CD, 


oder 


tang  (T  (0 = 2tang(d  . 

Diese  schon  von  Halley  gefundene  Gleichung  druckt  die  ge- 
meioschaftliche  Bedingung  des  Maximums  und  Minimums  aus,  und 
mittelst  ^derselben  mu«s  also  der  Winkel  0,  so  wie  auch  die  Win- 
kel 05  o  bestimmt  werden. 

Um  nun  den  Winkel  c5  zu  bestimmen,  verbinden  wir  mit  der 
Gleichung 

tang  n-  CO  =  2  tangc3 

die  Gleichung 

rsino)=  £sino. 
Aus  dieser  Gleicfiung  folgt 

2rtang  »  <» 

/2sinc5  = j —  , 

i+tang^«)* 

also  wegen  der  Halley *schen  Gleichung: 


Pt:Snr.—     ^ytangG) 
*^*°"-l  +  4tang52 


t^O  9 


folglich 


-^  _^         4rcos(«)         4rcosc«) 

""  cosö^  +  4sinö^  ""4—3  cosö^ ' 

woraus  sich 
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ersieht.    Löst  man    nun  diese  Gleichung   in  Bezug  auf  coso  a1 
unoekannte  Grosse  auf^  so  erhält  man: 


2    r     Afi   .  4    r^ 
cosG)  =  -3.-ß±Y  3  +  9-Ä^ 

oder 


cosö=|.^^-l±y  1  +  3(^)''|.   . 


Setzt  man 


tanga?=:  — V3, 


wo  man  immer  x  zwischen  0,  und  90^  nehmen  kann ,   so  ist 


-     2    r 
Gos(i)=j*  g-(— l±«eca;) 


oder,  weil 


ist: 


r  2    r        4/ 4 


cosü  =V  ö .  cota:  ( —  1  dt  sec^) . 


Nun  ist  aber 


1  —  cosar         '  l 

—  1  +  sec:r  ==      =     tang^  tang  ^  x 


1+cosar  1 

—  I  —  secj:  — =  — tansorcot  s*^; 

coso;  °  2 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 


+  Y  3  •^^"S  2^' 

V 


C0S(i)=  . 

— \/  o"»  cot^a:. 
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Da  X  zwischen  0  und  90^,  also   ;tx  zwischen  0  and  45^  liegt, 
so  ist 

tang2^<l, 


also 


cot^- ^>  1, 


weil 

t:  .  tang2a:cot^a:  =  l 

ist.     Folglich  ist  auch  um  so  mehr 

V4  ] 

j.  coto  ^>1, 

und  daher  die  Gleichung 


cos 


ü  = — \l  «- .  cot^-  X 


jedenfalls  unzulässig,  weshalb  man  zur  Bestimmung  von  c3  bloss 
die  beiden  folgenden  Formeln  hat: 

I  taDga:  =  — V3,    coso  =  y  ö-taagg-or; 

wo  man  x  zwischen  0  und  90^  nimmt.  Hat  man  aber  mittelst  die- 
ser Formeln  c3  gefunden,  so  ergiebt  sich  a>  mittelst  der  Formel 

tang  o"  ^  =  2tango 

ohne  alle  Zweideutigkeit,    und  6  findet  man  endlich  mittelst  der 
Formel 

0  =  1800— (ö  +  ö). 

Die  Entfernung  E  berechnet  man  leicht  mitteist  der  Formel 

_     rsinö 
AJ=  .  -  > 

sm6) 

oder  auch  mittelst  der  Formel 

jEr=rcosw  +  /^cosQ . 
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Uebrigeos  kaon  man  E  aach  noch  auf  folgead« 
cken.    Weil 


ist,  so  ist 


Ä=^^^^-,      cosS  =y  3    tang^ 


/?cosö  =«•  rtanga^ang  s"  ar 


oder  auch 


4         *ang  2  ^* 


*     1        .        ^     « 

1  —  tang^a:« 


Ferner  ist 


eoso)  = 


l-tang^o)^       i~4tang5« 

1    .  *        1     !»  ""  1  +  4tangö2 
1  +  tang  2  G>*  ^        ^ 


oder 


cosa)  = 


C08O*— 4sinö*      5coso*— 4 


rrO» 


cosü®  +  4siD(i)^      4— Scosü* 
also  nach  dem  Obigen: 

20tang^ar*— 12 

cosco  = 


12(1- tang  ,Ja:2) 


Daher  ist  nun 


jB—rcosco  +  Rco8(d 
i20tang  ^  ^^  — 12  4  tang  5-  x^ 


=  rO -z + 


12(1  -  tang  Ij^  x^)        3(1  ~  tang.^a;^) 


also,  wie  man  leicht  findet: 


.  1 


I 
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3tang  ij  a* —  1 

£=r j =r 

1  —  tanj;  ;r^,T^ 


1 


*^tang5-a:* 
1  —  t&ngiya: 


-1>, 


E~r (tango: tang ^  j^  —  1 ) , 

reicshe  Jbemerkeiiswerthe  Formel  man  nach  dem  Obigen  aacli  auf 
[Mgende  Art  schreiben  kann: 

E^=:^  Rcosü) — r. 

Nach  Delambre  (Astronomie  theorique  et  pratiqiie. 
'•  II.  p.  516.)  ist  für  die  Venus: 

Ä=l    und    rr--0,?i33J53 

I  man  mittelst  der  obigen  Formeln  ündet: 

.r=  67«. 20'.  3" 


ö:=  39«.  43'.  26" 
(0  =  1170.55'.  22" 
«=  22^\21M2" 
E=:  0,4304 
G=:  1,435. 

I 

Der  an  der  Erde  liegende  Winkel  c3  heisst  die  El  ongation  der 
Veiius  von  der  Sonne,  welche  also  nngeCfthr  40^  betragen  muss. 
wenn  der  Glanz  der  Venus  ein  Maximum  sein  soll ,  vorausgesetzt 
nämlich  ,  dass  wirklich  ein  Maximum  Statt  findet ,  was  wir  nun 
noch  untersuchen  wollen. 


SßG 


Zu  dem  Ende  müssen  wir  den  zweiten  Differentialquotienteti 
entwickeln.    Nach  dem  Obigen  war  aber 


BG 

de 


r>  .  -      2/?rcos5  oo^sinÖ 

RaincD  cosci)  2 


2£:» 


JB* 


oder 
Theil  \\. 


20 
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2  -fr  •  "öt:  ^  JSsin(»cos6»  — 4rco6^o>'sind , 


B  de 

oder  weil  nach  dem.  Obigen 


6inÖ= 


JEJsino 


ist: 


£»   dG 


W'se 


'  rwr=  sine>cosCi>~4cos  ä  (o^sioo . 


Hieraus  erhalten  wir  durch  fernere  Differentiation  nach  6: 


-£8   S^G      „E^  dE  BG 


=     (coscDCosG)  +  2äinci)S]no))  ^ 

—  (sincosinc3  +  4cos  5  w*  cosS)  g^ 


Es  ist  aber  6-\-  (o-\-id=zn,  also 


'^: 


dc5 


lo 


l+azi+afl— 0,         gf~'-T"~^""8ö' 


^/J 


und  folglich 


^E^    d^G    ^E^    dE   8G 

^Wd^+^R^'W  de 

siDcasinQ  +  4cos  „  a>'cosc3 

1  dco 

-f  (cosG)Cosc5-f-3sinct)sinc5-f4cos^  oo^cosö)  7^. 


Weil  nun  für  tang^  (&=z2taxig(d,  d.  h.  bei  der  Venus  für  die  oben 

angegebenen  Werthe  von  w  und  5,   der  Differentialquotient    ^^ 
verschwindet,  $0  können  wir  für  diese  Werthe  von  co  ubd  c3 
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,   ,  -     .    .,   .  .    -    .    I  1  CO*  CORO)  8«ö 

-|- (cos 0)008 G)    -f-  OSmOJSinG)  +  4C08^  '  Tj- 

itxent  und  werden  nun  zur  beurfheilen  haben ,  ob  die  Grosse  auf 
vt  rechten  Seite  des  Gleicbheitszeiüliens  positiv  oder  negativ  ist, 

reil  dann  auch  respc^'tive    -kj-^   positiv  oder  negativ  sein  wird. 

Za   dem   Ende  drücken   wir   zuerst  die    obige  Gleichung  auf 
[Mgende  Art  aus: 

ks   «in  «osii^c3  -f  ^os  3-  co*  cos  ö) 

•f  (sinoosino  -f-^cosö*  (o^cosc5  -|-Sino)sinc3  +  cos(w—  ö)}  Kq 

lA  nun  nach  dem  Obigen 

CO  — 5=78«.  11'. 56" 

bt»  so  sind,  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe  von  eo  und 
S»  die  Cirüssen  ' 

sincDsinü ,     4co8  i^  cc^cosw ,      co8(c()—  c5) 

•lenbar  sämnitlich  positiv,  und  es  ist  augenscheinlich 

1  _ 

tf iDflosini«)  -f  ^^^^  Q  (o^cosG)  H-  sincosind)  -|-  cos  (co  —  G>) 

>  sino>sinc3  +  4cos  5-  co^coso . 
Weil  nun  nach  dem  Obigen 


80""        W 
aLto»  wie  man  leicht  findet: 


sinoicosG) 
sind 


20* 
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80 


=  — 1,787 


d.  h.   negativ    und   dem    absoluten  Werthe  nach   grosser  als  dii 
£inheit  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

1  dm 

—  isinosinc3-|-4cos^  w^cosö  -f-sincDsinc3  +  cos((K) — 5)) 


1  - 

>  sincosinCi)  -|-  "^cos  5  go^coscd 


folglich 


_  1  _  X 

sincosin»  4-  4cos  crca^cosi^  l 

1       _  _  _  a«!"**  ' 

+  {sin(ösin(i>+4cos  5  e)*cos(i)-|-sin(osinG)+cos{ CO— ü)}  ^  j 

also    öß2    negativ,  welches  die  Bedingung  des  Maximunfs  ist 


> 
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ITeber  den  Inbalt  der  Fftsser. 

Von 

dem  Herausgeber* 


Der  Destimmung  des  Inhalts  der  FSsser  haben  mehrere  grosse 
Mathematiker  ihre  Aufmerksamkeit  gewidmet.  Schon  Kepler 
hat  neheu  seinen  unsterblichen  astronomischen  Arbeiten  eine 
Stereometria  doliorum  geschrieben,  und  nach  ihm  haben 
▼orzfiglich  Lambert,  Kästner,  Ober.reit  und  Andere  sich  um 
diesen  Gegenstand  verdient  gemacht.  K<istner  möchte  es  frei- 
lich fast  tadeln,  dass  die  Mathematiker  sich  zu  der  Beschäftigung 
mit  solchen  ganz  praktischen  Dingen  herablassen,  und  spricht 
•ich  darüber  in  seiner  bekannten  scherzhaften  Weise  auf  folgende 
Art  aus''): 

y,Ich  dächte  man  könnte  von  den  Leuten,  die  mit  roathemati- 
I  «chen  Ausübungen  Geld  erwerben  wollen,  immer  fordern,  dass  sie 
r  ihren  Kopf  zu  etwas  Theorie  anstrengten.  Haben  sie  dazu  Kopf, 
I  Fleias  nicht,  so  dürfen  sie  nur  solche  Geschäfte  Leuten  tiberlas - 
«en ,  die  sich  dazu  geschickt  machen.  Warum  sollen  die  Mathe- 
matikverständigen  Arbeit  und  Nachdenken  anwenden,  dem  soge- 
nannten Praktiker  Vorschriften  zu  geben,  die  dieser  nun  ohne 
Arbeit  und  Nachdenken  brauchen  m£u;?    Nicht  einmal  Dank  wird 


*)  Leipziger  Magaziu  für  reine  und  angewandte  Ufathefaiatik ,  ber- 
ana^geben  von  J.  ilernouUi  nnd  C.  F.  Hindcnbnrg.  Jahrgang  17H7. 
S.  6.  7. 
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mit  dieser  Gutherzigkeit  erworben.  Demi  eben,  weil  sieb  c 
Mathematiker  häutig  so  herabgelassen  haben ,  wird  ver^ess« 
dass  Mathematik,  oft  tiefe,  zur  Erfindung  und  bequemen  EinkL 
düng  dieser  Regeln  nöthig  war,  und  nun  hält  jeder,  vom  Can 
ralisten  bis  zum  Weinvisirer  herunter,  Mathematik  för  uodü.1 
Grillenföngerei. " 

„So  eiufältig  sind  die  Rechtsgelehrten  nicht  gewesen»  w 
zur  gesetzmässigen  Sicherheit  der  menschlichen  Gesellschaft  § 
hört,  so  populär  vorzutragen,  dass  Bürger  und  Bauer  es  oh 
weitere  Nacnfrage  brauchen  konnten.  Lieber  haben  sie  Vorstc 
tigkeiten,  die  schon  die  natürliche  Vernunft  lehrt,  in  feierUcs 
Formeln  verhüllt,  damit  selbst  die  künftigen  Notarien,  noch  iri 
mehr  was  höher  hinauf  steigen  will,  die  Pandecten  hvr 
müssen.'^ 

„Die  gewöhnliche  Beschuldigung,  dass  die  m  illirin>lSii]lp 
Theorieen  in  d^r  Ausübung  nicht  brauchbar  sein  solU^  flH 
eben  daher,  dass  man  zu  Ausfibnngen,  die  oft  ßfr  da«k%pM)L^ 
Wesen  wichtig  sind,  Leute  gut  genug  hält,  denen  man  hü i 
Theorie  anmutnen  darf,  die  also  weder  bekannte  Theorie  gd#a 
anzubringen  wissen ,  noch  viel  weniger  sich  einfallen  lassen,  ftm 
tische  Fragen,  z.  E.  hier:  von  Grestalt  und  Ausmessung  der.F^ 
ser,  mit  neuen  Anwendungen  der  Theorie  zu  untersuchen/' 

„Dass  Mathematikverständige,  wenigstens  seit  Keplers  2! 
ten,  gerade  bei  diesem  Gegenstande,  Gebrauch  tieferer  The^ 
häufig  gezeigt  haben,  ist  jedem  bekannt,  der  etwas  von  der  Hl 
rarischen  Geschichte  der  Visirkunst   weiss." 

„Aber  eben  so  bekannt  ist,  wie  unmathematisch  in  der  i^ 
Übung  eines  Geschäftes  ist  verfahren  worden,  das  in  Handel  « 
Wandel  so  viel  Einfluss  hat,  und  bei  dessen  unrichtiger  Verw 
tung  jeder  leidet,  der  nicht  bloss  W^assertrinker  ist/' 

Ich  meine,  dass  jede  Gelegenheit,  welche  sich  dem  Ma#l 
matiker  zur  Anwendung  seiner  Wissenschaft  darbietet,  ihm  ach 
deshalb  erwünscht  und  angenehm  sein  muss,  weil  sich  dabei-  - 
Schwierigkeiten  zeigen,  deren  Ueberwindung  die  WIssenscH 
selbst  weiter  führt,  auch  abgesehen  von  dem  grossen  Nut^ 
welchen  dergleichen  Anwendungen  oft  dem  Gemeinwesen  zu  bi 
gen  geeignet  sind. 

Unter  den  vielen  Regeln,  welche,  oft  mittelst  sehr  sch^ 
sinniger  analytischer  Methoden  gefunden,  zur  Berechnung  C 
Inhalts  der  Fässer  gegeben  worden  sind,  hat  sich  jetzt  nur  na 
die  folgende  von  Lambert  angegebene  Methode  zur  InhaltsI 
Stimmung  der  Fässer  erhalten: 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  m- 
zu  %  d«s  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zjm 
Durchmesser  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  b^ 
Va  des  Cyl  inders,  welcher  den  Bodendurch  messer  zi* 
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E 
I  I 


1. 


Dirchmesser  und  die  Uülie  de«  Fasseai  zur  Höbe  hat» 

iddirt 

Diese  Reetil  n'ird  allgemein  für  die  genaueste  gehalten ,  und 
Mtit  auch  den  grossen  Vorzug  der  Leichtigkeit  Lei  der  prak- 
tlichen  Anwendung.  Die  Vorlegungen  •  welche  ich  in  jedem  \Vin- 
Imefflester  an  der  Königlichen  Staat«-  und  landwirthschaftlichen 
ikadeniie  zu  Eldena  iiher  praktische  Stereometrie  zu  halten  habe, 
HetfiQ  mir   vielfache  Gelegenheit  zur  praktischen  Anwendung  der 


T' 


_  n  Regel  dar,  weil  der  Zweck  dieser  in  jeder  Rücksicht  aus- 
Kttächneten  Lehranstalt  erfordert,  dass,  oliiie  einer  gesunden, 
A^lichst  einfachen  und  leichtverständlichen  Theorie  im  Gering- 
«ten  ihr  Recht  ^u  vergeben,  der  theoretischen  Betrachtung  doch 
iterall  die  (Vielfachste  praktische  Anwendung  und  Ausfuhrung 
Auf  dem  Fusse  folge,  damit  die  Einführung  der  Theorie,  in  das 
i«efaea  nie  aus  dem  Auge  verloren  werde,  eine  wahrhaft  theore- 
ÜBch-praktische  Richtung,  welche  hauptsächlich  der  jetzige  Di- 
r<tetor  der  senannten  für  das  gegenwärtige  Zeitbedürfniss  so  hoch- 
iriehtigen  Lehranstalt  dem  ganzen  Unterrichte  an  derselben  in 
tackst  anerkennungswerther  Weise  mit  dem  sichtbarsten  Erfolge 
Stt  geben  bestrebt  gewesen  ist,  und  diese  Richtung  immer  noch 
Utt  IQ  ihrem  Höhe^)unkte  zu  führen  sich  eifrigst  bemühet.  Eine 
•olche  Richtung  erfordert  freilich  in  allen  Unterrichtsgegenständen 
Mwh  Lehrer,  die,  selbst  auf  der  Höhe  der  Wissenschaft  stehend, 

aide  dadurch   erst  vollkommen    befähigt  werden,    sich  den  Be- 
niJisen  ihrer,    bei  nicht  selten  sehr   ausgezeichneter  geistiger 
Wlhigung,  doch  zuweilen  mit  verhältnissmässig  geringeren  mate- 
lUen  Vorkenntnissen    ausgerüsteten  Zuhörer   vollkoinmen    an/u- 
Ae^emen,    und  die  Wissenschaft  für  das  lieben  in  jeder  Weise 
fruchtbar   zu  machen.      Die  Lambert'sche   Fassregel,    um    dieso.s 
Beispiels   mich  zu  bedienen,    ist  ein  Product  höherer  niathemati- 
•eber  Untersuchungen   und  Rechnungen,    und    erfordert  zu  ihrer 
Enttrickehmg  manche    analytische  Kunstgriffe,     die  selbst   ihr  zu 
den  berühmtesten  Mathematikern  des  vorigen  Jahrhunderts  gehö- 
render Erfinder  niclit  in  ganz  zweckmässiger  Weise  in  Anwendung 
tu  bringen    verstand.    Ein  Lehrer  der  praktischen   Stereometrie 
tn  einer  landwirthschaftüchen  Akademie  wird  nun  freilich  nicht  so 
■Dverständii;  sein,  seine  Zuhörer  mit  einer  Menge  von  Differential- 
<nid  Integral for mein  zu  quälen;  nur  sollte  er  selbst  sich  nicht  ein- 
bllen  lassen,    das  Katheder  zu  betreten,   wenn  er  seinen  Gegen- 
stand nicht  bis  zu  dessen  kleinsten  und  feinsten  Nuancen  kennt, 
denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,   wird  er  befhbigt  sein,   densel- 
ben seinen  Zuhörern  zu  möglichster  Anschauung  zu  bringen,  ver- 
schiedene dazu  erforderliche  Kunstgriffe    sich   selbst   zu    eründen, 
ond,  weil  er  die  Vorzüge  und  Mängel  seiner  Vorschriften  bis  ins 
« Ueioste   Uetail   vollkommen   kennt,    dieselben  in  wahrhaft  frucht- 
hriogender  Weise  anzuwenden,    und   die  Anwendung  in  eben  sol- 
cher Weise  seinen  Zuhörern  vor  die  Augen   zu  führen.    Nur  ein 
**>lcher   Unterricht   kann    auch    geistig  befähigte  Zuhörer  auf  die 
^Auer  befriedigen,   und   denselben  für  ihre   künftige  Üestimmung 
Wahrhaft  Nutzen  bringend  sein. 

^^    Bei  meinen  Vorlesungen  über  praktische  Stereometrie  an  der 
"^uniglichen  Staats-  und  landwirthschaftlichen  Akademie  zu  F^ldena 
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machte  ich  die  Bemerkung,  <la$s  die  Lambert'äche  Regel 
Fassiuhalt  fast  durchgängig  etwas  zu  gross  gab,  and  ich  mw 
meine  Zuhörer,  welche  unter  meinen  Augen  die  Nachmess 
des  Fasses  auf  nassem  Wege,  um  das  Ergebniss  der  theoi 
sehen  Inhaltsbestimmung  zu  controliren,  bewerkstelligten.  Öfters 
diesen  Umstand  aufmerksam  machen.  Bei  weiterem  Nachsuchen  f 
ich  dieselbe  Erscheinung  auch  meistens  bei  den  von  Lambert  se 
und  namentlich  bei  den  von  Ober  reit  angestellten  Versacl 
ohne  dass  diese  Mathematiker  darauf  besondern  Werth  gelegt 
haben  scheinen.  Dadurch  entstand  bei  mir  die  Vermuthang,  d 
dieser  Umstand  in  der  Lambert'schen  Formel  selbst,  die  in  m 
reren  Beziehungen  eine  blosse  Näherungsformel  ist,  begrOn 
sein  möge.  Und  da  nun  Lambert,  ganz  gegen  die  sodsi 
Gewohnheit  diesies  grossen  Mathematikers,  eine  vollständige  I 
Wickelung  und  theoretische  Begründung  seiner  Formel  eigeotl 
nirgends  gegeben  hat;  da  das,  was  er  in  den  beiden  Abbalidl 
gen,  die  er  über  die  VIsirkunst  veröffentlicht  hat"*"),  darübirci 
streng  genommen  nur  auf  einer  Art  von  Tatonnement  bnuk 
da  ferner,  wie  schon  Kästner  und  Hindenburg,  so  wieti 
J.  T.  Mayer  bemerkt  haben '*''*') ,  seine  analytischen  Rechnaii 
und  EntWickelungen  nicht  ganz  von  Fehlern  frei  sind;  dar  i 
endlich  überhaupt  noch  keine  völlig  strenge  und  mit  mögliohi 
Eleganz  durchgeführte  Entwicklung  der  Lambert'schen  Fassrc 
bekannt  ist***):  so  entschloss  ich  mich,  selbst  eine  Entwic 
lung  dieser  höchst  wichtigen  Regel  zu  versuchen,  um  moglicl 
weise  dadurch  zugleich  den  oben  erwähnten  Umstand,  dass 
Kegel  den  Inhalt  öfters  zu  gross  giebt,  aufzuklären.  Die! 
sultate  dieser  Untersuchung  will  ich  nun  im  Folgenden  mitthei 

Da  die  Fassdauben  nach  keinem  auf  einen  strengen  ma 
matischen  Ausdruck  zu  bringenden  Gesetze  gekrümmt  sind, 
bleibt  nichts  weiter  übrig,  als  dafür  eine  bestimmte  mathea 
sehe  Curve  anzunehmen,  und  dann  durch  Versuche  zu  ermitf 
in  wie  weit  die  gemachte  Annahmesich  der  Wirklichkeit  anschlie 
Auch  sind  in  der  That  sehr  verschiedene  Curven  zu  diesem  Zwe 
in  Vorschlag  gebracht  worden.  Ueber  diese  verschiedenen  ^ 
schlage  uns  weiter  zu  vorbreiten,    ist  jetzt  nicht  unsere  Absi 


*)  Beiträge  zum  Gebrauche  der  Mathematik  und  de 
Anwendung  durch  J.  H.  Lambert.  Tbl.  1.  Berlin.  1765.  S.  • 
ThJ.  III.     Berlin.     1772.     S.  12. 

*')  Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte!^ 
thematik.     Jahrgang    1787.     S.  13.    14. 

***)  Insofern  man  sich  nicht  mit  bloss  elementaren  llu!fänii( 
begnügen  will,  wie  ich  in  meinem  Lehrbuch  der  Mathematik  ' 
Physik  für  Kameralisten.  Thl.  II.  Abth.  I.  Leipzig.  18 
S.  3  2  3.  zu  thun  gcnöthigt  wur,  wovon  aber  bei  einer  solchen  ganz 
gemeinen,  zugleich  kritischen,  Untersuchung,  wie  ich  hier  zu  gi 
beabsichtige,  natürlich  nicht  die  Rede  sein  kuiin. 
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•  da  wir  es  hier  vorzugsweise  mit  der  Lambert'schen  Fassreeel, 
die  auch  eigentlich  nur  allein  in  der  Praxis  Beifall  gefunden  bat, 
n  thun  haben.  Lambert  aber  lässt  das  Fass  auf  folgende  Art 
entstehen. 

loTaf.  HL  Fig.  8.  sei  ilf  der  Mittelpunkt  der  Linie  ^A,  auf  welcher 
in  A,  B,  M  die  Linien  AC^  BD,  ME  senkrecht  stehen.  Ist  nun 
CED  ein  zwischen  den  Linien  AC  und  BD  liegender  Kreisbogen, 
<le«sen   Mittelpunkt  der   in  der  Verlängerung  der  Linie  ME  über 
den  Punkt  M  hinaus  liegende  Punkt  O  ist,  und  dreht  sich  die  Figur 
j£BCD  um  die  Linie  AB  wie  um  eine  feste  Axe  herum ,  so  heisst 
:  Her  dadurch  entstandene  Körper  ein  Fass,   dessen  Inhalt  zu  be- 
^vtimmen,  wir  jetzt  versuchen  wollen. 

Zu    dem  Ende   bezeichnen    wir  die    Hube  AB  des  Fasses 

durch  2a,  den  halben  Spund-Durchmesser  Jii:^  durch  6,.  und 

d«n  halben  Boden- Durchmesser  AC  oder  BD  durch  c,    wo 

bekanntlich  immer  b  grosser  als  c  ist;  den  gesuchten  körperlichen 

i  Sahalt  des  Fasses  aber  wollen  wir  durch  F  bezeichnen.    Nehmen 

•  wir    nun  JU   als  den   Anfang   eines    rechtwinkligen   Coordinaten- 

«Systems  der  a;y  an,   dessen  a:-Axe   die  Linie  aB  ist,    und  be- 

L^scichnen  die  Linie  310  durch  q,  so  ist  ff-i-a  der  Halbmesser  des 

I^^Xreisbogens  CD,  und  die  Gleicnung  dieses  Kreisbogens  in  Bezug 

.^9lf  das  abgenommene  Coordinatensystem  ist  folglich  oflfenbar: 


■4* 


1)    .r2f(^+y)*  =  (Ä+y)^. 


Also  ist,  weil  unser  Kreisbogen  durch  die  Punkte  C  und  />geht: 


2)    aM-(c  +  7)«=(6  +  9)«. 


kwans  sivh   mittelst  leichter  Rechnung 


folglich',  wie  man  leicht  findet: 


''1 

31 


4)     />  +  ^=    ^2(6-7/- 


.Vil    tfgiebt.    Aus   der  Gleichung  ])   folgt 


Sil 


y+V  =  V^(H-/7)2'-V^ 


))i|    alw 

f 


^f>rau8  man  ferner  sogleich 
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erhält;    und  weil   nun  nach  den  Lehren  der  lotegralrecbDung  be- 
kanntlich 


— a 

ist,  so  ist 

5)    Fz=z 


{ (ft  +  g)^  +  9^}  y^ V  -   r^^^dx"  2q  r^"" 8ar V(6+9)5=^^. 


— a  — a 


Es  ist  aber  ferner  nach  den  Lehren  der  Integralrechnang 

8.r=2a,        /         a:^Sa:=vö' 


— a  — Ä 


und  allgemein 


r  dx  VljbTqf-^^ 


=  I  ^V(6+7)^-a;2  +  ^  (A  +  v)2  Are  sin  -j^  , 
also,  indem  man  die  Arcus  absolut  nicht  grösser  als  57p    nimmt: 

i    "arV"(6+7)2  — a:2 
— o 

=a^(M^^:^^  +  ^(*  +  9-)*  j  AVesin  ^  -  Are  sin  g=^j  , 


oder  kürzer: 


i    ''dxWi.b^-qy^—x^ 


— a 


=aV(6+7)2  — a2  +  (Ä  +  f/)2Arcsin^3— 
Daher  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 
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6)    f  = 


Nach  4)  ist  aber^  wie  man  leicht  findet: 


— /?^2 


m\so  ,  weil  bei  allen  Fässern  b—c  eine  gegen  a  sehr  kleine  Grösse, 
folglich  a^— (6— c)*  stets  positiv  ist: 

also,  wie  sich  leicht  mittelst  3)   ergiebt: 
Daher  ist  nach  6): 

oder  auch: 

1  Aresin  t-^^ 

Es  würde  keine  Schwierigkeit  haben,  diese  Formeln  durch  Ein- 
{"^hrung  der  Wertbe  3)  und  4)  von  q  und  b-{-q  ganz  entwickelt 
b/oa^  in  den  Grössen  a,  b,  c  auszudrücken»  was  aber,  wie  es 
i^''*  scheint,  für  die  numerische  Rechnung  nicht  von  wesentlichem 
-^l'^^en  sein  würde,  indem  man  am  Leichtesten  g  nach  der  unroit- 
*«bar  aus  3)  fliessenden  Formel: 

««-(6  -c)  (6+c) «^       1 

9)    9= 2F--ir"       2(6:=^)-2<*  +  *>' 

2^^  dann  F  unmittelbar   nach    einer   der  beiden   obigen  Formeln 
K  oder  8)  berechnen   dürfte.    Noch  eine   andere  Formel   werden 
^^^  indess  weiter  unten  erhalten. 

P«        Für   den  Gebrauch   im  gemeinen  Leben  sind  dhi^  alle  diese 
^^^rmeln  viel  zu  weitläufig,  und  man  muss  zu  diesem  Zwecke  ein- 
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fächere  Näherun^sfonneln  suchen,  die  jedoch  eine  hinreichende  Ge- 
nauigkeit  darbieten.    Die  Möglichkeit   der   EntHickelung   solcher  , 
Näherungsformeln  wird  durch  den  Umstand  dargeboten»  dass  bei 
allen    im    gemeinen    Leben    vorkommenden   Fässern    der    Brach 

ö—^c 

immer    eine  sehr  kleine  Grösse  i^t.    Wir  wollen  daher  auf 

a 

diesen  Bruch  jetzt  besonders  unser  Augenmerk  richten,    und  zu 

dem  Ende 

10)    =u,     b — c=^au 

setzen.    Dann  ist»  wie  man  leicht  mittelst  des  Obigen  findet: 
,iv  a~(Hc)M        ,  ,^      _  1+«^ . 

also 

und  setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen  noch 

^^'    "-«  +  9-1+««' 
80  ist  nach  8) : 


oder,  wenn  wir 


-^^     Arcsino      ^  . 
15)    —  =  1+«? 


setzen : 


16)    F=2a7c(62— 3  aa  +  (6  ~c)y— 9(6  +  9>!, 


oder 


17)    F=2a7ct6«»— ja^  +  a^tt— ^(6+^)tor 


oder  nach  11): 


Vät- 
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18)     F=:2a7t{b*  +  ßa*— sa(b  +  c)u—g(b  +  q}u)) 


■  oder  aaeh 


19)     F=2an\  ^ 

'  '        (a-(6  +  c)«)(l+«a) 


-« Ji^ *" 


Nach  einer  »ehr  bekanoten  analytischen  Reibe  ist  aber ,  weil  hier 

—  2lL 
"—1+«« 

gewiss  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist: 

^      .  .  1   c»      l.i5    t.»  .  1.3.5  vf  , 

Arcsmp  =0  +  ^.-3  +  2:4- 5"  +  2X6'  y  +  -' 


also 


Ar(Mlno_.     1    r^      L3  ef       1.3.S   r« 
— 1  +  2-3   +2.4*5  +2.4.6*7  + 


und  folglich 


1   r«       1.3  »4       1.3.5   p6 
*"-2"  3  +24*5  +  14:6*T  + 


Daher  ist  nach  19): 

20)    F= 
2o»  J6»  +  g  «*  -  .2«  (*  +  c) « 


-  J«(a-  f6+c)«)a  +  ««)(jy  jll  +.14  ^O! 


.  1 3.5    1  ^ 
+  2476  •7'' 


Lässt    man    bei    unverändertem    a  den    Bodenlialbmesser    c 
sich  dem  Halbmesser  h  am  8pund  nfihern,  so  nlihert 
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21)    F  = 

1  2  2  ^ 

2a7t  \ 6«  —  3fl(6  +  c)w—  j^ß'^u^  +  jg  oC^  +  c)«'  +  jgg  a^M^i . 

Aus  dieser   Formel    ergeben  sich  nun    die    fülgenden    Nähe- 
rungsformeln. 

Bleibt  man  bei  dem  ersten  GÜede  stehen,  so  erhält  man: 

22)     F=z2ab^7t, 

Geht  man  bis  zu  der  ersten  Potenz  von  u,  so  ergiebt  sich: 

F=  2a7r !  b^  —  ^  aXb  +  c)u  ] . 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

au  =  6  —  c;  "'» 

also  wird  vorstehende  Formel : 


.  .'* 


■  I 


f'=2a;r{62_g-(A+c)(6-c)j, 


oder 


F=2a7r!62_.^(^2_^2){ 


oder 


23)  F=2a7tflb^  +  lc^Y 
Drückt  man  diese  Formel  auf  folgende  Art  ans: 

24)  F  =  ^  Clab^Tt)  +  ^  {2ac^7t) , 

so  erhitit  man  unmittelbar  die  Lambert'sche  Regel  zur  Berechnung 
der  Fässer,   und  sieht  also,    dass  diese  Hegel    bis  auf  die   erste 

Potenz    von    u  = genau  ist. 

Geht  man  in  der  Formel  21)  bis  zu   der   zweiten  Potenz    von 
Ua  so  erliält  man: 

1  2 

F=2a7c  j  6«  -  |3  «(6  +  c)u  —  jg  a«««) , 


.  i 
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i 


25)    F=2ii«j|6«  +  3C«-^(6-c)«| 


oder 


26)    F  =  I  (2a6«;r)  +  ^  (2ac^7t)  —  ^  (2a(6-c)«  int) . 

Die  in  dieser  Formel  enthaltene  Regel  kann  man  auf  folgende 
Art  aasuprechen:  ^ 

Der  Inhalt  eines  Fasses  wird  erhalten,  wenn  man 
sa  */•  des  Cylinders,  welcher  die  Spundtiefe  zum 
Darchmesser  und  di,e  Hohe  des  Fasses  zur  Höhe  hat, 
y^  des  Cylinders,  welcher  den  Bodendurchmesser  zum 
Dorchmesser  und  die  Höhe  des  Fasses  zur  Höhe  hat, 
addirt,  und  von  der  Summe  Vj«  des  Cylinders,  welcher 
den    Unterschied    zwischen    der    Spundtiefe    und    dem 

,,    Bodendurchmesser    zum    Durchmesser   und    die    Höhe 

■j    des  Fasses  zur  Höhe  hat,  suhtrahirt. 

Vergleicht  man  diese  Regel,    welche  bis  auf  die  zweite  Po- 
tHiz  von  ur=: ^    genau  ist,    mit   der  Lambert'schen  Regel,  so 

deht  man,  dass  diese  letztere  allerdings  den  Inhalt  des  Fasses 
eti«*as  zu  gross  liefert,  was  auch,*  wie  schon  erinnert,  mit  mei- 
Ben  und  anderen  Versuchen  ganz  übereinstimmt.  Ich  glaube  da- 
her, dass  es  zweckniMsRig  ist,  sich  statt  der  Lambert'schen  Re- 
gel lieber  de^*  obigen  Regel,  die  nur  ein  wenig  mehr  Rechnung 
erfordert  und  sich  auch  leicht  im  Gedächtniss  behalten  lässt,  zu 
bedienen ,  wenigstens  in  den  Fällen ,  wo  es  auf  eine  grössere 
Genauigkeit  ankommt. 

Geht  man  in  der  Formel  21)  bis  zu  der  dritten  Potenz  von  u, 
8o  erhält  man: 

1  2  2 

F=  2a7r  { 6^  -  3 a  (//  +  c)m  —  jg  a V  +  jg  a  (6  +  c)  m»  | , 

also 

27)    F=2««|?6»  + Jc«_^5(6_o)»  +  ^.('^")'(6«-c«)  j 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  den  Formeln  25)  oder  26),  so 
sieht  man,  dass  diese  letzteren,  oder  die  oben  aus  denselben  ab- 
geleitete Regel,  den  Inhalt  des  Fasses  schon  etwas  zu  klein  lie- 
fern; und  berechnet  man  also  den  Fassinhalt  nach  der  Formel 

vir  21 
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F=g  (2a6«;c)  +  3  Clac^jt)  -  ^  (2a  (6  -  c)«jr) ,  • 
so  muss  man  dem  Resultat  eigentlich  noch  die  Correction 

+  15'  V"V/  •  a(6  —  c)(6+c)a; 

beifugen 9  was  aber  natürlich  die  Rechnung  weitläufiger. madit 

Ginge   man    endlich   bis    zu  der    vierten  Potenz   von    ««   i 
müsste  man  die  neue  Correction 


oder 


4      /A— r\^ 


beifügen' 


Vereinigt    man   die    beiden    vorhergehenden   Cdrfectiolieii  in 
eine>  so  erhält  man  als  dem  nach  der  Formel 

F=  I  (2o6%)  + 1  (2oc2;e)  —  ^  (2a(6  —  c)^7t) 

i 

berechneten  Fassinhalte  beizufügende  Correction: 


8     /5 c\^ 


Die  Formel 

welche,    ©hne   weitere   Correction,     die  Berechnung    der  Inhalte 
dreier  Cylinder  erfordert,    scheint  mir  mit  hinreichender  Genauig- 
keit die   nüthige  Leichtigkeit  der  numerischen  Rechnung  zu  ver- 
binden.    Sehr   zur   Erleichterung  dieser   und   anderer  stereometri- 
scher Rechnungen  dient  eine  Tafel   cyiindrischer  Räume  mit  dem 
Durchmesser    und   der  Höhe   des   Cylinders    als  Argument,    der 
man  keine    zu   grosse,     aber   doch   hinreichende    Ausdehnung  zu 
geben  hat.    Aus  dieser  Tafel  kann  man  die  erforderlichen  cylio- 
arischen  Räume 

2a6%,    2ac^7t,    2a(6-c)% 


•   A 
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entnehmen 9  und  hat  diefielben  dann  bloss  noch  nach  der  Reihe 
Bit  % ,  Vs ,  Vi5  zu  multipliciren ,  hierauf  die  beiden  ersten  Pro- 
incie  zu  addiren,  das  letzte  von  der  Summe  zu  subtrahiren,  was 
Alles  Dicht  die  mindeste  Schwierigkeit  hat. 

Es  Ist  in  mehrfacher  Beziehung  von  Interesse,  noch  einige 
andere  von  der  kreisflirmigen  Krümmung  unterschiedene  Krümmun- 
gen der  Fassdauben  einer  näheren  Betrachtung  zu   unterwerfen. 

Wir  wellen  daher,  die  im  Obigen  eingefiihrten  Bezeichnun- 
gen auch  jetzt  beibehaltend,  annehmen,  inTaf  III.Fig.  9.aeiA'B*CD 
rfne  halbe  Ellipse,  und  das  Fass  entstehe,  indem  sich  der  Theil 
ABCD  diesem  halben  Ellipse  um  AB  herum  dreht  In  Bezug  auf 
das  bei  der  Ellipse  gewöhnliche  Coordinatensystem  ist 


dk  Gleichung  dieser  Ellipse;  also  ist 


Uglicb 


also 


6^ 


/6» 


Nun  Ist  aber 


also 


I>aher  ist 


C«=^ä  («*-«*)  =^>*~^2«^' 


a' 


«" 


d.L 


F=7r(262a-3.^4ä-a») 
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28)    F=2art(|6«+jc«  y 


oder 


29)     F=:|(2a6%)+~(2ac%) 

welches  genau  die  Lambert'sche  Fa^^sregel  ist.  Hieraus  siebt 
man ,  dass  diese  Regel  eigentlich  die  Fassdauben  von  elliptischer 
Krümmung  voraussetzt.  Man  sollte  nun  durch  Versuche  und  §97 
naue  Rechnung  ermitteln,    welche  von  den  beiden  Voraussetsiui: 

fen  einer  kreisförmigen  oder  einer  elliptischen  KrCmmaog  idfiie 
assdauben  sich  der  Wirklichkeit  genauer  anschliesst  Dass  die 
Lambert'sche  Regel,  also,  wie  wir  jetzt  wissen,  die  Vorane- 
setzung  einer  elliptischen  Krümmung  dfer  Passdauben ^  dea  Inhalt 
des  Fasses  meistens  etwas  'zu  gross  giebt,  ist  uns  schon  bdumnt   1 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  in  Taf.in.Fig.9.die  Bogtf^JfCiS  i 
und  B'DE  Bogen  zweier    über  der  Axe  ÄB^  beschriebeMFi^  .j 
rabeln  seien ,  welche  ihre  Scheitel  respective  in  A*  und  B^  liifei . 
und  dass  das  Fass  wieder  durch  Umdrehung  von  AB  CD  vA  ÜE 
entstehe.    Ist  nun  überhaupt 

die  Gleichung  der  Parabel  A'CE  und  A'Az^Uy  so  ist 

c^^=:pu,    b^  =:p(a  +  u) ; 
also 


c«  — *^m'     ••-62— c2'      "t^-^-ä«— c»' 


c2      62-c* 


p=^»  = 


u  a 


Folglich  ist 


ac- 


ab* 


iJCOX, 


a 


6^-c' 


also 


a&- 


^2 ,^2      nb^—c* 

*=27c /  xdx. 
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CLL 


«       6«-c«J/   oft*    V      /   ac^  VJ 


iIbo 


F^zan 


4L  i. 


30)    F=a»B(6"  +  ca), 


■  1   t 


At 


31)    F  =  ^  t  (2a6»n;)  +  (2ac«yB)  I 


der  gemachten  Voraussetzung  wäre  also  das  Fass  das  arith- 
;Sj^d8.cbc  Mittel  zwischen  den  beiden  Cylindem,  welche  die  8pund- 
ttm  und  den  Bodendnrchniesser  zu  Durchmessern  und  die  Hohe 
im  Fasses  zur  gemeinschaftlichen  Höhe  haben.  Auch  diese  Re- 
pl  bat  man  wohl  zur  Berechnung  des  Inhalts  der  Fässer  in  Vor- 
•cblag  gebracht;  sie  weicht  aber  namentlich  bei  grossen  Fässern 
HD  oer  Wahrheit  merklich  ab.  ' 

l^Venn  inTaf.  Hl.  Fig.  9.  die  Linie  CEDein  Bogen  einer  Parabel  ist, 
\,  die    ihren  Scheitel    in   E  hat  und  deren  Axe  EM  ist,    so  ist  in 
Bezug    auf  E  als  Anfang  und   EM   als  Axe  der  Abscissen  die 
Gleichung  dieser  Parabel: 

Nehmen  iVir  aber  M  als  Anfang  und  AB  als  Axe  der  Abscissen 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  scy  an ,  so  ist  offenbar 

also  die  Gleichung  der  Parabel: 


A«=;>(6^y) 


oder 


X 


9 


./  p 


%lich 


a:^ 
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also 


und  da  nun 


<^a 


ist,  80  ist,   wie  man  leicht  findet: 


Es  ist  aber 


F=2a«(6«_|.^«-+|;,). 


.      o«    1       fi  —  c      1         (6-c)» . 
p     p         a"        p^  a* 


also  nach  dem  Vorhergehenden  : 


oder 


32)    Ftrrgajrlfi'»  — |6(6-^c)+g(6-c)«i 


33)    F=2«;r(^6«  +  ^6c  +  ica) 


".    -1 


I 

ij     ■    ■ 


.1 


Diese  Formel  kann  man  auch  auf  folgende  Art  darstellen : 

34)  F=2a^j06a  +  ica)-^(6-c)«[, 
oder  auch  auf  folgende  Art: 

35)  F=2a7rj(|6+icy  +  ^(6-c)*|. 

Die  Formel  34)  lässt  sich  auch  auf  folgende  Art  schreiben: 

36)     F=  I  i^alP-n)  +  3  (2ac27c)  —  j|  (2a(6— c;«  ;r) , 

und  führt  also,  was  ich  als  besonders  bemerkenswerth  hervor- 
hebe, wieder  auf  die  von  mir  oben  für  das  kreiäiormige  Fass 
gegebene  Regel. 
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Aus  aogeäteüteii  vergleichenden  Versuchen  schliesst  Ober- 
rait*):  «»dass  eigentlich  die  parabolische  Krümmung 
der  Dauben  es  ist,  die  der  Wahrheit  am  nächsten 
kommt",  Yvobei  er  ganz  die  vorher  betrachtete  Gestalt  des  Fas- 
•es  zu  Grunde  legt;  und  da  ich  im  Obigen  gezeigt  habe,  dass 
such    die  kreisfiirmige  Krümmung  der  Üauben,    wenn  man  noch 

die  zweite  Potenz  der  Grosse  berücksichtigt,  ganz  zu  der- 
selben Regel  fiihrt,  so  glaube  ich  allerdings,  dass  diese  Regel 
fberhaupt  die  genaueste  ist,  welche  man  bei  der  jetzigen  Lage 
der  Sactie  geben  kann,  wenn  man  zugleich  von  der  Leichtigkeit 
der  Rechnung  nicht  zu  viel  aufoiifern  will. 

Interessant  und  wichtig  s«:heint  mir  nun  aber  immer  noch 
die  Frage,  ob  die  kreisförmige  oder  die  parabolische  Kriim- 
Mng  der  Fassdauben  der  Wahrheit  am  nächsten  kommt,  was  sich 
DAflrIich  nur  durch  möglichst  genaue  Versuche  ermitteln  lässt. 
Dann  muss  man  aber  natürlich  das  kreisförmige '  Fass  nicht  nach 
einer  der  obigen  Näherungslormeln,  sondern  ganz  genau  be- 
recboen,  weshalb  ich  jetzt  noch  die  obigen  ganz  genauen  Formeln 
se  umgestalten  will ,  wie  sie  mir  die  leichteste  und  bequemste 
lirbnung  zu  gestatten  scheinen. 

Man  berechne  den  Hülfswinkel  co  mittelst  der  Formel 

6-c 


37)     tang(ö  = 


a 


wo  bekanntlich 


^  — c 


a 


z=u  ist.     Dann  ist 


2tango) 
1  i-  tango) 


.^=2sina)coso>=sin2&y 


Nebinen  wir  nun  an,  dass  cd  in  Secundcn  ausgedrückt  sei,  so  ist 

Arcsine?  =  Arcsinsin2(o=:2(»8inl'' . 


Baher  ist  nach  7)  und  13): 


l 


F=2fl7rt(6  +  7)*— c^  — jo«— 


2^(6  +  f,y 


a 


-  (osini'M, 


oder 


*)    Leipziger  Magazin    f  u  r    reine   und    angewandte    M  a 
Thematik.    Jahrgang   l  TöO.     S.  454. 
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38)  F=^]mi)\i-,i.^,n-y--i\ 


Well 


■  =  —  z=  cosec2(o 
a         V 


\st,  80  kann  man  die  Gleichung  38)  auch  auf  folgende  Art  scbreibeo: 

39)     F  =  2a^7t  I  (1  —  2 1  ©sinr)  cosec2ö)2  _  5  .  ?.  _  g.{  , 

wo  man  o  am  Leichtesten  mittelst  der  aus  dem  Obigen  so^Wi 
sich  ergeoenden  Formel  O  - 

40)    9=acosec2i»— 6 

berechnet.  Mittelst  der  vorhersehenden  Formeln  wird  man  immer 
den  Inhalt  des  kreisfarmigen  Fasses  ganz  genau  berechnen  kön- 
nen,  wenn  man  es  mit  dem  parabolischen  Fasse  vergleichen  will 


^ 
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Beflnrfiiidungr  eines  I^ebrsatzes  zur  Be< 

■tinimiingr  höherer  Integ^rale  zasam< 

mengresetzter  Functionen. 

Von 

Herrn  Hofirath  L.  Oettinger 

za  Freiburg  i.  B. 


t  1! 

■  1 
■ 


§.  1. 


Sind  X  und  Z  zwei  unter  sich  verschiedene  Functionen  von 
dr,  so  gilt  för  die  Darstellung  höherer  Differenziaie  zusammenge- 
setzter runctionen  von  X  die  bekannte  Gleichung 

2^XZX^Z  .  , ,  dX^r^^Z  .  , ,  d^Xdr-^Z  . 

.   ,  ,  dPXdr-PZ    ,         ,  ,  drX.Z 

wenn  hierin  die  Binomialcoefficienten  durch 

'    .        r(r--l)(r-2)  (r-y  +  1) 

Wp=  i:2".3  p 

bezeichnet  werdep*). 


*)  Häufig  werden  die  Binouiialcoefficieuten  durch  die  Sjrinbole  r, , 
r^i  r^  ....rj)  bezeichnet.  Ich  halte  diese  Bezeichnung  weder  für  con- 
Mcaenft  noch  für  systeroatiHch  richtig,  denn  r^  r,,  Tg  ...•  rp...  deuten 
tonoatiich  unter  «ich  verschiedene  Monome  oder  Elemente  an.    Verschie- 
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I 

Dass  diese  Gleichung  auch  unmittelbar  für  die  DarstelloDg 
der  Integrale  zusammengesetzter  Functionen  gelte,  ist,  soviel  mir 
bekannt,  bisher  weder  behauptet  noch  bewiesen  worden.  Es 
dürfte  daher  für  den  innern  Zusammenhang  der  Differenzial-  und 
Integral -Rechnung  nicht  unwichtig  sein,  wenn  dieser  Beweis  ge- 
geben wird.  , 

Für  die  Differenzen-  und  Summenrechnun^   gilt  der  anmit- 
telbare Uebergang  von  den  Gleichungen  air  positive  Dn' 
terschiede  einfacher   und    zusammengesetzter  Func- 
tionen auf  die,  Gleichungen  mit  negativen  CnterschiecL  e^ 
(Summenrechnung   oder  Integralcaicul  mit  endlichen  Differenz^^^t^* 
Diess  habe  ich  in  Crelle's  Journal  11.  — 16.  Band  (LeB — \^^ 
von  den  aufsteigenden  Functionen)  und  33.  Band  S.     ~   \Vi 
und  ff.  (in  der  Fakultäten -Theorie)  und  in  diesem  A  rt»         Wit 
13. Bd.  S.  36  und  ff.  nachzuweisen  versucht. 

Wenn  nun  in  der  Differenzen-  und  Snmmenreehii 
welche   die  Grundlage  der  Differenzial-  und  Integralrechnung 
det,  diese  Gesetze  nachgewiesen  werden  kunnen  und  auch  b 
gewiesen  wurden,  so  leitet  schon  die  Analogie  darauf  hin,  i 
auch  der  Beweis  auf  die  Differenzial-  und  Integralrechnung 
ausdehnen  lassen  werde. 


Für  die  Differenziale  und  Integrale  der  meisten  einl 
Functionen  habe  ich  diese  Nachweisung  in  einer  Abhanft^  ^Aiag 
„Ueber  Differenziale  und  Integrale  höherer  Ordn  "Of 
und  mit  gebrochenen  Exponen  ten'' (Crelle's  Jouru.  4i 
Bd.  1.  und  2.  Heft)  gegeben.  Dass  nun  die  oben  unter  Nr.  I>  Air 
höhere  Differenziale  zusammengesetzter  Functionen  aufgestellte 
Gleichung  auch  unmittelbar  für  höhere  Integrale  zusamm  an- 
gesetzter Functionen  gelte,  soll  hier  nachgewiesen  wercie^* 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 


(cj:) 


C^,=ff.ic.Y 


ist,  stellt  sich  die  Gleichung  1),  wenn  — r  statt  +r  gesetzt  wii 
so  dar: 

2)       j*' XZ{jcj:Y=:X  n Z[sxy^\r\,cXj''     Z{cxy 

ZifxY  -  [r]3C^A'y  Z{dxr 

+  ...,^— )r[r]pcrA*  j       ^Z{cxY  -    — ' 


dcae  Begriffe   aber   krnineu    obae  Gefahr   der    Vcrvech&long   nicht  -^gf^^J" 
anf  gleiche  Art  bezeichnet    werden;  daher  «cheint  die   oben  aD| 
inene  BneichnuDgfiwet«c  die  beMcre  zu  «ein. 
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vrin 


.      r{r+  l)(r +  2) (r+p-^l)._  rv\^ 

Wi»^  1.2.3 p  ~|Pii 


i&deatet. 


Diese  Gleichung  trägt  die  Integration  einer  zusammengesetz- 
en  Function  auf  die  Integrale  der  einen  und  die  Differenziale 
kt  andern  Function  (beide  für  sich  betrachtet)  über. 

Um  mm  den  fraglichen  Beweis  zu  führen,  gehen  wir  von 
Igender  bekannten  Gleichung  aus: 

3)       r XZdx^zX  Cz^x--    r^^dxfzd^:)^ 

eriD  liegt  folgendes  Gesetz: 

4)  Um  das  Integral  einer  zusammengesetzten  Function  zu  er- 
ilten>  vervielfache  man  die  erste  ungeänderte  Func- 
an  mit  dem  Integrale  der  zweiten,  ferner  nehme  man 
18  Differenzial  der  ersten  Function,  verbinde  es  mit 
3m  Integrale  der  zweiten  und  nehme  nun  von  der  so 
rbaltenen  zusammengesetzten  Function  als  Ganzes 
Bis  Integral  und  ziehe  letzteres  ab. 

Wendet  man  nun  das  so  eben  aufgestellte  Gesetz  auf  das 
r«ite  Glied  In  3)  selbst  wieder  an,  so  erhält  maii 

—C{$xCzix)=i-hxC^7;hx'\'f^^^f^Zix). 

"ird  nun  das  zweite  Glied  dieser  Darstellung  selbst  wieder  nach 
behandelt,  so  entsteht 

C{^X  n Z^x)^i^xf^ Z^x-  j\i^X  n Zhx). 

Ebenso  wird  auf  gleiche  Weise 

-  f  {d^X  f^  Zdx)^--^^Xr^  Zdx-i-  J"  {d^X  J'^Zdx) 

^.  w.    Mit  jeder  Darstellung   wird  ein  neues  Glied  gewonnen, 

ssen  Differenzial  und  Integral   getrr~"*  -*—'      ^-  ■?— x--.* 

^fier  Entwickelungsweise  erhält  man 


fxZdxz=X  fzdx-dX  C^ Zhx  +  H^X  C^Zdx 

^d^xr^zdx+ (-)p.8pjt y^'zaar... 
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Diese  Reihe  bricht  ab,  wcdii  die  höheren  Differenziale  einer 
Function  auf  0  fähren.  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so  läuft  sie  ins 
Unendliche. 

Die  Glied ar  dieser  Reihe  enthalten  vom  '2ten  an  scheinbar  et- 
was Undarsteilbares,  denn 


/ 


^Zda: 


kann  für  sich  nicht  dargestellt  werden ,  wenn  /7>1  ist.  Der  Expo- 
nent des  Integralzeichens  und  der  von  Bx  müssen  nämlich  gleich 
gross  sein,  wenn  das  Integral  darstellbar  sein  soll.  Diese  Bedingung 
ist  aber  auch  bei  allen  Gliedern  vorhanden,  denn  das  beigeragte 
Differenzial  ergänzt  die  erforderliche  Potenz  von  dx*  Die  Glieder 
dieser  Reihe  unterliegen  nämlich  folgendem  allgemeinen  Gesetze: 

/p+i 
Zdx. 

Wird  nun  das  p^^  Differenzial  von  X  durch  Xp(dx)P  bezeichnet, 
so  hat  man  den  darstellbaren  Ausdruck 

Zdx=:Xp  J  Z{dx)P+^. 

Die  in  5)  erhaltene  Darstellung  fällt  mit  2) zusammen,  wenn 
r=l  gesetzt  wird. 

Um  nun  das  zweite  Integral  zu  erhalten,  hat  man  Nr.  5)  ndft 
/  Sx  zu  verbinden.    Hiedurch  entsteht 

r^XZ{dx)^=  fiX   r Zdx)dx'-   f  (ßX  f^ Z8x)dx 

+  r  (d^x  r^zdx)dx  - ... 

r 

Wird  nun  jeder  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  nach  dem  Gesetze 
5)  selbst  wieder  behandelt,  so  ergibt  sich  für  jedes  Glied  eine 
Reihe.  Werden  nun  ferner  die  hieraus  fliessendeu  Reihen  gehurig 
geordnet,  so  entsteht: 
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= xf^Zi^x)*-  dxC  ''z(dx)HS'Xr*Z(dx)^-d'Xr  '^Z(dx)H- 

—dxr^z(dx)HS^xr*zidx)^-B'xr  'zcaar)«  f  ... 

+ d^Xr*Z(dx)^-d'Xr  *Z(aj;)»+... 

-d<>XßZ(Sx)H-.- 
nnd  hieraus  durch  Zusammenzählen; 

6)       r^XZidx)^ 
=  xf^Z(dx)^-2dXr  'z(dx)'+3S'Xr*Z(Bx)^-iS'Xr  '^Z(dx)K . 

{-)P.^-j-dPX  f        Z(dx)^.... 

Diese  Darstellung  liKlIt  mit  2)  zn.sammen,  wenn  dort  r =2  ge- 
setzt wird,  denn  es  ist 

[2],SpX  /^*^''z(3ar)«= £i-?  dPX  J*''^\ex)*. 

Wird  nun  Nr.  6)  mit  /  da:  verbunden ,  werden  die  hieraus  sich 

ergebenden  Glieder  der  rechten  Seite  selbst  wieder  nach  6)  behan- 
delt, und  die  hieraus  fliessenden  Reihen  geordnet  und  zusammen- 
Kezfthlt,  so  erhält  man 


r  'xzcdx 


)■ 


=sXr'z(Sx)^-dXr*Z(dx)^+3'Xr'^Zidx)^-S'Xr^Z{dx)H.. 
—iBXr*Z(dx)'  ^iff^xT  '^Z(dx)»-WXr  'z(8ar)»+ .. 

+^xr  Z(Bx)'-Sd*Xr  Z(dx)H: 
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/8  23  /»4 

34  /**  45  /»« 

+  0^^y     2(3^:)»— j|a»jr  /    Z(8;r)»+.... 

....  (-)P  ^P  +  \^P  +  •^>  B.X  f'^' Z(?x)K. . 

Diese  Darstellung  fallt  mit  Nr.  2)  zusammen ,  wenn  dort  r=:3 
gesetzt  wird,  denn  es  ist 

Fuhrt  man  nun  auf  die  angedeutete  Weise  den  Caicul  weiter, 
und  steigt  durch  die  htihern  Integrale  auf,  und  ist  man  endlich  zo 
dem  (r — l)ten  Integrale  gelangt,  so  hat  dasselbe  folgende  Form: 

/r-l 
-  Wr^nd^Xj  Z(dxy-^....  (-)P[p  +  Ijr^fäPÄj  Z(3^)r-1^ 

Werden  nun  die  Glieder  dieser  Darstellung  mit  /  Ba:  verbundeo 
und  die  auf  der  rechten  Seite  nach  5)  behandelt,  so  entsteht 

n xz(sixy=xn  z(ßxy 
—dxj     z(8xy+       d^xj     z{8xy 


/>r+l  /»r+a 

—[2]r-idXI        Z(ar)'-+[2]r-28»A:  /        Z{dxy 

+ [S]r-^s^xf'^''z(dxy 


—  83^ 


z(dxy  + 

—  [^]r-id^X  f'^^  Z(Bxy  + 

—  [3]r-283A:  f'^^'zidxy  + 

—  [4.]r-fiB'X  r^^^Z{dxy  + , 
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nnd  hieraus  durch  Zusamenzählen : 

7)       Hxzißxy 
= X  j'z(ßxy-[2]r-iBxf''^^  ZißxYi-  [i^r-iS^xf^^  z(dxy 

Z(8:r)''....(-)P[p+l]r-i8pA  /        Z{dxy..., 

Diese  Darstellung  Hillt  mit  2)  zusammen,  denn  es  ist: 
|.jj-i      2>3.4 T    r 

_3.4.6...r(r+l)     r(r  + 1)      ^i 

^.^      _4.5.6 .... r(r  +  l)(r  +  2)     r(f  +  l)(r +2)     ,  y 
I4jr-i—       lX3~(r-l)  ■     -         1:25        — W»' 


! 

t 


\,  +  l]_i_ 1.2.3  ...(r_l) i^Z^ =Vy- 

Hiernach  ist  der  fragliche  Beweis  geliefert  und  es  folgt,  dass 
te  Gleichung  1)  nicht  nur  ftir  ein  positives,  sondern  auch  für  ein 
■egatives  r  gilt,  und  dass  man  diese  Gleichung  nicht  nur  zur 
Barstellung  höherer  Differenziale,  sondern  auch  für  die  höherer 
Integrale  zusammengesetzter  Functionen  benutzen  kann. 


^ 


Hiemit  ist  zugleich  der    unmittelbare  Zusammenhan 
zwischen  den  Grundgesetzen  der  Differenzial-  und  Integral -RecK- 
^ag  auch  für  zusammengesetzte  Functionen  nachgewiesen. 

• 
Bezeichnet  man  nun  die  verschiedenen  Functionen  von  x  durch 
y^  >  f^'^ifz^'^'^fmX,   so  hat  man  aus  der  Differenzial -Rechnung 
**>lgende  Gesetze: 

drf^xf^xf^x = (dl  +  8a + 83)  Yi  ^Ä^/k^ . 


8Yi^/2^-A»^=(8i+82+— *9*n)''A^/«^'-/'»»^; 


^^tt^lbar  gelten.    Kennt  man  daher  die  einen ,  so  kennt  man  nach 
gehörigen  Reductionen  auch  die  andern. 
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§.2. 

■ 

Die  im  Torigen  Para«praphen  gegeboDen  Nachweisangen  enthal« 
ten,  wie  vor  Augen  liegt,  eine  wesentliche  Erweitemng  iu  den  Fun- 
damentalsätzen  der  Differenzial-  und  Integral -RechDong.  Sie  er- 
heben die  Lehren  dieser  Doctriuen  auf  einen  höheren  Standpaukt 
und  eröffnen  ein  reiches  Feld  zu  Anwendungen.  Sie  verallge- 
meinern die  Entwickelungsmethoden  dieses  Zweiges  der  Mathema- 
tik und  haben  dabei  den  grossen  Vortheil,  dass  sie  eine  unab* 
hängige  Ableitungsweise  sichern. 

Bisher  war  die  Grundgleichung  für  die  Integration  zusammen- 
gesetzter Functionen  nur  in  der  beschränkten  Form 

C X2^x=X  jzdx'-  fiJdX  r Zdx), 

also  nur  für  das    erste  Integral  und  nur  in  zurQcklaafeoder 
Bil dun gs weise  gegeben. 

Diese  Form  ist  sehr  beengt,  sie  erzeugt  durch  fortgetetite 
Wiederholung  immer  nur  je  ein  Glied  und  fuhrt  bei  jeder  wieder- 
holten Operation  wieder  auf  die  Integration  einer  zusammenge- 
setzten Function.  —  Dasselbe  Geschäft  muss  daher  so  lauge  wie- 
derholt werden  9  bis  durch  fortgesetztes  Integriren  der  Zweck  er- 
reicht ist 9  und  aus  einem  auf  mühsame  Weise  errungenen  Re- 
sultate für  jeden  speciellen  Fall  irgend  ein  Gesetz  erschlossen 
werden  kann. 

Diese  Beschränkung  wird  durch  die  hier  mitgetheilte  Methode 
aufgehoben.  Es  wird,  ein  Ueberblick  gewährt,  der  die  Geschäfte 
nicht  nur  ungemein  erleichtert,  sondern  das  Endziel  auf  einmal 
vor  Augen  rückt,  und  alle  besondern  Fälle  unter  ein  allgemeines 
Gesetz  subsumirt. 

Es  werden  sogar  zwei  bisher  immer  getrennt  und  auf  schwie- 
rige Weise  ausgeführte  Geschäfte  (Differenziren  und  Integriren)  in 
eines  zusammen  gezogen  und  auf  einmal  ausgeführt,  denn  man 
hat  nach  ausgeführter  Differenziation  nichts  weiter  zu  thun  als  — r 
statt  -\-r  zw  setzen ,  um  alsbald  das  fragliche  Integral  zu  erhalten. 
Mit  einem  Worte:  die  Gleichung  1)  $.1.  differenzirt  und  in- 
tegrirt  in  einem  und  demselben  Acte. 

Hierin  ist  eine  wesentliche   Erleichterung  in  Ausfuhrungr  der^ 
Geschäfte  zu  erkennen ,  wenn  man  auch  von  der  Bedeutung  diesei^ 
Sätze  in  wissenschaftlicher  Beziehung  ganz  absehen  will,  welche 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Differenzial-  und  Integral -Rech^ 
nung  so  klar  und  einfach  vor  Augen  legt. 


Ein    Beispiel    mag    das   Gesagte   verdeutlichen.     Hierzu  s 
irst  ein   ganz  einfacher   Fall  dienen,  und 
und  Integral  der  zusammengesetzten  Function 


vorerst  ein   ganz  einfacher   Fall  dienen,  und  das  r'^  Differen^^^ 
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besfimmt  werden. 


Setst  man  Z  =  a?*"  und  (ox-f  &)p= Jl,  so  ist: 
Nun  bt 

Oarch  EinfiihniDg  der  gehörigen  Werthe  entsteht: 
1)      dr(ax+b)Pa^=i    ((u:i-b)Pmr\''^ai^''^(ßxy 

+^^Ö^ü"l-ioa(oa;+,6)P-«m'^«l-»a;»-'+a(8«)' 
+(r)8p81-ia>(flur+6)P-8m'-8|-iar"-^+8(84?)'" 


(r)ppPl-iaP.m'-Pl-ia:«-H-p(8a:)''. 

Bellt  man  hierin  — r  statt  r«  so  seht  das  Differenzial  in  das  In- 
tegral über  und  man  erhält  unter  Berücksichtigung«  dass 


m 


-r-«|-l  = 


(m+r+«)''+»l-i  •"  (m+iy^*\  * 


bt>  immittelbar  aus  1)  folgendes  Integral : 


2)   J{aX'\-b)Px'^(dxy=^ 


(ax-{-b)P.x^^ 

r   pa(fla;+6)P^^^g^''+' 
■  i  •         (m+l)''+i|^ 

r(r+l)   p^i~^  a^{ax^b)P-^x^^rn'^ 


1.2 


(m+1)*-»«!^ 


k 


w 


ISO 


Die  üümüche  Dart^cisiliiag  ecbätt  mam  £uwh»  ivent  man  f< 
y-.Kxi  zura  z'veitea.  von  4lie»em  zuax  dritten  unti  s«lort  bia 
iüniäii^  loiäteigt,  jedoch  noch  laiig«r  Ari»eiL 


Duo  '' «irsielieuile  {ategrai  hat  r  GouslaBteD. 
uii>«<£a,  VLMiu  '.ü  «lef  vorätehüudeu  Darsieiiuo^  u:=0  gesetiCi 
Jlm^^Iig  :ie  Werth«  L,  i,  3,  ....r  statt  r  eiogjDtiihit  \F0niab 
'J^'i[le*.>  Joani.  -14.  Bd.  p.  149  u,  ff. 

Das  nämiich«  Resultat,  ^veLchefir  die  vorateheode  Gleidi 
2)  enthält,  'vird  'j:evrouueu,  weuu  iiiaa  di#  lotegraigieicfc— g 
jiUr  '^  5-  ^    benutzt  und  die  Weribe 


/ 


c"*{i;xr=- 


(mi-l)'s^ 


riaiührc.      OiiEereaxiai  und   inte^rai  uuieriie^e»  aia»  dem  glfM 

ijetsetze. 

lilut:   /.ut^iie  Form    .ür  liie  tjuiwickeiie   Darüceiiuo;;   ffird  | 
'.1111*511,     veuu    niaa  A'  =  ^'"    und   Z  =  v#ja:  +  6)P  seizt.     Es« 
.eht    luiui    iiiter   lieDuuuuu:   der    Moen  aui|^ee»4eiUen   DiSenHOi 
. '•eiticituteo . 

*-»  rj^/«"«  — ^■»»•'■— -»  --»f'' — i  »•-* — '♦  tijs -f'o)P^'''^'Hdxf 

V  •  r;/n  //4"*'"~  «^  »»•'"""— *'»•""•"'  tfx-fO  ilf^'^i'^osy* 
^ 'TU  :!ieria   — .■   ^lail  r  •4»*«<*ttzt  muu  iiouierikt,  tiai»ä 
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so  ergibt  sich  hieraus  uomittelbar  das  nachstehender'^  Integral: 


f 


a:"»  (ax  +  b)P(Sxy = 


^        (p_|.J)r+l|lar+l 


W 


yü^l-^gr"»  -  ^(aa?  +  b)P^^^^ 


C^X^—^       C^Xr-^       r^^r-^ 
r    lr-l|l   T    ]r-2|l     ■"  .Jr— 8|1   T  ••••  ^r-ii«^ -f  ^r- 

I 

r  Das  r'^  Differenzial  liefert,  wie  man  leicht  erkennt,  auch  bei 
lUftcbiedener  Anordnung  in  den  beiden  Darstellungen  1)  und  3)  ein 
id  dasselbe  Resultat.  Das  r'^  Integral  liefert  aber  in  2)  und  4) 
Rrei  der  Form  nach  verschiedene  Resultate. 

I  In  der  ersten  Darstellung  entstehen  p  Glieder  mit  r  Constan- 
bo,  in  der  zweiten  m  Glieder  mit  r  Constanten.  Der  Inhalt  aber 
drd  und  muss  gleich  sein,  da  er  eine  und  dieselbe  Sache  bedeu- 
Bt  In  der  Darstellung  2)  führen  alle  Constanten  ßir  x=sQ  auf  0. 
I  der  Darstellung  4)  ist  diess  nicht  der  Fall. 

Man  findet  die  Constanten   für  4)  auf  die  oben   bezeichnete 
i^dse,  wenn  a:=0  und  dann  r=  1,2,3 r  gesetzt  wird. 

Bezeichnet  man  das  r^^  Integral  fiir  die  Grenzen  von  0  bis  x 

/r 
,  80  hat  man 

0>  * 

/r          "  .  ,,    ^  ,          x'^(ax+b)P      r.mx^''\ax+b)P-^r\^ 
xn^(ax+b)P(dxy=      (^p+iynar (^+"i)?+i|iar+i     " 

m^l-i  x^-^ax+b)P^r^^ 

+l^^Ja  (p+l)r+2il^r+« 


...  r-r  ^-V 


(p+iy^^^  ^0-+'' 


f>ie  hier  gefiinilefien  Gleichangen  gelten  nicht  mir  Wk  M 
ganze» ,  i^iondern  auch  för  ein  gebrochenes  r  nnd  sind  liakt  Bi* 
ßntr  Anwendang  fähig.  Man  kann  sie  zu  dem  Ende  dmek  M* 
«tcheidnng  gemeinschaftlicher  Faktoren  unter  be^pieoMre  Ff 

fiefzen.     Ans  2)  wird  «ofort: 


•••^"■^   (m+r+l)Pl»  J 
Au«  4)  oder  5)  wird  dann 


7)     J    .r«.(«.r|A)».0:r)r-=-l^,-±^[x» ^^^^^ 


m''*l-'.r"»-2(rtar+A)2     ^  t  wi3|-ia:"»-'(Äar+ft)' 


*"f''l'i      ^«i-.i_iv2ii^2 W 
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Hierin  Icann  r  eine  ganze  Zahl»  einen  ächten  oder  unächten 
Irach  bedeuten.    So  ist 


/ 


jj«(iw?  +  6)P(8ar)9= — ;r^ ^ l^ar« r 


;  (-)«+i r ^  • 

^  .  _  r 

{^Hieraus  lassen  sich  eine  Menge  specieller  Fälle  ableiten  und  in 

do  bringen»  welche  die  hierher  gehörigen  Integraltafeln  ergän- 

und  erweitern.    Diess  Geschäft  wird  aber  nicht  mehr  nothig, 

;dle  hier  gegebenen  Darstellungen  alle  besonderen  Fälle  schon 

rickelt  dem  Auge  vorlegen.    So  ist  sofort 


9)       r^x{aX'\-b)P{dx)t 


1.lv\\ax-{-b)pV ax -{- br         (ax-^-b)  "i 

/^Y'\r—         L"^""  (2/1  +  3)a  J 
V.2/    ^  ^^ 


2JP\^bP+^Vb 
+  /3V+''*      ,_' 


f 


x^ax  +  b)P(dx)\ 

Of  2 


M»IHa^+6)pyWf  6  r  a    2ar(oa;  +  6)      L3       (ax+b)^      t 
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**»»r*   "T^^n    ■Kifr;»'^    '»=^      4.=' — v    ami    nimmt  dtts  1 
rn-"«^-*Tor    S^  <Y«^»»r<"i  ♦^    rr««   v    ^»  V.i   nusn  aus  tTu  da  aü 


'I    -    "W— 


^i?>    -    T<ni  S^:  li^  j*#»rt»t*r  i'iiwmw 


T?*-      j 


T?^-*^i-4^T— ^        !—- 


:t+-^--:  — - 


•.k 


o  - 
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...(-)"(w)n6«l^. 

rd  nämlich  p  +  Tn+r=a,  ?ii  +  l=6,  d!=l,  r  — 1=«   gesetzt, 
geht  die  eiugeschlossene  Reihe  dher  in 

(p  +  r  -  l)r-l|-l  =  (p  +  l)r-lll . 

I  EinßhruDg  dieses  Werthes  führt  zu  folgender  Darstellung: 

X^  (1  -^)P(Öa:)''  =       jr_i,i  lp+«-frjr-  =  l,wi|ijp4.m+r|i- 

Hss  föUt  mit  10)   zusammen,  und  somit  sind  die  Eigenschaften 
Eulerschen  Integrals  höherer  Ordnung  ermittelt. 


Setzt  man  r=:],  so  ist  wie  bekannt: 

y     ar   (1    ar^FCf^r-jp^^i,!  ^     IXp+m+2)     "~   (l,l)P+»»+i  • 


o 


man  r+*-  statt  r,  so  wird 
9 


^ 

•» 


14)     /        a:'»(l-ar)P(8j:)  ^= ; 

0»  1  1  9   .1      ff 


sraus  entsteht  für 


8        1 

— =rv  und  r=0,  1,  2,  : 

ö      2 


a;>n(l^^)P(8^)^=-3^^^^^^-,, 


V  0,1 
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/ 


I       .,        .....      1«|15pI22"H-» 


:r"»(l  — a?)P(8a:)«  = 


0,1 


lm|i.(2r+l)Pia2'»+r+i 


-* . 


' 


3p+m+r|2V^ 
0,  1 

Die  in  10)  und  12)  gefundene  Gleichung  lässt  sieh  auch  an- 
mitteibar  aus  dem  r^^  Differenzial  Nr.  1)  ableiten.  Setzt  man 
nämlich  wie  vorhin  6=1,  a= — 1  und  1  statt  x,  so  hat  man  ans 
dieser  Gleichung ,  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  (p+iy^  ver- 
schwinden : 

16)     3^a:"»(l— a?)P=(— )P.rPl-im*-Pl-H8^)''. 


Wird  hierin  —r  statt  r  gesetzt ,  so  erhält  man 

Oi^ii-^  X)P{da:r  —  (^„^.ijr+pll  —  lr-l|l lm+r+p|l  ' 

Die  hier  gegebenen  Nachweisungen  dürften  in  so  weit  nidit 
ohne  Bedeutung  sein^  als  sie  den  Zusammenhans  zwiadies 
den  Fundamentalsätzen  der  Differenzial-  und  Integral» 
Rechnung  unzweifelhaft  aufdecken,  und  deswegen  för  eine  sy* 
stematische  Begründung  dieser  wichtigen  Doctrinen  sich  geltend 
machen.  Sie  zeigen,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  liegt,  das«^ 
die  bestimmten  Integrale  denselben  Gesetzen  unterliegen,  wie  di 
Differenziale,  wenn  diess  auch  bisher  nicht  gezeigt  wurde.  Wäi 
diess  die  einzige  Ausbeute,  welche  hier  gewonnen  wurde,  s 
mochte  es  schon  genügen,  um  die  Aufmerksamkeit  der  hier  mi 
getheilten  Methode  zuzuwenden.  Sie  gewährt  aber  ausserdem  d 
Vortheil  grosser  Einfachheit  und  Leichtigkeit  in  Handhabung  (f 
Caiculs,  und  eine  nicht  verkennbare  Allgemeinheit  für  den  Üeb 
blick  in  den  zu  gewinnenden  Resultaten. 


Es  mag  hier  genügen  auf  diese  Satze  aufmerksam  gemac:^^ 
zu  haben.  Das  reiche  Material,  welches  hier  zur  Verarbeiti^^iig 
vorliegt,  wird  uns  Veranlassung  bieten,  wieder  auf  diesen  Geg^^o* 
stand  zurückzukommen. 
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Eiiiigre  Bemerknngren  ülber  die  nähe« 
rnngsweise  Anfli$sniif^  einer  Oieicirnnj^ 
mit  einer  unbekannten  Orösse  nnd 
iweier  Oieicirnngren  mit  zwei  nnjbe- 

iLannten  OrSssen. 


Von 


dem    Herausgeber. 


■f! 


E's  giebt  bekanntlich  eine  sehr  einfache  annähernde  Auflö- 
*iing  der  Gleichungen  mit  einer  unbekannten  Grösse,  voraus- 
S^setzt  nämlich  9  dass  man  schon*  einen  ersten  Näherungswerth 
^er  unbekannten  Grösse  kennt.  Diese  Auflösung  stellt  man  ge- 
^^bnlich  als  eine  Art  von  Regula  Falsi  dar.  Indess  lässt  sich 
g^^f^^^  auch  in  sehr  einfacher  Weise  aus  einem  geometrischen 
^^ichtspunkte  auffassen ,  wie  ich  jetzt  zeigen  will. 

Die  aufzulösende  Gleichung  sei  überhaupt 

?**^    I  sei  ein  schon  bekannter  erster  Näherungswerth  der  sesuch- 
I  ^^    unbekannten  Grösse.    Man  nehme  nun  zwei  dem  ^  selSr  nahe 
j^^^mende  Werthe  a^i  und  0:2  aö,  und  berechne  die  entsprechen- 
^^    Werthe  der  Function  /(a:),   welche  wir  durch 

^^«ichnen  wollen.    Die  Gleichnng 
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kann  man  sich  überhaupt  durch  eine  Curve  dargestellt  denken, 
und  die  durch  die  Coordinaten  Xi ,  Ui  und  x^ ,  u^  bestimmten 
Punkte  werden  zwei  sehr  nahe  bei  einander  liegende  Punkte  die- 
ser Curve  sein.  Bezeichnen  wir  aber  den  wahren  Werth  der  ge- 
suchten unbekannten  Grösse  durch  r,  so  dass 

A*)=0 

isti  so  wird,  wie  aus  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  auch  der  durch  die  Coordinaten  r,  0 
bestimmte  Punkt  (tO)  unserer  Curve  sehr  nahe  bei  den  Punkten 
{xiUi)  und  {xtiUt^  liegen.  Der  durch  die  drei  Punkte  (fO),  (ar|tfi)« 
(^2^2)  gehende  Tb  eil  der  Curve  wird  also,  eben  weil  diese  dra 
Punkte  sehr  nahe  bei  einander  liegen,  näherungsweise  mit  dtt 
durch  die  beiden  Punkte  (xiu{)  und  {xg^u^  der  Lage  nach  be- 
stimmten geraden  Linie  zusammenfallen;  und  entwickelt  man  abo 
die  Gleichung 

dieser  geraden  Linie,  so  wird  man  r  nähemngsweise  erhalten, 
wenn .  man  es  aus  der  Gleichung 

0=af  +  6 

bestimmt.  Weil  aber  unsere  gerade  Linie  durch  die  beidien  Pnnkte 
(orxt^i)  und  (Xi^u^  geht,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Con« 
stanten  a,  b  die  beiden  Gleichungen 

ii^'=:aXi-{-b,    WiZ=:>ax^'\rb', 

aus  denen  sich 

ergiebt.  Nun  erhält  man  aber  aus  dem  Obigen  auch  die  Gleichung 

u — Ui  z=a(x — Xi) 
oder 

u  — u^z=.a{x  —  X2) ; 
also  ist  die  Gleichung  unserer  geraden  Linie 
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u — Mi= '(a: — Xi) 


oder 


UDd  zur  Bestimmung  vod  r  hat  man  aiso  die  Gleichung 


woraus  sich 


iTi— ^2  1  Xi"^Xm 

»=*'~i:r=i;^">    »der    r=;r,-jjp:^«„ 


also 


Ml— tta 


erglebt. 

Dies  sind  die  aus  der  Algebra  bekannten  Näherungsformeln. 
Wie  man  sich  derselben  zur  successiven  Annäherung  bedient, 
braucht  hier  nicht  welter  erläutert  zu  werden. 

Es  war  mir  interessant  zu  untersuchen  ^  ob  sich  mittelst  einer 
fihnlichen  geometrischen  Auffassungsweise  nicht  auch  Näherungs- 
formeln zur  Auflösung  zweier  Gleichungen  mit  zwei  unbekannten 
Grossen  flnden  lassen.  Was  eine  von  mir  angestellte  desfallsige 
kleine  Untersuchung  ergeben  hat»  will  ich  im  Folgenden  mittheilen. 

Die  zwei  aufzulösenden  Gleichungen  seien  überhaupt 

und  I,  if\  seien  zwei  schon  bekannte  erste  Näherungswerthe  der 
gesuchten  unbekannten  Grössen.  Man  nehme  .nun  drei  Systeme 
deh  §,  if\  sehr  nahe  kommender  'Werthe  an»  welche  wir  durch 

^i>  yi\  ^2»  y%\  -^'s*  yz 

bezeichnen  wollen,  und  berechne  die  entsprechenden  Werthc  der 
Fimctiouen  f(Xy  y)  und  F{Xf  y),  die  durch 
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Ui  =f{xi ,  yi) ,     Vi  =F(ari ,  y{) ; 
bezeichnet  werden  mögen,  wo  also 

«1>  «2»  %;      ^ly    ^B>    ^8 

sämmtlich  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grossen  sind.  Die  Glei- 
chungen 

u=f{x,  y),     r7=:F(a:,  y) 

kann  ma'n  überhaupt  als  die  Gleichungen  zweier  auf  dasselbe  Co- 
ordinatensystem  bezogener  krummer  j^Iächen  betrachten,  and  die 
gesuchten  Werthe  der  beiden  unbekannten  Grössen,  welche  rar 
durch  r,  i;  bezeichnen  wollen,  so  dass 

f{t,  i;)=0,    F(t,  i;)=0 

ist,  sind  dann  eigentlich  die  Coordinaten  des  Durchschnittspankts 
der  beiden  Curven,  in  denen  die  Ebene  der  xy  von  den  Baden 
in  Rede  stehenden  krummen  Flächen  geschnitten  wird.  Hält  man 
aber  alle  obigen  Voraussetzungen  fest,  so  wird  auf  der  Stelle  ef^ 
hellen,  dass  man  näh erungs weise  r,  i;  als  die  Coordinaten  des 
Durchschnittspunkts  der  beiden  geraden  Linien  betrachten  kann» 
in  denen  von  den  beiden  durch  die  drei  Punkte 

(ari^iMi),    (X2yiu^s    (^s^sMa) 
und  durch  die  drei  Punkte 

(^iyiüi)y    (arayatJa),    (a^sy^Us) 
gelegten  Ebenen  die  Ebene  der  xy  geschnitten  wird. 

Bezeichnen  wir    nun  die  Gleichungen  dieser  beiden  Ebenen 
durch 

ax  +  by  ■{•  CU  + 1  =  0, 

Ax  +  By  +  Cu+l=0; 

so  sind 

ax  •{■  by  -^  1=0, 

Ax  +  By+l=^0 

die  Gleichungen  der  Durchschnittslinien  dieser  beiden  Ebenen  mit 
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der  Ebene  der  xy,  and  f»  t^  müssen  daher  aus  den  beiden  Glei- 
cfanngen 

a»  +  6t;  +  1=0, 
-4r+Bt;  +  l=0 

bestimmt  werden»  was  nicht  die  mindeste  Schwieriekeit  hat«  wenn 
man  die  constanten  Coefficienten  a,  b  und  Ä,  B  kennt.  Zur  Be- 
stimmune  dieser  constanten  Coefficienten  hat  man  aber  nach  dem 
Obigen  die  Gleichungen 

aoTa  +  6^2  +  ^««  + 1=0> 
und 

i<a:a+J?ya  +  CI7a  +  l— 0, 

Aus  dem  ersten  dieser  beiden  Systeme  von  Gleichungen  ergeben 
•ich  zuvDVderst  durch  Elimination  von  a  die  beiden  folgenden 
Gleichungen : 

K^iSz-^^m^  +  c(a:at«8— aratfa)  +  x^^—x^  =0 ; 

^d  wenn  man  nun  aus  diesen  beiden  Cleichungen  6  eliminirt^  so 
^liiält  man: 

(oTitia— araMi)(aray8— araya)— (^2^3  -^8«2)(^iy»— ^2^1)  * 
^^n  Zähler  dieses  Bruchs  bringt  man  leicht  auf  die  Form : 

^öd  den  Nenner  auf  die  Form: 

—aral  Ml  (0:2^3— araya)  +  M2(^8yi-^iy8)  +  «8(^1^2— ^2yi))- 
^^tzt  man  also  der  Kürze  wegen 
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SO  ist 


—  «^1>2  "f*  «^g»3    I    »^^^S»! 

und  ganz  ebenso: 

•^5*  +  «^253  +  ^3»! 


C=:- 


C7iiia,3+C7a^,i+t73'^>2' 


Hat  man  mittelst  dieser  beiden  Formeln  c  und  C  besthnm 
so  erhält  man 

mittelst  der  folgenden  Gleichungen: 

fliPa  +  %2=  —  (1  + <5««2) ) 

i4:ra  +  iBy2=— (l  +  CtZa); 
ar  +  btf  =—'1, 


wo 


und 


1  +  Ctl    — _      K— «2)'^>l  +<«1— <<3)'^l>2 
"**       *  t<l<^258-t*»2'^d3l+2<3«^l)2 

j    ,  _        (^2  ~  «1  )*^>3  +  (^2  —  «3>^1>2 


1  +  C17    ^  (  ^>-  t^l)  ^2>3  +  (  ^2-  ^3)^1  >2 

^l»^2»3"i'  ^2'^^3»l't  C^3*^^l»2 


ist. 
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Man  kanB  natiSrlich  die Grvfi^eD  af  b'^  4f  B;  t,  t)  auch  leicht 
:   Völlig  entwickelt  darstellen;  für  die  praktische  Rechnung  scheinen 
mir  aber  die  folgenden  Formeln  die  bequemsten  zu  sein : 


PlÄ2,3+  »2^3.1+  t73Äi,a 


flf  +  6t;  =  —  1, 

^  i4t  +  Äi;=:— 1. 

Ohne  Schwierigkeit  erhält  man: 

_    yi  (thr-u^) +^2^%— «i) + ^3  («1-— «2) 


a=: 


th^i^Z  +  «2-^51  +  Ms«^  32 


j_      ^1  («2— %) 4^ ^2(^— «l)  -f  ^3(^1—^2)  . 


und 


._  yi(U2-üzHy2(üz-UiHyz(üi-ü^) 

ülßa,3+t72Ä3a+f^3'ßl,2 

^^     ^i(t/2--'r73)+a:2(C^3-<7i)  +  ^3(^i-t7a). 

Dx'öa>3+  1/21^8,1+  1/3 1^1  >2 


oder 


Äi,a+'ßa>3+'^3>i 
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und 


^ = _ pJ^i(Pt-t^3)+J?2(^.-Pi)+ar,(t7t-t;a)  ; 
Zur  Bestimmung  von  t,  tf  hat  man  die  Formeln:^ 

Hiermit  will  ich  diese  kurze  Skizze  schiiessen,  indem  ich  die 
weitere  £ntwickeiung  dem  Leser  überlasse. 

Sehr  bemerkenswerthe  Formeln  zur  näherungsweisen  AnflS- 
sung  zweier  Gleichungen  mit  zwei  unbekannten  Grossen  bat  be- 
kanntlich Gauss  in  der  Theoria  motus.  p.  136.  gegeben^  die 
ich  in  meinen  Optischen  Untersuchungen.  Theil  II.  9* 28* 
S.  175.  mittelst  der  Differentialrechnung  bewiesen  und  in  §•  40. 
S.  288.  auf  n  Gleichungen  mit  n  unbekannten  Grossen  zu  erwei* 
tern  gesucht  habe.  Ich  benutze  diese  Gelegenheit »  diese  For- 
meln den  Lesern  in  Erinnerung  zu  bringen. 
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« 


lentonstratlon  elementalre  de  la  Tltesse  de 
leiriatioii  du  plan  d'oisicillatloii  du  pendnle, 

k  öUrer^e»  latltndei». 


f 


Par 

9L  Crahay^ 

roembre  de   TAcad^niie. 

den  Bolletins  de  FAcad^niie  Rojale  de«  sciences  etc.    de  Belgiqne. 
Tome  XIX.    I.  Partie.     1852.    p.  537.) 


La  präsente  note  a  pour  but  unique  de  montrery  k  l*aide  des 
■Ath^matiques  elt^mentaires ,  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse 
fo  däviatioD  du  plan  d'oscillation  et  la  latitude  du  lieu  oü  se  fait 
^ärience.  Je  considere  le^  phänom^ne  dans  sa  plus  grande  sim- 
"^it6,  Sans  m'occuper  des  causes  qui  peuvent  modiner  pt^riodi- 
''^nient  le  mouvement  du  plan,  dont  je  supposerai  constante  la 
^^sse  angulaire  autour  de  la  verticale.  C*e$t  dans  le  travail  de 
on  savant  confr^re ,  M^Schaar,  que  la  question,  envisagäe  sous 
^tes  ses  faces>    a  ete  traitäe  ä  fond. 

Soit  (Tab.III.  Fig.  10.)  PEPT une  sectionde  la[terre,  supposäe 
b^rique,  par  un  plan  möridien,  Osoncentre,  PP*  Taxe  du  mouvement 
y^^e,  et  soit  L  un  lieu  situ<$  sur  le  parallele  ELFy  de  Themi- 
h^re  boräal.  La  droite  OLl  repräsente,  k  un  instant  donnä, 
Jposition  de  la  verticale  du  lieu,  dont  PLP'  est  le  cercle  niö- 
'^^n,  tandis  que  la  droite  LM^  perpendiculaire  en  L  a  la  ver- 
Me«  et  comprise  dans  le  plan  au  nieridien,  est  la  ligne  meri- 
'One  du  lieu;    eile  recontre  en  M  le  prolongement  de  Taxe. 

Dans  Tespace  d'un  jour  sideral,  la  rotation  de  la  terre  fait 
Oire  k  la  verticale  Ol  et  k  la  märidienne  LMy   autour  de  Taxe 

f\,  23 
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PP'i  des  surfaces  de  c6nes  droits »  qui  ont  le  cerele  JSFpoor 
base  commune,  et  dont  les  somraets  sont  places  respectivemeot 
en  O  et  en  M,  Apres  ud  certain  temps,  que  nous  supposerons 
trös-court,  le  lieu  L  aura  parcouru  Tarc  LL'  du  parallele;  la?er- 
ticale  du  Heu  aura  pris  la  position  OL'l',  le  meridieo  cellejPL'P, 
tandis  que  la  meridienne  se  trouvera  en  L'M. 

Admettons  qu*au  depärt  en  £,  le  plan  d*oscillation  soit  dirige 
suivant  le  plan  du  meridien ,  c  est  ä-dire  dans  celui  qui  passe  par 
la  verticale  Ol  et  par  la  raäridienne  LM.  Ce  plan  d'osdllatwft 
serait  toujours  exactement  parallele  ä  lui-meme»  malgr^  soo  dt- 
placement  dans  Tespace  par  la  rotation  du  globe»  si  la  pesaoto* 
ne  le  ramenait  continuellement  ä  passer  par  le  centre  de  la  tem; 

'      --  .^         -   ,asr  '  ^^"    ^^ '''-  "~— 

roen 

^-. _,  -^  plai.  ^.. ^ -. 

eale  Ol'  et  par  une  droite  VM*  parallele  ä  la  ro^rtdienae  lA 
Ainsi  ä  Tarrivee  en  X',  le  plan  d'oscillation  M*L'V  forme  avec  b 


peut  etre  consid^re  comme  ^gal  ä  Fangle  LML*  des  lign( 
ridiennes  aux  deux  endroits  L  et  X/'.     C'est  l'angle  de  därSatiiii' 
apparente   que  Ton  observe  au  plan  d'oscUlation ,    mais,   daas^ji' 
realite,  c'est  Tangle  dont  la  meridienne  LM  a  change  de  podW 
dans  l'espace  par  la  rotation  de  la  terre. 

Pour  d^terminer  cet  angle,  menons  les  droitesiiV,  X'JVfi* 
le  centre  du  parallele,  cellesZO^  L'O  vers  le  centre  de  la  tMjft 
enfin ,  par  le  milieu  R  de  la  corde  LL'^  menons  des  droites  f# 
N  et  vers  M,  elles  sont  perpendiculaires  ä  cette  corde,    et  dp  ■ 
sent  les  angles  opposes  en  i\  et  en  iXf  en  deux  parties  ^alciv* 

Däsignons  par  r  le  rayon  de  la  terre,  par  h  l'angle  horalrt 
LNL'y  par  H  Fangle  de  deviation  LML*  du  plan  d  oscillatioA» 
par  k  la  latitude  du  lieu. 

Le  triangle  LNO^  rectangle  en  N  et  dans  lequel  Faaglc 
,NOL  est  le  complöment  de  la  latitude,  donne 

iV!L=:r.cosA,; 

Du  triangle  LNR,  rectangle  en  R,  on  deduit 

LR  =  iVi.sin  VaiiVi'^r.cosX.sin  VaÄ . 
Le  triangle  MLO ,  rectangle  en  L,  donne 

illl£=r.cotangA,. 
Enfin  le  triangle  LMR,  rectangle  en  jß,  fournit  la  relation 
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QU 


''*  cotang/  '^ 


Haintenanty    comme  dans  Ic  passage   de  L   en  L',    la  indri- 

dicone  LM  d^crit  une  portioii  de  la  surface  convexe  du  cdne,    il 

Atntf    pour  que  Fangle  plan  LML*  repräsente,   sans  erreur  sen- 

^ble,  respace  angulaire  parcoura  räellement  par  cette  ^äneratrice, 

que  cet  angle»  de  meme  que  celui  LNL,  soit  trds-petit,  et  telle- 

^^leot  Cjue    les   arcs  qui  les  mesurent  puissent    6tre  Substituts  ä 

—  «inus;    ce  qui   conduit,   apr^s  suppression  du  facteur  com- 

Vft>  ä  Texpression 


//=  A.sinA. 

Ainsiy  pour  un  arc  h  parcouru  par  le  point  L  de  la  terre,  le 
vlui  d'oscillation  semble  se  mouToir  autour  de  la  verticale>    dans 
jl€  sens  du  mouvement  apparent  du  ciel,  d*un  angle' ff,    dont  la 
"Vtlenr  est  h  sinA. 

Noas  avons  supposä  que  le  plan  d'oscillation  coYncidait,  au 
Apart,  avec  le  plan  du  nieridien;  mais  on  se  convaincra  facile- 
iMotque  s'il  formait  alors  avec  ce  dernier  un  angle  azimutal  quei- 
conqae»  sa  d^viation  de  cette  position  aurait  la  m^me  valeur  // 
wpciiA  le  parcours  de  Tarc  /i.  ü'oü  il  suit  aussi  qu  a  chaque  in- 
Bttnt  la  m^me  relation  existe  entre  les  arcs  H  et  h\  et  comme 
I«  mouTement  de  rotation  est  uniforme,  celui  du  plan  d'oscillation 
1'M  pareillement. 

La  rotation  complete  de  la  terre  s'executant  en  U  heures  si- 

duales  DU  en  23^6'4'^09  detempssolaire  moyen,  il  s'ensuit  qu'en 

Qoe  seconde  de  temps  moyen  Tarc  parcouru  est  de  ] 5^^041.     Tel 

^t  aussi  aux  p61es,  le  mouvement  angulaire  du  plan  d^oscillation, 

^ndis  qu'ä  notre  latitude,   supposcfe  de  51^,  le  mouvement  angu- 

'aire  du  plan  n'est  que  de  0,77715  de  cette  valeur;  ce  chiffre  etant 

'^    Sinus  naturel  de  la  latitude;   par  consequent  le  mouvement  du 

Äi^n  f  est  de  ir',689  seulement  —  Et  pour  faire  le  tour  entier, 
fandrait  30^47'52^^  de  temps  moyen,  tandis  quaux  pdles,  il  est 
^^^t^  en  un  jour  sid^ral.  —  Pour  que  le  plan  däcrive  un  angle 

**^  ft  secondes  ä  notre  latitude,  il  lui  faut     |  ■  ^y     secondes  de 
^^*ip8  moyen. 

^^^     Dans    rhömisphere   austral  du    glohe,    la  d^viation  du  plan 
^^^oscillation   a   lieu  dans  le  sens  oppos^  de  son  mouvement  aans 
^  li^misph^re  boreal;  c'est-ä-dire  quil  y  suit  encore  ladirection  du 
^^oovement  apparent  du  ciel. 

23* 
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La  construcUon  graphique»  d'accord  avec  la  fonnale  H=h.Binl, 
montre  qu'ä  mesure  que  le  lieu  L  est  situe  plas  pres  de  requa- 
tevLTs  les  deux  möridiennes  LM,  Xf'TIf  s'approchent  de  plus  en 
plus  da  parall^lisn>e  9  Fangle  de  d Aviation /r  diminue,  et  il  est 
nul  ä  r^quateur;  qu'au  contraire,  il  augmeute  quand  la  drstance 
ä  run  des  pöles  diminue^  et  quau  p61e  il  est  ägal  ä  Tangle  ho- 
raire  h  lui-meme. 

La  constructioD  montre  encore  comment  le  mouvement  ango- 
laire  LNL\  autour  de  l'ax^  PP',  peut  etre  rapportö  ä  un  autre 
axe  OLl  incliue  au  premier^  k  Taiae  de  deux  composantes  rota- 
tives,  Tune  autour  du  nouvel  axe  Ol»  l'autre  d'uoe  droite  LM, 
meridienne  du  pointXr;  la  premierede  ces  composantes  estTangi^ 
MLM*  ou  H,  doDt  la  valeur  est  AsinA;  Tautre  composante  est 
Fangle  LOL',  dont  la  pesanteur  fait  tourner  le  plan  aoscillatioa» 

Sour  le  dirlger  constamment  vers  le  centre  de  la  terre.  La  va^t 
e  ce  dernier  angle,    que  nous  designerons  par  C,  se  döduit  di 
friangle  LOR,  reetangle  en  B,  qui  donne 

LR 

siny2C  =  |wT=siny2ÄcosA, 

substituant    les    arcs  aux  sinus,    et  effaeant  le  facteur  conuDUi 

V2»   on  a 

C=A.cosil. 
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Imr  le  th^orime  d'Etiler»   relatif  a  ila  de- 
omposltlon  dn  inonTement  de  rotatlon  dies 

eorpi». 

Note  par 

M.  Pagani, 

roembre  de  TAcad^mie. 

•u«  den  Bulletins  de  l^Acad^mie  Rojale  des  sciences  etc.  de  Belgique. 

Tome  XIX. '  II.  Partie.     1852.     p.  161.) 


Les  exp^riences  recentes,  par  lesqaelies  on  a  constat^  la 
^dinaison  du  plan  d'oscillation  du  pendule,  ont  ramen^  Tatten- 
^n  des  gäom^tres  sur  le  beau  th^or^me  d'Euler,  au  moyen  du- 
^f\  on  peut  expliquer  assez  simplement  la  loi  de  cette  döcli- 
*t8on.  Mais  pour  mettre  Texplication  de  ce  ph^noniene  h.  la 
l^t^e  de  ceux  qui  ne  •  sont  point  familiaris^s  avec  les  calculs  su- 
^rieurs,  il  manquait  ä  la  science  une  d^monstration  ^lämentaire 
^  ce  th^or^me,  que  Ton  doit  considerer  comme  le  corrälatif  de 
lui  qui  porte  le  noni  de  parall^logramme  des  forceSy  et 
^i  sert  aussi  ä  la  composition  et  ä  la  däcomposition  du  mouve- 
^Dt  d'un  point  matöriel.  Cette  correlatioo  est  formuUe  dans  les 
^r^mes  suivants: 

^  Th^or^me  1.  Si  Ton  a  (Tab. III.  Fig.llJ  un  point  materiei  C 
^im^  dans  ladirection  CA  d'une  vitesse  1^=,CÄ^  et  si  Ton  imprime,  par 
^  moyen  quelconque,  au  point  C  une  vitesse  Q^CB  dans  la  di- 
^ction  Cli;  le  point  C  ira  dans  la  direction  CD  avec  une  vi- 
^sse  R=s  CD,  en  dt^signant  par  CD  la  diagonale  du  parallälo- 
Yamme  construit  sur  les  droites  CA  et  CB,  consid^rees  comme 
(HUß  adjacents.  En  outre,  si  Ton  däsigne  Tangie  ACD  par  a, 
^\  Tangle  BCD  par  ß,  on  aura  les  relations: 
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P:Q:Ä::sinj3:sina:sin(a+/3). 

Ce  theoreme  reDferme»  comme  od  sait,  tonte  la  th^rie  de  la 
composition  et  de  la  decompositiou  du  mouvement  de  translation. 

Theoreme  IL  Si  roii  a  un  corps  qui  tonrne  autour  de  la 
droite  CA  avec  une  vitesse  angulaire  p  proportionnelle  ä  CA^  et 
81  Ton  imprime>  par  un  moyen  quelconque»  au  mtoe  corps» 
autour  de  la  droite  CB,  une  vitesse  angulaire  o  proportionnelle 
ä  CB  i  le  Corps  tournera  autour  de  la  droite  CD  avec  une  vi- 
tesse angulaire  n  proportionnelle  a,  la  diagonale  CD  du  paraü^lo- 
gramme  construit  sur  les  droites  CA  et  CB ,  consid^r^s  comine 
c6t^s  adjacents.  En  outre,  si  Ton  d^sigue  i'angle  ACO  fWt  a, 
et  Tangle  ßCD  par  ß,  on  aura  les  relations 

p:  g:n::sinß:8ina:8in(a-irß), 

Demonstration.  Du  point  C  comme  centre,  et  avee  «i 
rayon  egal  ä  Tunite  de  longueur,  tra^ons^  dans  le  plan  de  laSfpire 
un  cercle  qui  coupe  en  a,  d,  b  les  droites  CA,  CD,  CJB. 

En  vertu  de  la  vitesse  angulaire  p,  le  point  d  s'^leverm  an- 
dessus  du  plan  de  la  figure,  et  decrira,  dans  un  temps  ezceesi- 
vement  court  r  un  arc  de  cercle  dont  le  plan  est  perpendiciilalre 
ä  la  droite  CA,  et  dont  le  rayon  est  egal  ä  sinor.  Done  le  point 
d  s'^ievera  perpendiculairenient  au  plan  de  la  figure  d'une  qaan- 
tite  ^gaie  a  r/^sinor.  Mais  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  g,  le 
point  d,  pendant  le  temps  t,  s^abaissera,  perpendicalairement 
au  plan  de  la  figure,  d'une  quaotite  egale  ä  r^rsin/S.  D'ailleurs» 
on  doit  avoir,  d'apres  les  definitions  des  quantitäs  p,  q,  a  et  ß, 
et  les  proprietes  connues  des  triaogles: 

(1) p:qi:sy\nß:8ina, 

d'oü  Ton  tire 

zpsiaa  =:  tqsiaß ; 

donc,  en  vertu  des  vitesses  angulaires  simultauees  p  et  flr,  le  point 
d  restera  en  repos.  Mais  ceci  ne  peut  avoir  lieu  qne  si  le  corps 
touroe  autour  de  la  droite  CD;  dooc  la  premiere  partie  du  theo- 
reme est  demontree. 

Maintenant,  le  corps  toumant  autour  de  CD  avec  une  vitesse 
angulaire  n,  le  point  o  s'eievera  perpendiculairement  au  plan  de 
la  figure  et  decrira  dans  le  temps  r  un  espace  egal  ä  msinß.  Or, 
cette  quantite  doit  etre  egale  ä  l'espace  rps\n(a^ß)  que  le  point 
b  decrirait  en  vertu  de  la  vitesse  angulaire  p  autour  de  CA,  puis- 
que  ce  point  ne  change  pas  de  position  en  vertu  de  la  vitesse  an- 
gulaire q.    On  aura  donc 

rnsin  j3 = Tpsin(a + ß) . 

En  combinant  cette  öquation  avec  Icquation  (1),  on  en  deduit 
immediatement 
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(2).    p:q:ni: sinß : sin« : sin(o + ß) . CQ.F.D . 

Corollaire  1.  Si  Ton  imprinie  k  un  corps  trois  mouvements 
•ioiiltftD^s  de  rotatioD  autour  des  ar^tes  coiitigu^s  d'un  parallc^li- 
pip^de»  et  uue  les  vitesses  angulaires  de  ces  mouvements  soient 
froportionnelles  ä  ses  trois  aretes,  il  en  resultera  une  rotation 
uique  autour  de  la  diagonale  du  parallelipipede,  avec  une  vitesse 
aogolaire  proportionnelfe  ä  cette  diagonale. 

Corollaire  II.  Recinroquement,  tout  mouvement  de  rotation 
totoQr  de  la  diagonale  d  un  parallelipipede  avec  une  vitesse  an- 
taUre  proportionnelie  ä  la  longueur  de  cette  diagonale  peut  tou- 
mtfn  se  decomposer,  k  chaque  instant ^  en  trois  rötations  siniul- 
nn^s  autour  des  ar^tes  du  parallelipipede  avec  des  vitesses  an- 
gulaires proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  arötes. 

-  Ces  proffositions  se  demontrent  de  la  m^me  maniöre  gue  leurs 
corrdatives  dans  ia  thäorie  de  ia  composition  et  de  la  di^compo- 
•ithm  du  mouvement  de  translation. 

Corollaire  lil.    En   supposant  Le  parallölipip^de  rectangle, 
OB  aura  les  relations 

p=:ncosA,    9=.ncosfA9    r^ncosv» 

dao8  lesquelles  p,  q,  r  dösignent  les  vitesses  angulaires  comno* 
lantes»  n  la  vitesse  angulaire  räsultante,  et  il,  fi,  v  les  angles 
|ae  fönt  les  ardtes  avec  la  diagonale. 

Corollaire  IV.    Si  Tangle  v  est  droit,    on  aura  cosv=0, 
CosfA  =  sinil,  et  les  dernieres  ^quations  donneront 

(3)    ....  p=inco8k,    ^=:yisinA.. 

Done,  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre  autour  de  Taxe  du 
monde  avec  la  vitesse  ariguinire  n,  peut  ^tre  consid^rä  k  chaque 
instant  comme  le  resultat  de  deux  rötations  instantanees  autour 
de  rhorizontale  men^e  par  le  centre  de  la  terre  dans  le  ])ian  du. 
märidien  d*un  lieu  quelconaue,  et  autour  de  la  verticale  du  meme 
lien  avec  les  vitesses  angulaires  respectives  p  ei  g,  fouruics  par 
les  eqaations  (3). 
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miscellen. 


Problem. 


Jahre  lang  fortgesetzte  ßeabachtungen  bei  der  SpreDgoos  von 
Felsen  in  den  Steinbriichen ,  so  wie  endlich  ein  eigens  za  diesem 
Zweck    angestelltes  Experiment   haben  den  Unterzeichneten  aufSfc 
folgende  Sätze  geführt: 


1)  Eine  solide,  d.  h.  eine  nach  Dichtigkeit  und  Cohfision  incK« 
allen  ihren  Theilen  durchaus  gleiche  Kugel,  wird  vermittelst  einer» ^» 
durch  ein   elastisches  Fiuidum   (Pulver-  oder  Wasserdampf)  be^^ 
wirkte  Explosion   vom  Centrum   aus    in  vier  gleiche  Stücke  zer— ' 
sprengt,    und   zwar  spitzen  sich  die   vier  Stücke  im  Mittelpunkte 
dreiseitig-pyramidalförmig  zu ,  so  dass  die  Bruchflächen  wirklichem»  ci 
Ebenen  sind  und  die  Kugeloberfläche  in  ihrer  Zerreissung  genaust  .£ 
das  tetraedrische  Kugelnetz  zeigt. 

2)  Geschieht  die  Sprengung,  unter  übrigens  denselben  Vof — •«^ 
aussetzungen ,  nicht  vom  Centrum  aus,  so  entstehen  dennoch  nur 
vier,  jedoch   ungleiche  Stücke. 

3)  Kleinere  Abweichungen  nach  Cohäsion  und  Dichtigkeit^^ 
liefern  eben  so  nur  vier  Hauptstücke ,  die  etwas  ungleich  ausfal —  ^ 
len  können;  neben  einer  grossem  oder  geringern  Anzahl  von 
Splittern,  die  sämmtlich  mit  weit  grosserer  Geschwindigkeit  fort — 
geschleudert  werden. 
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wird  nun  das  Problem  gestellt >    diese  Sätze  auf  theoreti- 
schem Wege  zu  beweisen  9  so  wie  die  Frage  aufgeworfen ,  ob  sich 
nicht    aus   diesen  Sätzen  geivisse  Folgerungen  ziehen  Hessen  in 
Beziehung  auf  die  zahlreiche  Gruppe  der  Asteroiden,    so  wie  in 
Beziehung 'auf  unsere  Meteore,    worunter   namentlich  der   Stein- 
regen? 

Brenner  in  Tutt^ingen. 


In  Bezug  auf  obige  Aufgabe  bemerke  ich ,  dass  Herr  B  r  e  n  • 
■jer  im  Württembergischen  Schuivvochenblatt.  1852. 
^r.  10.  einen  Aufsatz  unter  folgendem  Titel  veröffentlicht  hat: 

Einiges  über  die  Zertrümmerungen  fester  Körper, 
o  wie  besonders    über  die  Vermuthung  der  Astrono- 
en,  dass  die  Gruppe  der  kleinen  Planeten   die  Trüm- 
erstücke eines   einzigen  seien. 


In  diesem  Aufsatze  sind  Anwendungen  der  in  obigem  Problem 
%ur  theoretischen  Beiveisführung   vorgelegten  Sätze,    von  deren 
HJchtigkeit  Plerr  Brenner  sich  durch  Versuche  überzeugt  hat, 
C^vf  die  Asteroiden  gemacht.    Da  indess  Herr  Brenner  in  einem 
C^n  mich   gerichteten   Briefe  vom  20.  November  J852  ^aeibst  sagt, 
dass  der  in  Rede  stehende  Aufsatz  jetzt,  wo  bereits  20  und  mehr 
./Asteroiden  entdeckt  seien,  weniger  Werth  habe   als  früher,    wo 
diess  noch  nicht  der  Fall  war,  so  lasse  ich  diesen  Aufsatz  nicht 
'vviederholt  im  Archive  abdrucken,  sondern  begnüge  mich  vorläufig 
stnit  der  Mittheilung   des    obigen   von  Herrn   Brenner  gestellten 
I^blems  und  insbesondere  des  nicht  uninteressanten  Erfahrungs- 
rcsaltats  über  das  Sprengen  von  Steinen ,  von  dem  in  diesem  Pro- 
blem die  Rede  ist. 

Absichtlich  stelle  ich  aber  dieses  Problem  nicht  unter 
die  Rubrik  „Uebungsaufgaben'%  sondern  theile  es  unter  den 
«»Miscellen''  mit,  womit  sich  ja  wohl  Herr  Brenner  einver- 
standen erklären  wird. 

Der  Herausgeber. 


Jeder  weiss»  wie  störend  z.  B.  bei  Sextantenbeobachtungen 
^-  8.  w.  das  Zittern  des  Quecksilberhorizonts  bei  Erschütterungen 
^es  Gebäudes  durch  voriiberfabrende  Wagen  n.  dorgl.  ist.  Ln  dem 
Maeazin  für  die  Literatur  des  Auslandes.  1853.  No.  27. 
^-  106.  wird  folgende  dasselbe  völlig  beseitigen  sollende  Vor- 
Hditang  angegeben,  die  ihre  Eriindung  den  Herren  Mauvais 
^nd  Seguin  verdankt: 
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,,Ein  starker  eiserner  Haken  war  an  der  Decke  des  Zimmers 
befestigt;  an  diesem  Haken  war  mittelst  eines  Doppelseiles  ein 
Ring  von  Kautschuk  angehängt »  der  aas  einem  KautschnlratreifeD 
gebildet  war,  dessen  Enden  über  einander  gebogen  und  mit  Bind- 
faden zusammengebunden  waren.  An  diesem  Kautschukringe  hing 
an  Stricken  das  Brett,  auf  welchem  das  mit  Quecksilber  gefällte 
Gefass  wie  auf  einer  SVagscbaale  stand.  Man  wartete,  bis  Alles 
an  dieser  -Vorrichtung  in's  Gleichgewicht  und  zur  Rohe  gekom- 
men war  und  betrachtete  dann  mit  einem  auf  die  Queck- 
silberfläche  gerichteten  Fernrohre  die  Spiegelbilder  verschiedener 
irdischer  Gegenstände;  ihre  Umrisse  waren  vollkommen  festste- 
hend und  scnarf  begränzt^' 

Es  wird  Vulkan isirtes  Kautschuk  empfohlen  und  bemerkt, 
dass  man  darunter  Kautschuk  verstehe ,  welches  längere  Zeit  in 
geschmolzenem  Schwefel  oder  Schwefelarsenik  gelegen;  dieses 
behalte  seine  Elastacität  bei  jeder  Temperatur,  während  das  ge- 
wöhnliche Kautschuk  bei  3^  hart  werde. 


Man  weiss,  dass;  wenn  in  einen  Kegelschnitt  ein  belieMges 
Sechseck  ABCDEF  beschrieben  ist,  die  Durchschnittspankte  der 
Seiten 

AB  und  DE,    BJO  und  EF,    CD  und  FA 

immer  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen.  In  dem 
Briefwechsel  zwischen  W.  Olbers  und  F.  W.  BesseL 
Zweiter  Band.  Leipzig.  1852.  S.  133.  ff.  zeigt  Bessei, 
dass,  wenn  A,  B,  C,  Z>,  E,  F  sechs  auf  einem  Kegelschnitt 
liegende  Punkte  in  beliebiger  Lage  sind,  immer  die  Durcnschnitts- 
punkte  der  Linien 

AB  und  CD,     AE  und  CF,     BF  und  DE 

in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 


In  dem  „Briefwechsel  zwischen  W.  Olbers  und  F. 
W.  Bessel.  Herausgegeben  von  A.  Erman.  Zweiter 
Band.  Leipzig.  1852.  S.  135.  und  S.  137/'  findet  man  i\ 
Bessel)  folgende  trigonometrische  Relationen  angefillirtt:^ ..  f 
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8in(a-b)co8(A+B+C)'i'  8\n(A^B)co8{a+b+C) 
=cos(Ä— 6)sin(J+a+0  -  eos(i4— a)8m(Ä+6+0 

und 

—  «in(a— A)sin(^+jB+C)  -sm(i4— Ä)sin(a+6+0 
=  co8(B— 6)cos(i4fa+C)  —  co8(J— a)cos(Ä+6+C). 


Id  dem  mehr  ervi^ähnt^n  Briefwechsel  zwischenOIbers 
und  Bessel.  Tbl.  I.  S.  363.  theilt  Bessel  seinem  Freunde  fol- 
genden Satz  mit: 

„Wenn  in  dem  rechten  Winkel  abc  eine  Ellipse  so  gedreht 
wMy  dass  ab  und  bc  Immer  Tangenten  von  ihr  smd:  so  ist  der 
Ort  Ihres  Mittelpunktes  ein  Kreisbogen,    um  b  mit  dem  Halb- 

MMer   aV2 — ee  beschrieben,  dessen  Sehne  gleich 

av/2(l-Vr=^) 


I  In  den  ^»Kurzen  Erinnerungen  an  Momente  meines 
l*^bens.  Jugendzeit  —  erste  25  Jahre"  welche  Bessel 
;^  seiner  letzten  schmerzhaften  Krankheit  geschrieben  hat,  die 
?^^  wenige  Wochen  später  am  17.  März  1846  den  Seinigen  und 
^^^  Wissenschaft  entnss,  und  die  in  dem  Briefivechsel  zwi- 


•  Ji  hen  W.  Olbers  und  F.  W.  Bessel.  Erster  Tbeil.  Leip- 
^^  ^  1852.  S.  IX  --^  S.  XXX.  abgedruckt  sind,  tindet  sich  auf 
^«  jLXIH.  die  in  dem  Munde  eines  solchen  Mannes  wichtige 
^^d  deshalb  von  Lehrern  zu  beherzigende  pädagogisch -mathema- 
*^*che  Aeusserunj 


^g- 


s,Id  Untertertia  des  Mindener  Gymnasiums"  —  bis  zu  welcher 
nämlich  Bessel  gekommen  ivar,  bevor  er  zum  Kaufmanns- 
fiberging  —  »»wurde  zwar  Unterricht  In  den  ersten  Anfangs- 
lonietrle  ertheilt,    allein  ich   glaube  >    dass  dieser 
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Anfang:,  wenn  er  ohne  Fortsetzung  bleibt,  nicht  geeignet  ist, 
einen  iBegriff  von  dem  eigentlichen  Wesen  der  Mathematik  zu  er- 
zeugen. Die  Anfangsgründe  der  allgemeinen  Rechenkunst  und 
Algebra  würden  dies  schon  eher  leisten.'' 


Lehrsatz. 

Wenn      a:*  +  y*=2*     ist,      so      ist     a:"'+y"*<««     oder 
ir»~  +  y"*> z",  jenachdem  m>2  oder  m<2  ist. 

Beweis. 

Man  setze  x=^at,  yzizbz,  so  ist  nach  der  Voraussetzung 
aV  + 62x2—^2^    also    a^  +  b^=l; 

folglich  ist 

a<l,    6<1 

indem  wir  den  Fall,  wenn  Ane  der  beiden  Grossen  o?,  y  oder  a 
b  der  Null  gleich  wäre,  ausschliessen  wollen. 

Ist  nun  7?2>2,  so  ist,  weil  a<l,  6<1  ist,  offenbar 
€i"><«2,  Jm^^2.    also    a"'+6'»<a2+Ä2; 

folglich  nach  dem  Obigen 

also 

'a'"2»"  +  6'"2'"<2"",  d.  i.  (az)'" +(62)"'<i'"; 

folglich  nach  dem  Obigen: 

Ist  aber  m<2,  so  ist,  weil  a<l,  6<1  ist,  ofienbar 
<i'">f£2,    6'»>Ä2;    also    ri"»+6'">a*  +  6*; 
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folglich  nach  dem  Obigen 


a«+6"»>l, 


also 


a"»2«  +  6»"2»">2"»,  d.  i.  (a2)"»  +  (62)"">:'»; 


folglich  nach  dem  Obigen 

j;OT  -f^m  ^  2"». 

Anmerkuns.    Der  Gleichung  ,x^-{-y^=z^  genügen  die  drei 
.Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks. 


G. 


In  den  „Astronomischen  Nachrichten.  Nr.  849/^  findet 
iBan  einen  interessanten  Aufsatz  von  Herrn  Doctor  G.  Seh  wel- 
ser, Astronomen  des  Konstantin'schen  Messinstitutes  zu  Mos- 
kau, in  welchem  Herr  Dr.  Schweizer  in  sehr  überzeugender 
Weise  einen  Zusammenbang  der  bei  totalen  Sonnenfinsternissen 
beobachteten  Protuberanzen  mit  den  Sonnenfackeln  nachweiset. 
ßie  grosse  Sonnenfinsterniss  vom  28sten  Juli  1851  hat  Herr  Dr. 
&^faweizer  in  Machnowka  im  Kiew'schen  Gouvernement  beob- 

•eiltet.    Schon    vom     .'  ,  ,.      an    Hess     Herr    Dr.   Schweizer 

9.  Juli 

Jon  den  damaligen  Zöglingen  des   genannten  Instituts,  jetzigen 
Offizieren    Herrn    Petschkowski    und    Troi  zki,  '  sehr   sorg- 
.  föltige  Zeichnungen   der  Sonnenflecken   und  Sonnenfackeln   anfer- 
^'gen,   und  theils  die  nachherigen  Beobachtungen  der  Sonnenfin- 
stemlss  in  Machnowka,    theils  von  anderen  Orten  her  bekannt 
S^Wordene  Beobachtungen  zeigten  Protuberanzen  bei  gleichen  Po- 
sitionen  wie  die   vorher  gezeichneten  Sonnenflecken,    ja  es  Hess 
£^b    auch  selbst    eine  Aehnlichkeit   in  den  Gestalten  erkennen. 
Wir    können  hier  uns  nicht  weiter  über  diesen  Gegenstand  aus- 
l*i?sen ,  verweisen  aber  unsere  Leser  dringend  auf  den  jedenfalls 
"V^hfit  interessanten  Aufsatz  des  Herrn  Doctor  Schweizer,  den 
^*^   für  sehr  wichtig  halten. 
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In  dem  lesenswerthen  Programm  der  Ritterakademie  zu 
nitz   von   Ostern  1853   (m.   s.  Literar.  Bericht  Nr.  LXXIX.) 
Herr  Inspector  Gent  daselbst  den    folgenden  einfachen  ß 
des  Lhuitier'schen  Ausdrucks  für  den   vierten  Theil  des  s 
sehen  Excesses  gegeben« 

Nach  den  Gauss*schen  Gleichungen  ist: 

cos^(A  +  B)        coSgCa  +  ft) 
sm^  t/  coa^c 

sin5-(24  +  Ä)         coSö-(a— 6) 

1    ~     =         i       • 

COSrt  C  cos^c 


Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

cosö  (-4+Ä)  =f  cos(90<^ — 5  C)  cos  ö(a+Ä)T  cosö  c 
sm  5  C  cos  s"  c 

sin  2(-4+B)Tsin(90O— 2^)  cos ^ («— 6) T  cos ^  c 
C0S5C/  C0S5C 


also  nach  bekannten  Zerlegungen: 

sin  ^{A+B+  C-180")sin  ^(A+B-C+  ISO«) 

_— 

sin^C 

sin  j  (fl  +  Ä+c)  sin  j  (  a+6— c) 
=  j  , 

COSqC 
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cosj(i4+fi+  C-1800)eo8j(.^+Ä— C+i80«) 

__ 

sin  rt*  C 

COS  j  (a+6+c)co8  j  i^a^b'-c) 
cos^-c 


sin  y  (^+ JB  +  C-180«)  cos  j  (^  +  Ä  —  C+ 180») 

COS  5"  C 

sin  j(— a+6+c)8in  T-(a— 6+c) 


cos^-c 


cos  j(i4+Ä+ C— 1800) sin J-(.4+fi—C+18(K>) 

cosn-C 

cos  j  (— a+6+c)cos  j  (a— 6  +  c) 


COSft-C 


len  beiden  ersten  und  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 
Division : 


tang  j  {A\B\  C-1800)tang  \  (il+B-C+lSO«) 
=  tangj(a+6+c)tangj(a+6— c), 

tang  j  (^+Ä+C— 180O)cot  j(.4+iB-.C+180O) 

1  1 

=  tang  j(— a+6+c)tang  j(a  -  6  +  c) . 


Multiplicirt  man  diese  beiden  Gleichungen  in  einander,   so  er( 
man: 

tangj-(24+B+,C— 1800)2 
=tangj  (a+6+c) tangj(— o+6+c)tang  j(a — 6+c)tang  j(a+6— 


also 


tangj(2l+Ä+C-1800) 


=  y  *ang|(o+6+c)tÄng|(— o+Hc)taiig|(o— *+c)tai^j(a+»' 


welches  der  gesuchte  Ausdruck  ist. 
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Heber  Interpolation  und  mechanische 

dnadratnr. 


Von 


dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

.        In  meiner  der   mechanischen  Quadratur  gewidmeten  Abhand- 

l?9>  weiche  im  Archiv  ThI.  XIV.  Nr.  XX.  abgedrucict  ist,  habe 

^h  zunächst  vorzüglich  eine  strenge  Entwickelung  der  berühmten 

^Ofmeln  von  Cot  es  und  der  nicht  minder  wichtigen  und  berühm- 

^^O  Correctionsformeln  von    Stiriing,    welche  früher  überhaupt 

^^ch  nicht  streng  entwickelt  und  bewiesen  worden  waren ,  zu  geben 

^^rsucht,  dann  aber  auch  gezeigt,* wie  man  zu  den  Formeln  von 

^^usSy    wenigstens  in  so    weit  dieselben   hauptsächlich  Anwen- 

«^^ng  finden  dürften^  gelangen  kann,  ohne  übrigens,    wie  Gauss 

^^    buchst  scharfsinniger  Weise  gethan  hat,    diese  wichtigen  For- 

^^^In  ganz  allgemein  zu  entwickein.    Alte  so  eben  genannten  For* 

^^«In  zeichnen  vor  allen    übrigen  zur  mechanischen  Quadratur  in 

J^f>r8chlag  gebrachten  Formeln    besonders  dadurch   sich  vortheil- 

^^ft  aus,  dass  sie,  um  in  geometrischem  Sinne  zu  sprechen,  nicht 

^^bedingt  erfordern ,  die  Ordinaten  in  gleichen  Abständen  zu  neh* 

^Xen.    Ausser  diesen  Formeln  giebt  es  zur  mechanischen  Quadra- 

^^r  noch  andere  besonders  zum  Gebrauche  in  der  Astronomie  uiid 

^  den  Naturwissenschaften  überhaupt  geeignete  Formeln,  welche 

4ie  Ordinaten  in  gleichen  Abständen   zu  nehmen  erfordern,  unter 

^enen  sich  hauptsächlich  eine  Formel   durch  erosse  Eleganz  und 

Vicichtigkeit  der  Anwendung  auszeichnet,  welcne  Laplace  in  der 

^^canique  Celeste.    Tome  IV.  Livre  IX.   No.  5.    anführt. 


Theil  " 


24 
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ohne  zu  bemerken^  dass  diese  Formel  wohl  eigentlich  ursprüng- 
lich von  Lagrange  (Memoires  deBerlin.  l772.)  herrührt"^). 
Laplace  gelangt  zu  dieser  Formel  in  seiner  bekannten  gewöhn- 
lichen Weise  mittelst  seiner  Fonctions  genöratrices.  Der 
gewöhnlichen  Differenzenrechoung  bedienen  sich  Lacroix  im 
Traitö  du  calcul  differentiel  et  du  calcul  integral* 
Tome  III.  p.  182.  und  in  ganz  gleicher  Weise  Pontecoulant 
in  der  Theorie  analytique  du  Systeme  du  monde. 
Tome  II.  p.  105.  Alle  diese  Entwickelungen  lassen  aber  be- 
sonders rücksichtliph  der  Allgemeinheit  jedenfells  noch  Manches 
^u  wünschen  übrig,  und  namentlich  scheint  mir  auch  die  in  Rede 
stehende^  nach  meiner  Meinung  sehr  bemerkenswerthe  FormeU 
überhaupt  noch  nicht  unter  defn  richtigen  Gesichtspunkte  und  in 
gehöriger  Allgemeinheit  dargestellt  worden  zu  sein,  weshalb  ich 
versuchen  will ,  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine  möglichst 
strenge  und  allgemeine  £ntwickelung  dieser  höchst  wichtigen  und 
merkwürdis^en  Formel  zu  geben,  die  hauptsächlich  für  die  Berech- 
nung der  Störungen  der  Planeten  und  Cometen  grosse  Vortb^le 
darzubieten  scheint»  weshalb  sie  auch  dazu  von  Laplace  und 
Pontecoulant  vorzüglich  in  Vorschlag  gebracht  worden  ist 
Besonders  scheint  dies  aber  der  Fall  zu  sein ,  wenn  man  die  St5- 
rungsrechnungen  nicht  mehr  in  der  älteren  Weise,  sondern  in  der 
neuen  an  sich  ganz  elementaren  Form  führt,  welche  neuerlieh 
besonders  von  Encke  in  den  Astronomischen  Nachrichten. 
Nr.  791.  792.,  früher,  wie  Encke  in  Nr.  814.  desselben  Journals 
selbst  bemerkt,  schon  von  George  P.  Bond,  Gehülfen  an  der 
Sternwarte  zu  Cambridge  in  Nordamerika,  in  Vorschlag  ge- 
bracht worden  ist,  wobei  ich  jedoch  zu  bemerken  nicht  unterlas- 
sen darf,  dass  Encke  in  den  angeführten  Abhandlungen  auch 
ausführlich  und  in  eigenthümlicher  Weise  gezeigt  hat,  wie  die 
mechanische  Quadratur  bei  der  neuen  Form  der  Störungsrechnun- 
gen nach  seiner  Meinung  am  besten  in  Ausführung  zu  brin- 
gen ist. 

Die  Entwickelung  der  erwähnten  Laplace'schen  oder  Lagran- 
ge'schen  Quadraturformel ,  welche  ich  in  dieser  Abhandlung  geben 
werde,  steht  aber  in  so  enger  Verbindung  mit  der  Theorie  der 
Interpolation  bei  gleich  weit  von  einander  abstehenden  Ordinaten, 
dass  ich  auch  diese  Theorie  in  ihren  Hauptmomenten  zu  entwi* 
ekeln  genöthigt  bin,  hoffe  aber,  dass  meine  Entwickelung  dersel- 
ben durch  ihre  Eigenthümlichkeit  das  Interesse  der  Leser  einiger- 
massen  in  Anspruch  zu  nehmen  geeignet  sein  wird.  Die  berühm- 
ten Newton'scnen  Interpolationsformeln,  zu  deren  Entwickelung 
sich  Laplace  in  der  Theorie  analytique  des  probabilit^s 
Li  vre  1.  Chap.  I.  No.  4.  gleichfalls  der  Theorie  des  fon- 
ctions g^neratrices  bedient  hat,  werde  ich,  um  diese  Ab- 
handlung für  jetzt  nicht  zu  sehr  auszudehnen,  in  einer  späteren 
Abhandlung  in  möglichst  einfacher  und  elementarer  Weise  zu  ent- 
wickeln suchen. 


«)     M.  s.  Mathematischefi   Wörterbuch.  Thl.  IV.  $.   165. 
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§.1. 

Du  Interpolationsproblem  kann  im  Allgemeinen  auf  folgende 
A-rt  BKSgesprochen  werden: 

Es  sei  eine  Reihe  von  Grössen 
und  eine  »weite  Reihe  gleich  vieler  Grössen 

&o»  yi*  ya»  y«»  ••••  y«    . 

* 

llffebeu«  Man  soll  eine  Function  y^s:f{x)  von  x  von 
loleher  Beschaffenheit  finden,,  dass  dieselbe,  wenn 
■in  der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  die 
Verthe 

•To*  »^x»  »^a»  »^8  >  ••••  ^w 
MU]gt,   respective  die  Wertbe 

yo9  Vif  3/29  ys»  ••••  y« 

«rhiit,  80  dass  also 

yo  =  A^o)»     Vi—fiP^l)»     y2=f(^fb)y   .'»yn=f{Xn) 
ist 

Han  kann  sich  die  gegebenen  n  -f  1  Wertbe 

•«'0  >  *'^l  *  •^Ä  *  •'^s  »  •  •  •  •  ^a 

<lflr  miabhänsigen  veränderlichen  Grösse  x  als  Äbscissen,    die 
gegebenen  Wertbe 

yo»  yi*  y2»  ys»  —  y« 

der  Function  y=:f(x)  als  die  diesen  Abscissen  entsprechenden 
Ordinaten  in  einem  beliebigen  Coordinatensystem  denken,  und 
wird  dann  sogleich  übersebefi,  dass  das  allgemeine  Interpolations- 
problem, aus  diesem  Gesichtspunkte  betrachtet,  auf  die  folgende 
geometrische  Aufgabe  zurückkommt: 

Durch  9t-f  l  gegebene  Punkte  in  einer  Ebene  eine 
Curve  zu  ziehen,  oder  die  Gleichung  einer  Curve  zu 
finden,  welche  durch  n  +  1  gegebene  Punkte  in  einer 
Ebene  geht. 

24* 
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Aus  dieser  geometriscben  Fassung  der  Aufgabe  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle^  dass  das  Interpolationsproblem  im  Allgemeinen 
eine  unbestimmte  Aufgabe  ist»  weil  durcE  n  +  l  gegebene  Punkte 
offenbar  unendlich  viele  eben  so  vielen  verschiedenen  Gesetzen 
unterworfene  Gurven  gezogen  werden  können. 


§.2. 

Wegen  der  Uebestimmtheit  des  Interpolationsproblems  im  All- 

gemeinen  ist  es  nuthig,  dasselbe  durch  Hinzufögung  besonderer 
»edingungen  zu  einer  bestimmten  Aufgabe  zu  machen.  Dass  auch 
hierin  dem  mathematischen  Scharfsinne  wieder  ein  grosser  Spiel- 
raum verstattet  ist,  bedarf  kaum  einer  besonderen  Bemerkong. 
Um  uns  aber  für  jetzt  der  Form  anzuschliessen ,  unter  welcher 
das  Interpolationsproblem  vorzugsweise  in  der  Astronomie  und  in 
den  Naturwissenschaften  Anwendung  findet,  wollen  wir  uns  die 
folgende  Aufgabe  vorlegen: 

Man  soll  eine  ganze  rationale  algebraische  Fan- 
ction  y=.f{x)  des  nten  Grades  von  solcher  Besehaf- 
fenheit  finden,  dass  dieselbe,  wenn  man  ihrer  nnsb- 
hängigen  veränderlichen  Grosse  x  die  n  +  l  gegebenen 
Werthe 

beilegt,  respective  die  n  ebenfalls  gegebenen  Werthe 

yo>  Vi»  y^*  y^y  ••••  y» 

erhält,  so  dass 

yo=f(xo)y   yi=f{xi)y    y^=f[x^,  ....  yn^fixn) 

ist. 

Der  Auflösung  dieser  in  jeder  Beziehung  höchst  wichtigen 
Aufgabe  werden  unsere  folgenden  Untersuchungen  lediglich  ge- 
widmet sein. 


$.3. 

Zuerst  und  vor  allen  Dingen  muss  man  zeigen,  dass  das  In- 
terpolationsproblem unter  der  ihm  im  vorhergehenden  Paragraphen 
gegebenen  Fassung  eine  völlig  bestimmte  Aufgabe  ist.  Die  fol- 
genden Betrachtungen  werden  geeignet  sein ,  uns  hiervon  vollkom- 
men zu  überzeugen. 
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%    Ueberhaapt  iiel 

-Xä  Oo«* + OiO^-^ + a^'* + + ak^ix + au 

dne    beliebige  ganze   rationale   algebraische  Function  des  Ästen 

Grades  von  x,  welche  fOr  x=zxo  verschwindet«  so  dass  also 

t 

0=:floaro*+Oia?o*-^+Caaro*-*+ ...  +ak^iXo  +  ak 

ist  Ans  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  durch 
Sobtraction  auf  der  Stelle : 

nd  die  Function  X  ist  also«    weil  bekanntlich  allgemein 

ilt,  durch  die  Grösse  o:— otq  ohne  Rest  theilbar,  so  dass  näm- 
Idi  der  Qübtient »  welchen  mao  erhält,  wenn  man  in  Amit^r — Xq 
Avidirt,  jederzeit  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des 
(jb— l)sten  Grades  ist 

Hieraus  lässt  sich  ferner  leicht  herleiten«  dass  die  ganze  ra- 
tionale algebraische  Function  X,  wenn  dieselbe  verschwindet« 
wenn  man  für  x  irgend  einen  der  sämmtlich  unter  einander  un- 
gleichey  Werthe 

setzt«  wo  die  Anzahl  n+1  dieser  Werthe  nicht  grösser  als  k 
sein  soll«  jederzeit  durch  das  Product 

(x^x^)  (x^Xi)  (o:— JTa)  ••••••  (^— ^«) 

ohne  Rest  theilbar«  und  dass  der  Quotient  eine  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  (k — n— l)sten  Grades  ist 

Weil  nämlich  nach  derVoraussetzung  X  fär  xzhxq  verschwin- 
det, 80  ist  nach  dem  Vorhergehenden «  wenn  man 

X^  {x-'^Xq)  Xq 

setzt«  2^0  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (Ä;— I)sten 
Grades  von  x. 

Nach  derVoraussetzung  verschwindet  aber  A"  auch  fiira;=a:i. 
Also  nmss  das  Product 

(0?— aro)-Xo 
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för  x=Xi  vergehwinden ,  und  da  nun  nach  der  VdrinMwetaiiiig  :$q 
und  a:i  ungleich  sind,  also  a: — Xq  für  x=u€i  nicht  versehwlDde^ 
so  muss  J^  für  x:=zxi  verschypinden,  so  dasa  also  r»^  dem  Obi- 
gen, wenn  man 

setzt,  Xi  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (Ä^-*2)ten 
Grades  von  x  ist    Daher  ist  nun  naeh  dena^  Vorhergehenden 

Nach  der  Voraussetzung  verschwindet  aber  X  auch  fSr  x=!^^. 
Also  muss  das  Product 

(x-^Xq)  (X'-Xi)Xi 

für  x=^X2  verschwinden,  und  da  nun  nach  der  VoraussetzoDg 
^09  ^1  und  X2  unter  einander  ungleich  sind,  also  (X'-Xq) (X'^Xi) 
för  x=:x2  nicht  verschwindet,  so  muss  Xi  für  x=x^  verschwm- 
den,  so  dass  also  nach  dem. Obigen,  wenn  man 

Xi=z{x^^x^X2 

setzt,  X^  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (A— ^ftep 
Grades  von  x  ist.    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

X = {x — Xq)  (x — x{)  (x — x^^X^  • 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,   und  es 
ist  folglich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 

X=  (x^^Xq)  (X'^Xi )  (x — X^..;(x — Xn)  Xn  » 

WO  Xn  eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (^— n— <1)- 
sten  Grades  bezeichnet,  so  dass  also  X  jederzeit  durch  das 
Product 


ohne  Rest  theiljbar  ist,  wie  behauptet  wurde. 

^  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  beiden  beliebigen  ganzen 
rationalen  algebraischen  Functionen  q>(x)  und  'tpix)  von  x  für  die 
sämmtlich  unter  einander  verschiedenen  Werthe 

Xq}  Xi  ,   X^f  X^y  ••••  Xn 

von  X,  deren  Anzahl  n  +  l  grosser  sein  soll  als  der  Grad  jeder 
der  beiden  Functionen  g>(x)  und  Mx),  gleiche  Werthe  erhalten; 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  beiden  Functionen  q>(x)  und 
'ipix)  identisch,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  x,  einander  gleich 
sein  müssen. 
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Wäre  nSmIich  nicht  identisch ,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  x, 

9(jp)s=:^(.r),  so  wäre 

I 

eine  ganze  rationale  al&^ebraische  Function  von  x,  die  nicht  Iden- 
tisch, d.  h.  für  Jeden  Werth  von  x^  gleich  Null  wäre,  und  der 
Grad  dieser  Function ,  welchen  wir  durch  k  bezeichnen  wollen, 
wäre  unter  den  gemachten  \'oraussetzungen  jedenfalls  kleiner  als 
n-jrl.  Nach  der  Voraussetzung  erhalten  aber  die  Functionen  g)(x) 
und  '^(x)  für  die  71 -fl  ungleichen  Werthe 

Xq^   X\  y  X*^y  X^  f  ••••  Xn  . 

von  X  gleiche  Werthe ;  also  verschwindet  die  ganze  rationale  alge- 
braische Function 

<pix)^ip(x) 

m 

des  Aten  Grades  von  :r,  wo  A;  kleiner  als  n  +  l  ist,  f&r  die  n-f  1 
vagieichen  Werthe 

Xq  9   Ä*!  9  X^  9   X^  f    ••••  Xn 

fm  «•    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

(p(x)'-"ilj{x) 
=(«— a'o){a;— a?i)(;c— ar») (o:— a:*-i) Ait-i , 

wo  JTjb-i  6ine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  (k — k)- 
len  oder  Oten  Grades,  d.  h.  eine  constante  Grosse  ist;  und  da 
Dun  w(x) — 'ilf(x)  nicht  identisch  gleich  Null  ist,  so  verschwindet 
offenbar  diese  constante  Grosse  Xk^i  nicht. 

Nun  verschwindet  aber  nach  dem  Obigen 
auch  für  die  Werthe 

Xk,   Xk^if  Xk^f  ••••  Xn 

von  X.    Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

0:=(Xk—Xo)  (Xk — Xi)  (Xk'—X^».'»(Xk^Xk''i)Xk''i , 

0=(ir*+i— oTo)  (xk^i—Xi)(xk-\-i'-x^,.,.(xk^i'-xk-^)Xk^i , 
O^Czki^'-Xo)  (^H2—"^i)  («*+a"~^a)—(^*+a""^*-i)-'^*-i » 

u.    8.    w. 
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und  da  nnn  nach  der  Vorausetzmig  die  Werthe 

sämmtlich  unter  einander  ungleich  sind,    so  verschwindet  keines 
der  Producte 

(a:ifc+a— ^o)  (^fc+2— -a^i)  (^A+2— ^a) ....  (»+2--a;A-i) , 

u.    s*    w. 

Also  muss  offenbar  Äk-t  verschwinden.        ' 

Da  dies  dem  Vorhergebenden  widerspricht ,  so  muss  unsere 
obise  Annahme  9  dass  die  Functionen  <p(x)  und  ijfix)  nicht  iden- 
tisch, d.  h.  für  jedes  x,  einander  gleich  wären,  falsch  sda, 
und  diese  beiden  Functionen  sind  daher  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  jederzeit  identisch  einander  gleich ,  wie  behanp* 
tet  wurde. 

Hieraus  ergiebtsich  aber  unmittelbar,  dass  das  Interpolations- , 
Problem  unter  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  ihm  gegebenen. 
Fassung  eine  vollständig  bestimmte  Aufgabe  ist,  d.  h.  dass  jede 
ganze  rationale  algebraische  Function  y  des  nten  Grades  von  x 
vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  die  den  n  +  l  ungleichen 
Werthen 

Xq  9     Xl  f     X^y     X^y     ••••      Xn 

von  X  entsprechenden  Werthe 

yo9  yi9  y±*  vz*  ••.•  y« 

dieser  Function  kennt,  weil  nämlich  nach  dem  Vorhergehenden 
alle  ganze  rationale  algebraische  Functionen  des  n  ten  Grades  von 
Xy  welche  für  die  n-fl  ungleichen  Werthe 

XQy     Xl  y     Xtj^y     M/39     ••••     Xn 

von  X  die  Werthe' 

yo>  yiy  ^2»  yz»  ••••  y« 

erhalten,  unter  einander  identisch  sind.  Kann  man,  was  hierbei 
immer  vorausgesetzt  wird,  nur  eine  ganze  rationale  algebraische 
Function  y  des  nten  Grades  von  x  finden,  welche  für  die  n-\-\ 
ungleichen  Werthe 
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▼OD  X  die  gegebenen  Werthe 

yo9  9x9  ya>  2f8»  ••••  y« 

eTbftIt,  so  ist  dadurch  die  Function  y,  welche  bei  dem  Interpola- 
tioDsproblem  gesucht  wird,  ganz  im  Allgemeinen  gefunden.  Wie 
nun  aber  eine  solche  Function  jederzeit  gefunden  werden  kann, 
<M>U   im  Folgenden  gezeigt  werden« 


§.4. 

Unseren  ferneren  Untersuchungen  über  das  Interpolations- 
problem schicken  wir  die  folgende  Betrachtung  über  die  Functio- 
nen überhaupt  voraus. 

Es  sei  '/\a:)  eine  ganz  beliebige  Function  von  x,  so  hat  man 
flir  jedes  x  und  co  die  folgende  identische  Gleichung: 


CJ 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

<PW= 

setzen,  die  Gleichung 

l)    f(x+ai)=/Xa:)  +  mg>(x). 

In  dieser  Gleichung  setze  man  nun,  was  offenbar  verstattet  ist, 
für  X  und  cd  respective  x+^x  und  a>— A^»  wo  A^  ebenfalls  eine 
ganz  beliebige  Grösse  bezeichnet;  so  erhält  man 

f(x+m)=/Xx+^x)  +  (io^^x)(p(x+^x). 


Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  1)  ab,  so  ergiebt 
sich: 


oder 

0=sf(x+^x)  — /(ar)+(co— Aa:)  { g>(x+£ix)—g>(x)  |—  (p(x)£ix, 
also 

2)    0= A/(^) + (oh-^^x)^(p(x) — ^(x)^x. 
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Setzen   wir   iq  dieser  Gleichung  für  ;e  und  a»  wieder  respective 
x-{-^x  und  G9 — i^Xf  so  erhalten  wir 


■  ■  * 


aUM>^4    wenn  wir  Ton  dieser  Gleiefaung  die  Gleichung  2)  abziehen: 

—  { tp{x-{-^x) — q>{x)  1  Aa: 

=  a/(^+a^)-a/j;^) 

+  (w— 2Aa:)  I  A9'(^+ Aa:)— A9(^) )  —  A9>(^)  A^ 
— { g?(a:+ A^)  —  9(^) !  A^  > 


folglich 


3)   0  =  A*/(^) + {q>-2 A^) A^^'C^)—  2 A9>(^) A^  • 


Wird  in  dieser  Gleichung  für  x  und  oo  wieder  respective  oH-A^ 
und  (0— ^or  gesetzt^  so  einlebt  sich:  . 

0= AV(a?+Aar) + (co-34^a?)AV(^+A^)— 2A9(3:+A^)A^, 

»    • 

also,   wenn  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  3)  abzieht: 

0=   AV(^+A^)-AY(^) 

+  (a)-3Aar)A^'P(^+A^)  —  («— 2Aä)A^9>C^) 
— 2  { Ag^Car + A^)  —  A9(^) }  Aa: 

=    AV(^A^)-AV(^) 
+  (g>-3a^)  { A^g>(^+A^)-A'9W  I  -A*9(^)  A^ 
— 2 1  A9(^+ A^) — A9(^) }  A^  * 

folglich 

4)    0 = A'/t^)+(«-3A^) A Vl^)— 3A V(^) Aa; . 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  ist  klar.  Auch 
erhellet  die  Richtigkeit  des  allgemeinen  Gesetzes  auf  der  Stelle, 
ohne  dass  man  dasselbe  erst  durch  den  BernouUi'schen  Schluss 
allgemein  zu  beweisen  braucht.    £s  ist  nämlich  allgemein: 

5)    0 = A"/^^)^  (ö> — « A^) A'^C^)—^ A""" V(^) A«2^  • 
Hieraus  erhält  man  aber  die  folgenden  Gleichungen  > 
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A  „  r^x  _  AV(^)  j.  «>-2Aa?  .... 
A«_/-x_AV1[j?)  .   «a— 3Aj;  ■  ■  -  . 

U.      8.       W. 

welche  ferner  darch  ein  einfaches  SubstitutioDSver&hren  sogleich 
m  der  folgenden  Gleichung  führen: 

«(«-Ag)    a 
+         1.2.3A«»  ^  '^^ 

U.     8.     W. 

» 

+ 1.2.3....nAa:« ^^^^ 

,   i»(a)— 4k^)(a)— 2A^)...(c()— wA^;)  ^      ,  ^ 
+ 1.2^...nA«» ^"''^*^  • 

oder 
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flx-\-u)ssi   f{x) 


m 


AA«) 


^x\^x       /    .^,. 


U.  8*   W. 


Bezeichnen  wir  aber  in  dieser  Abhandlung  die  Binomiaicoeffi 
ten  für  den  Exponenten  k  immer  durch 

(*)o>  (*)i>  (*)2»  (*)3>  W4»  ••••; 

so   können   wir  die    obige  Formel  kürzer  auf  folgende  Art 
drucken : 

6)  A«+»)=rt*)+(s;).A/(*)+(^XA'rt.) 


+  (f.)  A'A«) 


u.    s.    w. 


+ {fX  ^"/(^> 


(«H-nAa?)  (^}^  A»9>(^) 


Wenn  A'*9C^)=0  ist^  so  ist: 
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u«  s.  w* 

I 

Ist  z.  B.  f{x)z=:af^y  indem  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeich- 
net, 60  ist 

flp(a:)  = -• —  =  7 — ;; — ; > 

^^  ^  CD  (jr  +  w)— j: 

alsp  nach  einem  bekann tien,  schon  oben  angewandten  Satze: 

u.  s.  w* 

woraus  sich  ergiebt,  dass  in  diesem  Falle  fp{x)  eine  ganze  ratio* 
oale  algebraische  Function  des  (n  — l)sten  Grades  von  x,  und 
Mglich  nach  einem  bekannten  Satze  A^9(ar)=0  ist.  Also  ist 
k'aeh  7): 

8)    (^+„).=:.»+(^)  A..:»+(^XA«.a:- 
u.  s.  w. 


§.5. 

Wir  wollen  nun  die  Reihe 
(n)i,    — (i+l)i(n)Hi»    (l+2)a(«)Afa,    .....(— lKl+ft)/«(n)HM. 


a7ß 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann»    ist  klar,    und  es  ist 
folglich  allgemein: 

y(X,n)=(-l)/*(n)A(n-A— l)/*; 
also 


§.  6. 

Indem  wir  dem  eigentlichen  Interpolationsproblem  nun  näher 
treten,  wollen  wir  annehmen ,  dass  ciie  gesucnte  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  nten  Grades  von  x,  wache  iur 

•X!  mmmmSCQy     M'J    9     X%y       **'39      ••••     OCn 

respective  die  Werthe 

yo>  yi9  y^9  y^y  ••••  y« 

erhalten  soll,  die  Function 

y^=iAo  +  AiX-\-A2,x'^  +  A^x^  + ....  +  AnXi^ 

• 

sei,  wollen  aber  jetzt,  wie  wir  schon  früher  bemerkt  haben,  die 
besondere  Voraussetzung  zum  Grunde  legen,  dass  die  gegebenen 
Werthe 

der  unabhängigen  veränderlichen  Grösse  x  eine  arithmetische 
Reihe  der  ersten  Ordnung  bilden,  deren  beständige  Differenz 
durch  ^Xq  bezeichnet  werden  mag. 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  haben  wir  die  Gleichung- 

aus  welcher  sich  nach  bekannten  Principien  überhaupt  die  folgen* 
den  Gleichungen  ergeben: 
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=     ili  A^o  +  ^aA  •  ^Q^  +-^8  A  •  ^o*+***+'^»A«^o"» 
=  -48A'.aro'+...+  -4fiA'.a:o", 


H.  8.    W. 

^^     die  Grossen 


u.    s.    w 


^-1  A""^aro»-*+-4«A"-*.aro", 

4iA".aro*; 


yo#  Ayo>  A^o»  A*yo»  -  A"^^o*  A"yo 

'or  gegebenen  Reihe 

yo»  yi>  ya>  y»>  ••••  y» 

i^iUsh  dem*  folgenden  belcannten  Schema  berechnet  werden  müssen : 

^m  »8— 2ya+yi  lA  s,  w. 

58— y«  ^  y*— 3yj +3ya— Ä 

y4— 2y8+ya  5 

y4-ry8 


»; 


y»-8— y«-4 

y"-a"^*-8  y«-i— 3yii-a+3yii-8"^«i-4 

'»-«  yn-i— 2yii-a+y«-8  «•  «•  ^* 

y«-i— y«-a     „  yn-3y»-i+3yji-a-yji-3 

y»— 2y«-i  +yn-a 

y«  —  V»-i 


o  alfio 

yo=yo> 
Ayo=yi"-yo> 
A^o=ya— 2yi+yo» 

A*»6=y8— 3ya+3yi  — yo, 

U.      6.      W. 


ThiUXY. 


25 
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ist.    Natürlich  wird  man  über  bei  praktischen  AnwendoDgen 

!fof    A9o>    A^o>    A^o'  ^*Sfo 

•  •     •      ■'  ■    .      ■  "    . 

nicht  pach  diesen  Formeb ,    sondern  in  bekannter  Weise  dord 
säccessive  Subtraction  nach  dem  obigen  Schema  berechnen. 

Zur  B^Smmmig  der  Coefficienften 

^0»  ^i9  ^a>  ^9»  •••  ^* 
der  gesuchten  Function 

y=^-4e  +  A«  +  ^<a**+^8**  +  —*+-4tfi» 


erhält  man  nun  aber  aus  den  obigen  Gäeichnngett  «wnitteltar  ii 
folgenden  recurrireodQn  Formeln: 


i^ii— 4  ^ 


^     A*"^o     _ 


Xo' 


A»-*.a:o»-«^*"V""A"~*-^o"-'^"' 


u.  s.  w. 


u.  s.  w. 


^  —  Ayo     A-a^o^ j  _  A-^o'^j 
^     A^o      A^o    *      A^o     • 


A^o 


In  diesen  Formeln  ist  die  erste  Auflösung  des  Interpolafion^ 
Problems  enthalten.  ^ 


Häufig  kommt  bei  Anwendungen  der  Fall  vor,  dass  a^^ssOi 
In  diesem  Falle  hat  man  z.B.  fiir  n=6  die  folgenden  recurriren- 
den  Formeln,  mittelst  welcher  sich  die  Coefficienten 


■"0»    ^l  9   ^%9   -"8>  -^J  -^6 


bestimmen  lassen: 


^»= 


_1   A'yo 
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,  _  1  'A*yo     inj  A 

\ 

Sich  ähnliche  Formeln   fflr  noch  grössere  Werthe  von  n  zu 
l^^ereebben ,  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit    Für  den  prak- 
ftsiclieil  (lebrsiuch  ii^t  f  s  natürlich  vortheilhaft  nnd  noth wendig,  die- 
selben   bis  zu    einer    möglichst  hohen  Gränze  hin  vorrätnig  zu 
haben. 


§.7. 

* 
Eine   neue  Auflösung  unserer  Aufgabe  ergiebt  sich  auf  fol- 
gende Art. 

Wenn  wir  dfe  im  vorhergehenden  Paragraphen   entwickelten 
Ausdrücke  von 

9o>    ä^o^    d^o>    A^o»  •—  A"yo 
*^ach  der  Reihe  mit 

1     /^-^^o\        /ar — a:o\        fx^>^Xo\         /^— fr<>^ 

**  \r^^)i'  v"Ä^A'  V"Äi7"A ' '■'v'Ä^A 


^ult^Uciren    und  die  erhaltenen  Gleichungen  dann  zu   einander 
^ddiren^  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 


26* 
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=  •*■  ■  ■  ■     ' 

Söizien  wir  nan  in  der  Gleichung  §.  4.  8)  für  a  und  m  respeeBif 

Xq  und  ^ — Xq,   also  d;o  +  («2?— ^o)=^  fwr  j?-|- oo»  so  erhalm^ 
den  Ausdruck: 

^==^V  +  (^X-Ä'V+C^")..A'-o-+.. 

und  folglich,  wenn  wir  in  dieser  Formel  nach  und  nach 

n=l,2,  3,  4, Yi 

setzen,  nach  dem  Vorhergehenden: 

also  >  wril  bekanntlich 

gszAo  +  AiX+A^  +  ^ja:'  + ....  +  Aar« 
ist: 
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Iche  Formel  eine  heue  seb^  benleikenswerthe  Aü^tisaDg  des 
erpolationsprdblems  liefert. 


§:8.\  ;■     .•■^ 


Eibe  dritte  Auflösung  ergidl>t  sich  auf  folgende  Art. 

Bekanntlich  ist: 

'  •  '  '  ■    ■■  ^\  •  . 

Jfo— Sfo> 

Sfo  =»1— (i)iyo> 

%  =y3  —  (3)iya  +  (3)ayi  —  (3)3»o  > 

u.    s.    w. 

I 

^p  =^„—(w)iy»-i  +  (n)2y»-a +-.+(— I)*»(n)iiyov 

!8o  bt  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

♦ 

u.    s.    w. 


+ 


••+(-l)-w-i(^)Jft 

/ 


IL  8.   W 


+  l(^)«-w.(^)J^ 


+(S).'-' 


■       ■  V 

also  nach  dem  in  $.5.  Vewleseden  Salase  von  defi  Binoiftialcorf^ 
cienten : 

+<-''*"(S').(^-*)^.» 


u.    s,    w. 
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Es  ist  aber  «Pgemein: 


1.2.3..,.  Ä^arp*  "^      ^        • 

^  1.2.3....(»-^A)A;rp«-*      ^ 

und  weil  nun  bekamitlicb  .■  ■■    . 

Xk — ^p  =  A:Aa'p, 

arjfc  — a?i  =  (Ä— l)Aa^o> 
arjfc  —  a:«  =  (A— 2)^a;ö , 

u.    s.    w.  , 

Xk  •—  a:jt-2  =    2^arp , 
»  ... 

a:* — xk-i=    lA^o» 

arifc  — •  0:4+1= —  1  A^o  > 

art  —  a?ifc+a  = — 2  A^p , 

otä — OTA-H  =  — 3  ^arp , 

«.    s.     w. 

< 

Xk — arn=  —  (w— Ä:)Aarp ; 
klso^  wenn  man  muftiplioirt: 

{Xk—Xf^  {X}r-*X\)  — .  {xir-^Xk-'x)  (Xk — Xk^i) ....  {Xk—Xn) 

st 5  so  Ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

\  A^o  /*\  A^o  /«-* 

^         ^         '  (Xk—XQ){Xk''Xi),.{Xk^Xk'-i)(Xk^Xk^l).-{Xk'-Xf^ 

)der 


•  -  / 

m 

Insbesondere  hat  man  noch  za  merkeb»  dass 

■•       <-'K^).(S^->). 

•  / 
I 

und  folglich,  weil 

iFo -^  aTi  :=:^  1  A^O  , 
U.      8.     W. 


'     / 


« 


also 


(a;o--^i)  (^0"—-*»)  (*o"~^«)  •—  (*b"~<^«) 
=  (—  !)• .  1.2.3-..n  A^To" 


ist. 


ist 


Daher  ist  jetzt  nach  dem  Obigen : 

^  *"     (a?o— -^XaTo— ^a)(^o— ^)(^o— ^4)-  (^0—^»)  *^ 
+  (a:j-naro)(a?i— -«aXari— a?8)(ari— ar4)...(a:i— a?«)** 


u.   s.    w. 


Diese  merkwürdige,  zuerst  voa  Lagrange  gefundene  Inter- 
polatioiasformel  ist  freilich  hier  eigentlich  bloss  mr  den  Fall  be- 
wiesen worden,  wenn  die  Grössen 

•^Qi  *^\9  •«'2>  •'^S  >  ••••  «^n 

eine  arithmetische  Reihe  der  ersjfcen  Ordnung  bilden.  Indess 
^^ecsieht  man  auf  d^  ersten  Bli4k,  dass  die  Grösse,  durch 
Welche  wir  vorher  y  ausgedrückt  haben,  ganz  allgemein  för 

•Xt  ^—^u/Q ,  aTj ,  ar^y  a^a,  ••••.  a?ji 

^espeetive  die  Werthe 

yo»  jfi*  ya*  ys*  •••• »» 

erhält,  so  dass  also  di6  obige  Formel  .«ine  gdjiz  allgemeine  Inter- 
polatibnsformel  ist,  d*  h.  dass  durch  dieselbj»  das  Interpolations- 
problem in  der  ihm  in  §.  2.  gegebenen  Fassung  ganz  allgemein, 
was  auch  die  Grössen 

•^0>   ^l>  •^S^  ^3#  ••••  «^Ä 

sein  mügen^  aufgelöst  wird« 

Aus  der  vorher  bewiesenen  Formel 

+<-"-(w).(s°-^L.»- 


'-■>-(^).(S-°-^).-.* 


u.    s.    yF. 


sse 


+<-"'(S')^(S-"X'-- 

erbSlt  man  sogldch  die  folgende  bemerkenswerthe  Fonnel: 

-=  <-'>-(^).(S'-0.'^"    . 

■ 


U.     8.      W. 


oder 


-(^rX(^-'t.'-+^ 


II»     8.     W. 
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vo  (ÜT  Xq  und  i\aro  alle  beliebige  Grossen  gesetzt  werden  können. 


§.9. 

Gehen  wir  jetzt  zu  der  mechäniscben  Quadratur  über,  so 
können  wir  die  dieselbe  betreffende  Aufgabe  im  Allgemeinen  auf 
folgende  Art  fassen: 

Man  soll  eine  ganze  rationale  algebraische  Func- 
tion Yz=iF(x)  des  (n-l-l)sten  Grades  von  soldher  Be- 
schaffenheit finden,  dass  der  Differentialquotient 
?'^=^f{üc)  derselben»  Wenn  ihrer  unabhängigem  veränder- 
ichen  Grösse  x  die  n-fl  gegebenen  Werthe 


Xq  9   X]^  f  X^y  X^  f  ••••   *«»fi 

beigelegt  werden,  respective  die  n-f  1  ebenfalls  gege- 
benen Werthe 

yo»  yi>  3^2*  3^3»  — •  y« 

erhält. 

Cm  diese  Aufgabe  aufzulösen,  brauchen  wir,  indem  wir  wie- 
der annehmen,  dass  die  gegebenen  Grössen 

■"  i^^O»  *^l>',  ^2*  *^z  9   ••••  *^n 

# 

eine  arithmetische  Reihe  des  ersten  Grades  mit  der  constanten 
Differenz  A^o  bilden,  nur  etwa  nach  §.  6.  die  ganze  rationale 
algebraische  Function  des  nten  Grades 

y=zAo  +  AiX  +  A^x^  +  A^x^  + ...  +  AnX"^ 

so  zu  bestimmen,  dass  dieselbe,   wenn  man  für  x  die  Werthe 

setzt>  respective  die  Werthe 

yo9  .Vi»  2^2'  ^3*  -  yn 
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i 

erhält  Denn  dann  wird  die  geeodite  F^racfloa  'F  offenbar  Im 
Allgemeinen  ddrcb  die  Fohnel 

also  wegen  des  Obigen  ^  wenn  C  eine  willkfilirliche  Constante 
bezeichpety  welche  jederzeit  ans  den  besonderen  Bedingungen  der 
jedesmaligen  Aufgabe  bestimmt  werden  mnss,  dureh  dieTonnel 

dargestellt,  und  daher  unser  Problem  hierdurch  ToUstfindig  gelSst 
sein «  weil  die  Bestimmung  der  CoefBcienten 

Aq  p  A\  f  A^f  A^  9  ••••  An  '  * 

schon  in  $.  6.  vollständig  gelehrt  worden  ist. 


8.10.  ■ 

Zu  einer  anderen  Auflösung  des  Problems  der  mechanischen 
Quadratur  fQhrt  die  in  §.  7.  gegebene  Bestimmung  der  Function 
y=/{x).    Dort  ist  nämlich  gezeigt  worden,  dass  immer 


••••• 


*  csi^-^ 


ist.    Also  kann  offenbar, 


F=C+»/'3.+A,./'(^f).» 


+'^V./'(^).«« 


*t 


^•"/'fe?).»- 


U.   8.   W. 


+  ^"^''/'(^).^- 


Xo 
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geseilt  werden»  und  die  den  einzelnen  Werthen  . 

von  X  entsprechenden  Werthe  von  F  erhält  man,  wenn  man  für 
die  obere  Gränze  in  den  Integralen  der  obigen  Formel  naeb  und 
nach  die  vorstehenden  Werthe  setzt. 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

also 

wobei  man  zu  bemerken  hat»  dass»  weil 

^i=^o  +  lA^o» 

a:8 = a^o  +  S^otq  , 

u.  s.  w. 
a?n = a:© + w^a^o 


«■t. 


wenn 


•C'm^^SfQf      STj^    f      •*>^f     **'^$       *•**     M'fl 


'•t^  respective 
'^'t  5  so  ist  offenbar 


u=0»  1»  2»  3»  ....  n 


r=  C+ A^o  { i^oy  *  (tt)o3t« + Ayo^  **  («*)!  3w 


^^of(u)J^ 


u.  s.  w. 


A"yo   /       (u)n8M 


31» 

eine  gi^na^e  rationale  algebrauicbe  Fonction  de«  nten  Grades  tob 
X,  wäcbe  '^' 


Dir 


X^S^Xxi  dTs»  X^t  X^f    •••  ^«-H 

/ 


respectbe  die  Werthe 

erhält.    Weil  aber  nach  dem  Obigen  auch  y  fSr 

X=:Xi,  x^,  x^9  X^f  ....  ^«-1-1 

respective  die  Werthe 

9i»9%^  99»  9^f  '"  »n+i 
erhSlt^  80  musie^  nach  dem  in  j§.  3.  bewiesenen  Satze 

oder 
,  sein.    In  ganz  ähnlicher  Weise  ist 


^  I 


oder 

eine  ganze  rationale  algebraische  Function  des  nten  Grades  tob 
Xy  welche  für 

X^IZX^f  X^f  X^f   X^$    ••••    %2ifi-|^ 

respective  die  Werthe    ' 

»2»  ^8*  »4»  Vb»    -  ^a+a 

erhält.    Nach  dem  Obigen  erhält  aber  auch  y  für 

X  ^  X^  9     X<^  9    Xl^  9    Xf^  9     • ...     •Tfl'liB 

respective  die  Werthe 

2^2»  93*  9%»  96»  •—  y«+2«  f 


SM 

»ist  nach  dem  In  §.3.  bewiesenen  Satze: 


•      ■ 

Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar,  und  man  er- 
daher  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 

yo+ (tt)i  Ayo  +  (w)2A^o  + --^  +  (««)nA"iyo» 

Vi  +  (w-l)i  Ayi  +(m-1)2A*i(i  +... + (tt— l)nA?yi  * 

(Ts  +  (tt-3)i  Aya  +  (w-3)24^«y8 + •'..  +  ("-3)«  A^ya . 

U.      8.'    W. 

ftjt^i  +  (ti— i»+l)i  Ay/i-i  +  (m  -  f* + l)2AV-i  + 


••••• 


Nun  ist  nach  dem  Obigen  üllgemein 

0 

nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung: 
r^=A^o  I   /    ySu+J    ydu  +  /    ydu  +  .,..  +  f^ydul  * 


o 


iU-l 


man  in  die  einzelnen  /«  Integrale  nach  der  Reihe  ßir  y  die 
;en  jn  Ausdrücke  dieser  Function  einführen  kann.  Setzen  wir 
r  überhaupt  in  dem  Integrale 


y    (t<— p  +  l)g8M 


p-i 

Grösse 

u — jö+l=t?,    also    8t<=dr; 
1i«il  XX.  26 


und  überiegen,  dacss  Ok  «:;»— 1,  tpsp  resptetiTet,  e^i)»  tnssl  igt; 
8o  erhalteD  wir  auf  der  Stelle  die  Gleicbung 

p— 1  0 

oder,  was  natürlich  Dasselbe  ist: 

» 
Nach  dem  Obigen  ist  also 

rySu 

I 

o  o  * 


also 


89S 


■» 
* 


). 


".  > 


I 


C0 


+ 

1^ 


o 

i? 

+ 

r 


+ 


81 

o 

SS 


s 


o 


+      « 


CO 


Q3 


10 


Q5 


9t 


»5. 

SS 


19 


+ 
P- 

5^ 


tV 
Q3 


+ 


ü» 


SS 


f 
> 

^ 


'  \ 


^ 


■4i.  •  '■ 


r   ^ 


+ 

,19 


s  ^  -s  -s  -s  -^ 


19 

CD 


+ 

5 


s-s 


I  ,  '  - 


woraus  sich  ferner  sogleich  die  folgende  Formel  ergiebt: 


26* 


+  (AVo+AV»+AV»+AV^+-+AV/.-i)y*\«)*8»-«  j- 


n«    8.    w. 


+(Ä>+A?!ri+A"»«+A"y»+- +A"S'/»-i)y^  («)«8^ 


E«  Ist  aber  '  i 

0 

= (jri  -  jfo) + (ifr-yi) + (ys— y«; + ••••• +(!fß^  9f*ii> 

A^o  +  AV  +  A«ya  +  A«y8+...+  A^/»-.i 
=(Ayi— Ayo) + (Ay2- Ayi)  +  (Äys- AysO  + +  (AyM—Ay/i — ^' 


=  ii%— A*yo» 


0 


U.      8.      W. 


Also  ist 


997 


> 

0 
0 


u.  s.  w. 


+ (A-^^A*- A»-^o)  y '  H« 


dtf 


ber  Formel  man»  um  die  gesuchten  Grössen 

'o*  M*   'a»  's»  ^« 

Iten,  nach  und  nach 

fA=:0>  1«  2«  3»  4,  ...  n 

muss.  Ffir  u=:0  ist  freilich  die  obige  Formel  eigentlich 
ehr  anwendbar;  man  weiss  aber  aus  dem  Obigen«  dass 
ist.  V 

obige  Formel  muss  nun  aber  noch  so  umgeformt  werden, 
in  zu  der  Berechnung  der  sämmtlichen  Grössen 

*  0  >    M>    Mi»    ^8»   ••••'* 

w  gegebenen  Grössen 

y©»  yi»  ya»  ya»  ••••  y» 

r  Differenzen»  nicht  auch  der  oben  durch 


y«+i»  yn-\^>  yn^f  yii+4» 


leten  Grössen  und  deren  Differenzen  bedarf»  wozu  wir  aber 
en  folgenden  Satz  von  den  Binomialcoeßicienten  beweisen 


^11. 


Lthrtßtx. 


Wenn  ti   eine    beliebige  6r5sse,  ist^  aber  k  «md  |i 
positive  g'aQse  Zahlen  b'exeiohneiif  so  ist  immer 

■ 


Beweis.' 
I.    FOr  ä^l  ist 


w(»~l)^(«-|t-H)(«-^») 


(»l-IWt 


Uk  de«  becKHkdeteB  Falle  (»=0  ist 

MaB  siebt  also ,  dass  der  Sati  Gir  jedes  positiTe  ganae  fi 
vuad  Asl  gilt» 

IL  Wir  wollen  nun  annehmen»  dass  der  Satz  ftbr  jedes  po- 
sitive sauze  fA  und  k  —  1  gelte ,  und  wollen  durans  abzuleiten  so* 
cheo,  dass  er  dauu  auch  rar  jedes  positive  ganze-  yk  und  k  s^ltes 
muss>  wodurch  seine  allgemeine  Gültigkeit  bewiesen  sein  wird. 

Nach  einem  bekannten  Satze  -von  den  Binomialcoefficieii- 
teo  ist: 

(A),  =  1+(A— l;i, 

(Ä)3=(Ä^l)a+(^-l)8, 

U.     2i.    W. 
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^*«o  ist 

^    (m)/u+  (ä-1)^(m)^+i  +  (Ä— 1)2(11)^+2  +.-.+(^-l)*-i(w)/i+ifc-i 

+  (M)iU+l  +  (A:  —  l)i  (m)/U+2  +  (*  -  1)2^/^+3  +' 

....  +(A— l)t_l(M)^+l+(Jk-l)  , 

und  da  nun  nach  der  Annahme  der  Satz  für  jedes  fi,  folglich  auch 
/ör  fi+1,  uod  k  —  1  gilt,  so  ist: 

(U)fi  +  (k)i  (w)^-l-i  +  (Ä:)2(M)/i+2  +  •—  +  W*(W)/U+* 

also  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Binomialcoeflficienten : 

•  (W)/U  +  (k)i  (m)^+i  +  W2(m)a*+2  +  •...  +  Wk(u)fi-\-k 

=  (u-{-k)fij.k, 

v^ie  bevrieBen  werden  sollte. 


{.  12. 

In  dem  in  §.  10.  gefundenen  Ausdrucke  von  Yfx,  wo  bekannt- 
lich jLi  nicht  grösser  als  7i  ist^  kommen  ausser  der  bekannten 
Grosse  A^*o  und  den  bestimmten  Integralen 

/     (u)idu,     I     {u)^hiy    I    (u)^du, /     (u)ndu, 

o  o  0  '  0 

deren  Werthe  immer  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden  kön- 
nen^ die  Grössen 

yo»  yi>  ^2.  .^3*  •••  ^iu; 

^ifoy  A^^ü»  AVo»  A*yo»  ••••  A"-*yo; 

Ay^u,  AVi"»  AV/"  A^^iU,  ....  A^-V/i" 

vor.     Die  bei  unserer  Aufgabe  eigentlich  gegebenen  Grössen  sind 
in  dem  folgenden  Sdiema  enthalten: 
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.vo    yt    y«    yt    y#  —  y»-i    »• 

^0  Ayi  Ay2  A^ Ay« 

AVo  A*»i  A^a  •  ••  A*y. 
A"jfo  A'sft  ••••  A^n-B 

I 

u.  s.  w. 

A^-^o  A*"^i 
A*yo 

Weil  n  nicht  grOsser  als  n  ist,  so  sind  in  diesem  Schema  offen- 
bar die  Grössen       • 

yo»  yi*  y«*  ys»  ••••  y/«» 

Ayo*  A^o*  A*yo»  A^o  ••»•  A^'^yo 

jedenfalls  enthalten  und  können   aus  demsdben  sSmmtliiA  est- 
nommen  werden.    Was  aber  die  Grössen 

Ay/«>  A'y/*»  AVm»  AV>  -.  A""^ 

betrifft,  so  sind  dieselben  unter  der  allgemeinen  Form 

A*yiu, 

wo .  '  * 

0<Ä^TO— 1 


ist^  enthalten;  und  weil  nun  in  dem  obigen  Schema  offenbar  bloss 
die  folgenden  i;ten  Differenzen  vorkommen: 

A*;yo*  A*yi.  A*y2»  A*ys»  -  A*y«-*; 

so  ist  in  dem  obigen  Schema  der  wirklich  gegebenen  Grössen  di^ 
Grösse  A^y^u  enthalten  oder  nicht  enthalten«  jenachdem 

ft'Tn — k  oder   fA>n — k 
ist.    Hieraus  ergiebt  sich«   dass  von  den  Grössen 

Ay^i,  A*y/i,  A'yA«,  A*yiu>  ....  A*-^a* 

die  Grössen 
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Äy/i,  AV»  AVa*»  A*»a*»  ••••  A**^A* 

in  dem  obigeo  Schema  der  wirklieb  gegebenen  GrSssen  enthal- 
ten,  dagegen  die  Grossen 

A—^+V»  A'-z'+^/i.  A'-^+'y/i.  ..•  A"-»y/. 

in  diesem  Schema  nicht  enthalten  sind.  Die  ersteren  Grössen 
können  daher  aus  dem  obigen  Schema  unmittelbar  entnommen 
werden«  die  letzteren  müssen  wir  durch  die  in  diesem  Schema 
vorkommenden  Grössen  auszudrücken  suchen ,  wozu  wir  jetzt  über- 
gehen wollen. 

Zu  dem  Ende  bemerken  wir  zuvorderst  >  dass>  weil 

die  Werthe'  einer  ganzen  rationalen  algebraischen  Function  für 

u  =  te-|-l,  n+2,  n  +  3,  n+4, 

rind,  welche  für 

tf=0>  1,  2«  3,  4,  ...  n 
respective  die.  Werthe 

Vo*  Vi»  y^*  Hz»  ••••  y^ 

\      erhält,  die  Reihe 

2^0»  yi»  ya»  ys»  — •  y»»  y««+i»  yn+2»  y«+3»  •••• 

offenbar  eine  arithmetische  Reihe  der  nten  Ordnung  ist,    deren 
^te  Differenzen 


A"yo»  A"yi.  A*y2»  A^ya*  A"y4# 


^'^ter  einander  gleich  sind,  und  deren  höhere  Differenzen  folglich 
^^tUmtlich  verschwinden. 

Nun  ist: 

U.    8.   W. 

A"~^a= A"~\yi  +  A"yi . 
A"yi=d"yo; 


ll 
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*  ■  '    . 

al^o,  weijo  man  aiif  beiden  Seiten  addirt  and  aafhebt^  was  6ich 
aufheben  lässt:  '  " 

I  ....  1 

Fd  dieser  Gleichnng  kaon  man,   weil  sich /die  Reihe 

^o»  ifl»  3^*    .VS*  ^4*  

anch  als  eine  arithmetische  Reihe  der  (n^l)sten  Ordnung  be- 
trachten lässt,  auch  n-fl  für  »setzen,  wodurch  man  die  Gleichang 

also,  weil  A'''^\yo=0  ist,  die  Gleichung 

^»-M+ay^= A'»-'*+ V-i  +  A"-^+^S^M-i»  +  ••••  +  A**! 

erhält;  und  wenn  man  nun  auf  die  Differenzen^  auf  der  reehteo 
Seite  des  Gleichheitszeichens  den  oben  entwickelten  Ausdmdc 
von  A"~'^'^H(/u  anwendet,  indem  man  darin  fiir  ft  nach  und  nach 
fi^l,  |bi— 2,  fA  — 3  ....  1  setzt,  so  ergiebt  sich: 

/ 

+  ^1»-"+^»+  A"-'H^<y/u-4-»:....+  A*yo 

+  A»-'*+^yi«-4+-" + Ä"y  o 

u.    s.    w. 

+  A"yo 
also 

=(l)iA»-^+V-a  +  (2)iA"-'^+>-3+(3)i  A»-/^-Hyi^4+•••.• 
.,....+(ft-'l)iA*yo• 
8etzen  wir  in  dieser  Gleichung  n-f  1  fßr  ^  und  bemerken,    dass    ^ 
A"+Vo=0  ist,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

Folglich  ist  nach   dem  Obigen: 
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* 

+  (3)i  A*-'^»y/i-6 + •". + (3)i  A"yo 

I 

•U.   8.    W. 

+(f*-2)iA»yo 

also,  wenn  man  addirt,  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen: 

....  +  (ft-l)aA"yo- 

Setzt  man  hierio  n+1  för  n  und  bemerkt,    dass  A!''^^^o=0  ^'st, 
eo  ergiebt  sich: 

+  (i*  — 2)aA''^i, 

also  nach  dem  Obigen: 

+ (3)2^"-"+*^/.-»+  (3)aA— /^"y^o  +.-+(3)2A"^o 

+  Wa  A"-'^«!yM-6  +•• + (4)a  A"y0 
u.  s.  w. 

+((»-2)aA"iro 

also,  wenn  man  addirt,  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen: 

Wie  man   auf  diese  Art  weiter  gehen  Jcann,   erhellet  hier  schon 
mit  völliger  Deutlichkeit,  und  es  ist  daher  allgemein: 


\ 

I 


U.       8.      W. 

+  (f*~l)A-iA*yo- 

Den  in.  §•  10«  gefundenen  Ausdruck  von  F^  wollen  wir  jetztj 
was  offenbar  verstattet  ist»  auf  folgende  Art  darstellen: 

Yf, = Aa^o  {yo  +  ^1  +y«  +y8 + +yA*-i 


dte 


+  (jfA*  -r  yo)     y   (tt)i 

o 

+ (AsfA* — Ayo)  y    (  w)ä3« 

o 

+(A^/»-A«yo)y*\«)83«  L 


o.    s.    w. 


O 


dtf 


und  haben    nun  nach  den  vorhergehenden  Entwickeinngen  offen- 
bar den  foIgiBHpden  Ausdruck: 


m& 


/■ 


I 

4- 


I 


_  9 


\Q 


4 

+ 

8 


+ 


II 

I 


I 


? 


+ 


\ 


\ 


I 

+ 

9 

i 

10 


/  o 


I 

+ 
i 


.^ 


M 

9 
1 

+ 

a 
1 

5. 

1 

+ 

1 

t> 

^ 

^ 

1 

f 

.»o 


i 


I 


f  'S 


9 
I 


m 
I 


,^ 


I 


-4- 

Q3 


■fe 


4 

+ 


I 
T 


+ 

• 
• 
• 

+ 
p- 


+ 
p- 


i 


r      r 


•  / 


IflB 


o 

0  O 

o  o 
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•o 

/l  1 

0 

J    (u)^du  =  +  24  » 

o 

y  («)48«=-7^. 

o 

/i  3 

(m)58m  =  + 

o 


160' 

863 
6U480' 


u.  s.  w. 


und 


J     (ti)^=-  ß* 


> 


+  A*yoy   (««+n-l)ii+i3M-A"yo  /   («Wi^«       y 


Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man  aber: 


o 


/i  19 

(»+2)481«=-    if^^     ; 

o 

y*\«+3),8«=-j|),. 


u.  8.  w. 


Dikher  kann  man  die  Anfangsglieder  de^. obigen  Ausdrucks  von 
Yn  auf  folgende  Art  schreiben»  wodurch  man  ganz  denselben  Aus- 
druck von  ¥n  erhält,  welchen  Laplace  a.  a.  O.  gegeben  hat: 


r,  =;  ^ar^  1 2  »6+^i+yt+y».+ -Tt + jr»-i + ^v* 


1 

19 

......  i    ■ ,  .  ■         ... 

3       ^ 

-•  ieö  (A*y»-4  +  A^o) 

-.  ,      .'1     ■  •      •  - 

863 
-  eÖ48Ö  ( A*y«-6-^  A*W 

u.  s.  w. 

«  Dieser  Laplace'sche  Ausdruck  von  Yn  ist  also  als  ein  beson- 
^^^r  Fall  unter  unserm  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  YfA 
^^thalten. 


$.13. 


^     Aus  dem  vorhersehenden  Paragraphen  ergeben  si< 
^ar  die  folgenden  Gleichungen: 


sich  uumittel' 
TheU  XX«  27 


'>rf^»     ■    V 


(i«+3)»8»s=:— y    («),8«, 


«  / 


U.      8.      W. 


Briogeo  wir  das  te  Aeseo  GleicAünigaft  iHkf  dev  Sfdlle'stch  lel* 
gencß  Gesetz  auf  einen  allgemeineo  analytischeD  Ausdruck»  so 
erhalten  wir»  indem  k  eiue  positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  dit 
folgende  Gleichung: 

Es  frSgt  sich  nun,  ob  die  Richtigireit  dieset  Gleichung  sich  ali- 
gemein beweisen  lässt.    Ein  Weg,  diesen  allgemeinen  Beweis  n 

führen,  seheint  mir  aber  der  folgende  zn  sein. 

•'  ■•  > 

Aus  dem  Obigen  wissen  wir,   dass  wir  im  Vorhergehenden 
eigentlich  die  folgende  Aufgabe  aufgelöst  haben: 

Wir  haben  eine  ganze  rationale  algebräfsche  Function  von  j; 
des  (n-f  l)sten  Grades 

* 

von  solcher  Beschaflfenheit  gesucht,  dass  deren  Differentlalquotient 

yzzAo+AiX  +  A^-\rAzX^  + ....  +  ^inar» 
für 


Uli 

respectiFe  die  Werthe 

yo»  »i>  y«»  ys>^--  y« 

erhält  nnd  haben  zugleich  die  ConsUnte  C  so  bestimmt,  dass  Y 
f^r  x^zxq  verschwindet. 

Wir  wollen  nun .  die  Ordnung  der  Grössen 

»b*  ÄJÄ»  y»»  ••- y« 

umkehren ,  und  wollen  also  eine  'ganze  rationale  algebraische  Fun- 
ction von  w  des  (n-|-]}sten  Grades 

von  solcher  Beschaflfenheit  suchen,  dass  deren  Differentialquotient 

filr 

respective  die  Werthe 

y«»  y«-i>  y«-2>  y»-«>  ••••  yo 

erhält,  indem  wir  zugleich  die  Const^te  £  so  bestimmen,  dass 
y  für  a:=^xn  verschwindet. 

Zuerst  ergtebt  sich  nun  aus  dem  in  &3.  bewies^inen  Satze 
anmittelbar,  dass  die  Functionen  y  nnd  if  identisch  sein  müssen, 
also 

A^^^i^Qf  Ai^^M^f  A^^M^f   •••••   An^^^Mnj 

folglich 

lf=i<i  +  YAoX+^  Aix^  +  3  ^«a:'  +  ...  +  ^  Ana:'+^ 

ist  Daher  haben  wir  jetzt  wegen  der  ans  dem  Obigen  bekann- 
ten Bestimipung  der  Constanten  C  und  C  die  beiden  folgenden 
Gleichungen : 

2T* 
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rhi 


0=  C+  j^oa:o+  2  ><<i-V+3-^aa'o'+-  +  jfTl-^»^o'*+*. 


0 


1  1  1  1         ,  '• 


■  .  I  

Wegen  der   aus  dem  Obigen  bekannten  Bedentang  dar   Grössen 
Vn  und  Pn  ist  aber  ferner: 


""  i  i  i       '''■'.":   i'  : 

»  ■  ■ 

Also  ist  nach  den  zWei  vorbergehehden  Gleichnngeii  'offenbar 
woraus  sich  die  Gleichung 

ergiebt 

Bezeichnen  wir  die  Differenzen  für  die  Reihe, 

yo>  yiy  Vi^  Vzy  —  yn 

wie  gewöhnlich  durch  A,  die  Differenzen  für  die  Reihe 

yn,  yn—\y  ytu-2  9  y«— s»  ••••  yo. 

dagegen  durch  V;  so  haben  wir  nach  dem, vorhergehenden  Para- 
graphen offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


«      " :  •• . ; 


I 

F„=  Aa:o(yo+yi  +^2  +y8 +•••  +yii-i 


'         0  o 

+  l^^yn-^r  \m+1)3Ö«-AVo/  V«)33« 

0       .                                             .0  '      ^  ■■ 

.  +  ^*y'>^f  '(«+3)63«- A*»o/  \«)68« 


o 

u.    s.    w. 


0 
O  0 

+  V*y9 jf  Wl)83«-V>«/*  \«)33a 

.0  0         ' 

+  V'y3  J  '(«+2)48«  -V»y»/ '  («)43« 

O  '  o 


u.  s.  w, 


ii.. 


o  o 

und  \  ^v 

1 


1    '.  i 


o  ü 

iodem  man  sich  auf  der  Stelle  überzeugen  wird,d^ssin  letzterem  Falle 
—  A^o    statt   +'A^o  ™  er«tteteii  Fall©  g^i^etzt  werden  muss. 

Aus   einer  Versfeichung  der    beiden  folgenden  Schemata  zur, 
Berechnung  der  Differenzen: 


41t 

.^. 

I 
»  .•  1  f 

Wegen  der  aus  dem  Obigen  belca'nntett  B^dentang'dör  Grössen 
Yn  und  T^n  ist  aber  ferner: 

■•  * ■ 

111  1 


ii:; 


•  •  t     f 


1     •■•    •  'l    •■     •       >    ■■■      ■     ■.".'•"1  "•.'•  ■ 


.  I 


Also  ist  'nach  den  srftvei  \^rfteige)ieiideB  ^leichuisgeB  "bffeiibar 

F«=C-€,    V„=€^Cj      ..:..: 
woraus  sich  die  Gleichung 

Fii+P.=0 
ergiebt. 

Bezeichnen  wir  die  Diflferenzen  fSr  die  Reihe, 

yo9  9l9  y^3  yzf  •—  yn 

wie  gewohnlieh  durch  ^,  die  Differenzen  für  die  Reihe 

ynf  3/n-i,  2^11-29  yn-tf  ••..  j^i 

r 

dagegen  durch  V;-so  haben  wir  nach  dem, vorhergehenden  Para- 
graphen offenbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


V 


■     I 
/ 


and 
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.0       - 


t        0  o 

+  A*yn-a/    («+1)38"— A*yo^    r««)38M    ' 

0  o  • 


u.    s.    w. 


+  A^^oy     («+ w— l)«+i  iu^^'^yoj    (m)«+i  3tt 


/i    '■ 

o 

+  Vyi  J    (u)2Su'-Vyn  J    (fihdu 

o  o 

,0  0         ' 


■  •'' 


ü 


+  V%J'  ^-^Shdu-^V^ynf  \tt)5  öl« 


U.  8.    W, 


O  ü 

^Hdem  man  sich  auf  der  Stelle  überzeugen  wird^d^ssin  letzterem  Falle 
'^^A^o    s*Ä^*   +A^o  iro  ersteten  Falle  gesetzt  werden  muss. 

Aus   einer  Vergfeichung  der    beiden  folgenden  Schemata  zur 
Iterechnung  der  Dinerenzen: 


«1« 

Für  eio  nngera^MI  Hilf  V   v.  i  -   • .-.  I  >    •  !  •V-.  .'.  •         ■'.' 

C  0 


\' 


ff 

U«   8«   W.      ' 


o  .         i       1 


!  0  \  ..  o 

Weil  nun  aber  diese  GieichuogeD  ganz-miaftkSngig  Veo  I«h! 
sonderen  Werthen  Ton  ^a:o.mi.drr  : 

.:^^.  i3^ovA^o»-AV>  Ai^o*:-vA"yp5     •'   .  .^-i 

Ayn-i,  AV-s«  Ä'yi*-«»  AV-4«^-'A*^o  .    '" 

bestehen^  vielmehr  immer  ihre  Richtigkeit  behalten,  was  auch 
diese  Grossen  fär  Werthe  erhalten  tnSgen,  upd  weil  ferner  auch.ind(ui 
obigen  Gleichungen  M  beliebig' g^oss  werdeA^  IlaAn,  so  muss  offenbar 


1 


oder 


O  0 

j[\u+i)tidu^J^\u)^du:=iO, 

o  '       0       .        , 

u.  s.  w.    u.  s.  w. 


■■» 


4ir 


4 


0  0  . 

:    0    "     -  0. , 

.0         ■  0. 

u.  s.  w.    u.  s.  w. 


-.-V-T 


folglich  fürjjedes  positive. ganze  k 

O  0 

*  sqin.  } 

lIien]achkafi&ii;ut»DanAi|i46%B>ADai|gleich  wieder  bemerkt,  dass 

ist,  die  oben  ffir  F«  gefundene  Formel  allg^ein  atfcfa  auf  folgebde' 
Art  ausdrficken.. 

'Für  ein  gerades  n  Ist:  .      ' 

■  •     •  •      •  i-  .  •  . .  ,'  •       '■>»■''' 


-  (A«yi»_a+ A»yo)y**(«)s3» 


»    '     't 


+  (A'3f»-3 


O 

-(AV-4+  ^*yo)J^^{u)ibu 


u.  s.  w. 


+  (A«-*yi  —  ^'"'^yo)f\u)nBu 


du 


/ 
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Für  eio  angera^es  n  ist: 


F„= ^xo  |2»ö  +yi  +ya  +y3 + ••••  +s^i  +5^« 

o 

.  0 

+ (A  V-»  -  A  V.)  /*  Ws« 


0 


'  .'• 


O 


Ich  gestehe«  dass  es  mir  wAnschenswerth  scheint»  noch  einen 
andern  Beweis  der  Gleichung 

jf   \^+*)it-HB8««=(--l)*/'\tt)*+a3«< 

0  o 

zu  besitzen,  und  werde  vielleicht  späterhin  auf  diesen  Gegenstand 
zurückkommen. 

Setzt  man  u+k  =  v,    also  duzszdv,   so  ist  ffir  tf=0>   tt=l 
respective  v^=k,  v^k-i-l;  also  ist 

k  o 

oder,^  wenn  man,  wa^  hier  offenbar  verstattet  ist,  für  v  wieder  u 
schreibt: 
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Der  irinter  von  1853  UiBerlUif  Im  Ter- 
Slelch  mit  denlOYorherg^eltendeii'Wlii« 

fern,  besprochen 


Ton 


^  .       

Herrn  Professor  Dr.  Wolfers  in  Berlin. 


In  swei  Aufsätzen,  welche  io  dieser  Zeitschrift  abgedruckt 
aind,  hatte  ich  mir  die  Aufgabe  gestellt ,  die  eiozelnen  Vvinter  in 
Berlin  nach  der  Vertheilung  der  hohen  und  niedern  Temperatur 
mit  einander  zu  vergleichen  und  zu  untersuchen,  ob.  in  diesem 
Shine  sich  Aehnlichlceiten  zwischen  Ihnen  ergeben  werden.  In 
dem  zweiten  Aufsatze»  welcher  dem  18.  Bande  einverleibt  ist,  hat 
skli  unter  andern  Resultaten  das  folgende  ergeben ;  In  den  stren- 
seo  Wintern  pflegen  wenige,  aber  zusammenuHngende  Mengen  nie- 
derer Temperatur,  In  den  nicht  strengen  viele,  aber  kleinere  Men- 
gen vorzukommen;  in  jenen  finden  demnach  wenige.  In  diesen 
viele  Cebergänge  durch  Null  statt  Es  ist  die  Aufgabe,  aus  dem 
ersten  Tbeile  eines  Winters  eine  Aehnlichkeit  mit  dem  entspre* 
cheaden  Theile  eines  frohem  Winters,  In  Bezug  auf  die  vorhin 
«ngeflihrte  Eigenschaft,  zu  entdecken,  um  daraus  auf  seinen  wel- 
tem  Verlauf  scbliessen  zu  binnen.  Wie  weit  mir  diess  in  dem 
verflossenen  Winter  gelungen  ist,  will  ich  hier  darstellen  und  lasse 
zonScbst  eine  Zusammenstellung  seines  Verlaufes  vom  l.  November 
Usmm  31.  März,  der  Tafel  A.  in  meinem  Aufsatzeentsprechend,  folgen« 


Summe  der  ' 

Femperator: 

+ 

Tage 

Tage 

70,6 

12 

1,1 

2 

158,9 

38 

• 

3,5 

3 

78,6 

äS 

0.1 

1 

24,3 

13 

23 

3 

1,6 

6 

«6,5 

23 

8,3 

8 

53,6 

16 

o;i 

1 

3I3;8 

1     103 

129,6 

47 

Bis  ED|le'  December  fand  eine  auffallende  Ac^hnUchlceit  mit 
dem  Anfange  des  Winters  von  ]JB42  statt»  während  nämlidi  in 
diesem  folgende  Wertha  Y;o^a|^cjj?  i>^       / 


■  I  ; 


beträgt  vf'dic^ni  i^ipti;i»{die.'<^amfipf  4.e',j»i|pi^ni  4i;^;wAJ^<Aii^ 

+  229,5  80         —1,1  2. 

t.,  ,Di0S9  U^WcMkftftimmoilgyt^weLobevlücb  ntttörfiehüli-^MnlCliM» 
dM^'dfluWcli^MaraasiittlU^  in  K^lMkte.dift 

Qpqambei!!»  avlf  di^  iV^mulihynff^  dass  difi4»fir>Wntet-.dtii4Teflil(Mii 
4Aniif^  :^<>v^eil*)WPMi  ich- «ftta^;|Bfteb.vnahiti  .M  da»,  -daäK 

Wftthi».cb^^lifffe  ^iAe;in«1ir.e#£iW0efaen  anhaltand^e.'KAU* 
tMf^xiQ^ß ,^\i^i^i!l't^  Htftrdiiw:  BUiine.]t?crraHdbaa^'^Mdiien  kilH^ 
Zif^  '.«M»k'ili't:btM<«'wfifbeiten  .ja  ndUen,  n.WähawidfliiniiWfaiter  imt 
lS43/.ayijr,4Ji0>9g0{fibnbf»i  ßl.Taga  a^iobl^diii  ^.iTageaAliAtN«» 
br«ii|mi  tanhaUe^e  KlUtfipeHodeltaiptrat^-,ihatten:ffrir-<M  liaai^Mfj 
tffP.i.V^WMr'.'>ia<%b/\de«i,  angef^rteö;i6ai.'Mgen'  bar  iS  :7agi»  FMialpi 
YfiHt^ufnnoch,&^t(J!ßg^,t0ymtif^  ttmi  anieidtbkiUno 

SSfQ>3*i^  4««t  mttti0te..Teiiip«vtatAit  «jitr.iWeiH|;i]n<eff  ayuU'>taBiik» 
e  .e9t'9ipb.  4nm  aQbaltefi4ept;Kr9sfc}6aneigf0i^>rA«rf<:Öiese^.iVEeiiHi; 
war  der  gan3f(  Ji^nus^r  in  dickem :  Wia^olr  :vvärmery' als  idjdderii  dc^ 
16  vpr|iQrgehf«^deD  >  Wiriteü.^:  fSerade-  aber.i  diese  anhaltende  btiha/ 
X^mpe¥9^^r^  :We)Gh6:iinijir/»nt;19.:Jatluiii' durch  das  .  beriBitts^  er*, 
gähnte  .yer^pb^in^eud  kleioe  Alipus  upterbroclben  wurde, .  das  An»* 
bleiben  aller,    nach   meinen  frühem  Untersuchungen  einem  nicht . 
strengen   Winter    ei^enthtimllchen ,    ^äufigen    Temperaturwechscl 
Hessen,  mich   in  meiner  Verknutfaung,   dass  uns  noch  anhaltende 
Kälte  J>evorstehe,    nicht  irre  werden.    Die  obigen,   der  Tafel  A. 
für  1853  entsprechenden  Werthe  zeigen,  wie  weit  ich  richtig  vei- 

mutbet  hatte. 

,  ,  ... 

In  der  Tafel  B.  meines  Aufsatzes  waren  die  Winter  nach  der, 
den  150  Tagen  vom  1.  Movember.bls  31.  März  zukommendea 
Summe  der  Temperatur  geordnet,  und  in  Betreff  dieser  Tafel 
will  ich  hier  nur  bemerken,  dass  der  Winter  von  1853  darin  nut. 
den  Werthen 

lleberschuss  der  Temperatur:  im  Mittel  für  1  Tag: 

+  213.2  ;  +1,42 

seinen  Platz  zwischen  den  Wintern  vpn  1844  und  1843  findet. 

Die  Tafef  G.  hingegen  erlaube  ich  mir  hier,  mit  Hinzufugung 
der  beiden  Winter  von  ^852  und  1853^ '  wieder  darzustellen; 


m 


Win- 

Suinn 

B  der  'I 

ciDpcrutnr. 

U(,l,or- 
aBliu„»  der 

»euer  in 

im  Mittel 
f„r 

ter. 

T.mper,- 

T.g.n. 

+ 

T.K.. 

— 

Tage 

1   Tilg. 

1R3-2 

217.2 

89 

40.0 

42 

+  171,2 

131 

+  1,31 

1843 

240,1 

107 

64,4 

36 

+  1-5,7 

143 

+  1,23 

xm 

271.7 

9U 

129,6 

47 

+  142,1 

137 

+  1,11 

:>«i'2 

248,9 

82 

122,9 

4:) 

+  120,0 

125 

+  1,01 

:>85i 

103.3 

68 

09,9 

47 

+  93,4 

115 

+0.83 

»837 

243.2 

86 

138,0 

52 

+  1(M,6 

138 

+0,76 

1840 

293,6 

99 

177,7 

56 

+  115,9 

155 

+0,75 

n84t) 

90,3 

40 

83,7 

23 

+  40,6 

69 

+0,59 

^849 

187,3 

59 

159,6 

37 

+  2-7,7 

96 

+0,29 

3839 

103,9 

70 

132,5 

58 

+  31,4 

134 

+0,23 

3844 

116,7 

58 

«3,2 

45 

+  23,5 

104 

+0,23 

:i860 

185,2 

54 

324.2 

88 

—139,0 

142 

-0,98 

3847 

80.9 

39 

205,5 

77 

-178,0 

116 

-1,54 

1848 

83,7 

27 

293,9 

57 

-210,2 

84 

-2,50 

1838 

49,1 

42 

382,1 

69 

_3S1,0 

111 

-:t,0O 

1845 

14,6 

14 

394,8 

100 

-m,! 

114 

-3,34 

1841 

31.3 

17 

352,1 

78 

—329,9 

«3 

-3,38 

Nach  dieser  Tafel  erscheint  dvr  letzt«  Winter,  im  Ganzen  be- 
trachtet, dem  Tffn  1812  nahe  ähnlich  und  mit  ibm  Gberein stimmend. 
Wie  damals  trat  auch  jetzt  nach  anhaltender,  durch  wenige  Taf^e 
nnter  brechen  er  hoher  Temperatur  eine  anhaltend^  niedrige  Tem> 
peratot  ein;  im  letzten  Winter  aber  nm  etwa  einen  Monat  später 
ala  in  dem  von  1&4!2. 

In  meinem  vorigen  Aufaatze  war  ich  bei  der  Diecoscion  atehen 
j[eblieben,  deren  Resultat  in  der  Tafel  C.  durch  Zahlen  darge- 
•telit  ist  Schon  damals  habe  ich  bemerkt,  dass  diese  Art  der 
DiscuBsion  kein  dnrchgehends  befriedigendes  Resultat  liefere,  jetzt 
•rlaube  Ich  mir,  die  Winter  noch  nach  einer  andern  Weise  zu 
ordnen,  wozu  ich  die  Data  der  Tafel  C.  entnehme.  Unbedingt 
wird  man  nämlich  zugeben,  dass  ein  Winter  um  so  strenger  ist, 
je  grüHser  die  in  der  vierten  Ruiirik  enthaltene  Summe  der  nega- 
tivea  Temperatur  ist;  gibt  man  ausserdem  zu,  dosa  ein  Winter 
um  so  strenger  ist,' je  grösser  die  in  der  ftlntten  Rubrik  enthal- 
t»ne  Anzahl  der  Froattage  ist,  so  werden  die  Winter  überhaupt, 
ihrer  Strenge  nach  im  direkten  zusammengesetzten  Verhältniss 
dieser  beiden  Zahlen  stehen.  Indem  ich  daher  der  Tafel  C.  diese 
Weithe  entnehme  und  (är  den  Winter,  welcher  der  am  wenig- 
»taa  strenge,  die  Verhältnisszahl  1,00000  anhahm,  erhielt  ich 
die  folgende  Darstellung  der  einzelneo  17  Winter: 
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I. 

A  partir  d*un  point  donn^,  situö  dans  un  plan  qnelconqne, 
tra^ons  m  droites,  qui  divisent  le  plan  autour  de  ce  point  en  m 
angles  ^^aux;  et  nommons  ^i  Faugle  qu*une  auelconque  de  ces 
droites  forme  avec  un  axe  men^  arbitrairement  dans  le  meme  plan. 
Les  angles  qu'il  y  a  entre  les  autres  droites  et  cet  axe  seront  alors 

^1  +  ^>  ^t+2— ,  ....,-^.+(111  —  1)  —  , 
*m        *'i»  'i,"v  /m 

que  nous  designeronsi  pouc  abr^er/.  par  ^^  ^3, .... ,  ^m-  Elevons 
les  Cosinus  de  tous  ces  angles  ä  une  m4me  puissance  paire,  re- 
prösentee  par  2p ;  et  de  toutes  ces  puissances  chercbons  la  somme 

,-  „  -S  =  COS.^P^j  +  CO«  «P^g^j,  + ....  4-^8  ^-ö^i..  . 

En  developpant  la  puissance  cos^P'&'i  en  une  s^rie,  dont  les 
termes  contiennent  les  cosinus  de  multiples  de  Tangle  ^^^  on  aura 

!2o 
cos  2pd'i  +  -S-  cos2(;>  — l)^i+ .... 
2p(2p-l)....ip+2) 

j.    1  ^(2p-l)....iP+i). 
+  SWP  T:27...p 

et  s'i  Ton  agit  de  ia  mäme  maniere  k  l'^gard  des  autres  paissan- 
ces,  on  parvieDdra  facilement  ä  la  somme  de  toutes  ces  expres- 
sions,  qui  sera 

[cos2pd'i+C0»2p9^-i-....-\-C082p&m-i  +C082p*m] 
+  y[cOs2(p  — 1)*1  +....  +  COS'i(j9  — l)*m] 

(»)  -^=2Fr{+  ^f^=^[co8  2(p-^2;*,  +....+co82(p-2)*„] 

1+  .     .     .     .     ....     .     . 

2;,(2;,-l)....(p+2)  +.„,00.  V 

\  i r-g — T-^jv       Leos  z^i  + .... + cos  Z^m  J 

m  2p(2p-l),...(p+[) 
"•■  22/»  l.2.,..p    . 

Maintenanty  pour  sommer  la  serie 

(2)  cos  2/9^1  +C0S  2/1^2+ ••••+ cos2;?'9'OT-i  +  <^os  2j7'^«„ 

employons  une  formule  fournie  par  le  caicul  des  differences  finies 
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sin  \(bx  -h  bJai) .  coa  l(bx  +  2a) 

'  810  ^bJx 

k  Taide  de  laquelle  la  spmuie  des  termes  de  cette  s^rie  (2)  revient  k 

sin  2p^  •  COS  2(pn; — - — V  p^) 
(3)  S  =  . — ^-^ 

nt 

Parceqae  p  repr^sente  un  nombre  entier,  le  iium^rateur  de 
cette  fraction  est  toujours  nul;  le  d(^noroiaatear  au  contraire  iie 
disparatt  que  lorsque  2p  est  ^gal  ä  m  ou  ä  nn  multiple  de  nt. 
Dans  ces  cas  d'exception  on  parviendraä  la  valeur  de  ia  fraction 

jv  par  la  diff^rentiation,  au  moyen  de  laquelle  od  troiiveraiii.cos2/7^; 

ee  qu*il  faudrait  n^cessairement  obtenir,  puisqu*alors  chaque  terme 
de  la  sörie  (2)  sera  ^gal  k  cos2p^.  Mais  ßi  2p  n'est  p^s  ^gal  k 
in  ou  ä  un  multiple  de  m,  la  sonime  de  la  s^rie  (2)  est  toujours 
nnlle,  et  par  cons^quent  ne  dopend  point  de  la  valeur  de  Tangle  '^i. 

En  examinant  de  la  m^me  maniöre   leä  autres  s^ries  qui  se 

trouvent  en  (i)^  on  reconnaitra  facilement  qu'elles  s'ävanouissent 

toutte,  ä  moins  qu'un  ouplusieurs  des  nombres  2(0—1),  2(/7— 2),... 

•.^,  4,  2  ne  soient  ^gaux  ä  m  ou  ä  quelque  multiple  de  m,    Si 

Oous  excluons  ces  relations  entre  p  et  m»   dous  trouvons  imm^- 

diatement 

(A^  T-   fn'2p(2p-^l)(:2p^2)....(p  +  l) 

K^)  -^— 2*^P  I.2.3,...p 


11. 

Concevons  que  par  la  normale  k  une  surface  queleonque  soient 
^men^s  m  pinns,  dont  chacun  k  partir  de  cette  normale  ne  s'^tend 
%^ue  dans  un  sens,  et  qui  foni  entre  eux  des  angles  dl^dres  ^gaux; 
^ppelons  ^t  Tangle  qu*un  queleonque  de  ces  plans  forme  avec  le 
f>lan  normal  contenant  la  section  principale  dout  la  courbure  est 
^n  maximum;  et  d^signons  les  angles 

2n  27t  2n 

^1  +TI*  ^1+2  — ,....,  ^i+(m— 1)— f 
*        m      *         m         »ii\         ^  m 

ai  d^terminent  la  position  des  autres  plana,  par  ^^,  <&,, .... '^m» 
e  m^me  que  nous  Vayons  fait  en  I.  SI  nous  nommons  les  rayons 
de  courbure  des  sectibns  normales,  que  ces  m  plans  contiennent 
[oo  plut6t  dont  ces  plans  ne  contiennent  que  les  rooitiös],  respec- 
weroent  par  p|,  p«,..*.,  Qmf  et  si  nous  repr^sentons  par  n  un 
nombre  entier,  la  H>rmuje  connoe 

Theil  \X.  98 


l 


4M 


dkä  •  r<iaiialSoa 


k»  cqrMM  de 


-i) 


4^  te  ^^eioppeniefit  da  seeood  membre 


v# 


*.l- 


>  b   An 


•^ä» 


I 


+ 


+ 

« 

s 

I 


I 

*S*   ^i'   Sa 
_  I*  ;    *•  a  :    2  2 

I^J  '  C  S  g 


I 

I 
J 

T 

<^ 

+ 


o 

f 

i 


+  + 


s 


I 


I 

Sei« 


sol« 


10 


c 


o 

OB 


o 

OB 


o 

OD 


417 


B»  ^'aaean  des  nomkree  9»  4,.um  Sn  na  «>ll'^8l  4  m. 
sconditiQDS  sont  rMopHe«»  on  pairvient  aus  somiiMS  d«« 
I  s^ries  de  la  datmidre  ^IqoitiMi  #a  attriboamt  sacoessive* 
dana  ia  formule  (i)  loa  valeura  l,  Si,  S»«**.»  ii— 1*  n; 
nne 
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(S) 


i=i+(Bi-Ä)~**^' 


ou  Ri  et  R^  f$ont  les  räyons  de  coorbure  priocipaux,   noii8*coo- 
duit  k  r^quation 

que  ie   däveioppement   du   second   membre    ram^ne^ä  la  forme 
suivante : 
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&m  ^'aaean  des  nomkree  9»  4,.u«9  2ii  n«  «>ll^8l  4  m. 

McondittoDS  sont  rMopHe«»  on  pairvient  auz  somiiMS  d«« 

i  a^ries  de  la  datmidre  ^Iqoatiatt  #a  attriboatnt  aacoeavive« 

dana  ia  formuie  (i)  loa  valeiira  l,  2i  3,«...»  ii— 1*  n; 

mne 

2.  31^ 


•I 


•■)• 


^1»- 


9\^ 


+ 


C6 


»8 


+ 

M 


+ 


•I 


J 


I 


1:6 


+ 


IC 

CO 

+ 


I 


CO 


« 
ff 


•?l'- 


-.   I 


g 


9 


+ 

I 


tA  CO 


«0 

1  - 

l 

.t9 


09 


CO 


I 

Ol 
4^ 


14 


91 


re 


1+ 


5r 


•  •  *  ■ 


28* 


4» 

f 

Ce  ^ull  Importe  sartout  de  renarqaer,    e'est  cpM  eette  ^iia- 

Hon  ne  contient  ni  O  ni  m  dans  le  second  menb^e,  lequel  est  toa« 
joors  symätriqoe  p«r  rapport  a  B^et  JBi. 

Comme  ia  plus  petita  valeur '  qii'on  palsse  attribuer  ä  n  est 
l^unit^,  le  nombre  m  ne  peut  etre  mferieur  ä  3,  sans  qu'il  y  ait 
2n=«it.  La  Substitution  de  cette  valeur  n=l  reduit  ia  derniöre 
^uation  k 

Ce  que  nous^  ^enons  de  d^montrer  peut  övidemihient  s'^oi^ 
eer  ainsi': 

Si,  k  paVilr  de  Ia  normale  en  an  point  d'ni^ 
surface  qoeXcojft^que,  on  möne  m  plans  qui  divise^ 
Tespace  aul^ur  de  cette  normale  en  m  angles  di^dr^^ 
^gaux,  les  puissances  entieres  n  d^s  courbures  d^g 
sections  noj'males  [ou  plut6t  des  semi-sections  nor. 
males]  contenuesjdans  ces  plans  fourniri»nt  une  somme, 

dont   Ia   partie  —  ne  dopend   nullement   du    nombre  de 

ces  plans,  ni  de  leur  position  par  rapport  aux  sec* 
tions  principales;-  pourvu  qu'il  y  ait  n<iit,  si  m  est  im 
nombre  impair;  et  n  <  |i9,  si  fn  est  un  noinbre  pair. 

Si  Ton  a/n=zl/  c'est  ä  djte  si  ees  m  courbures  ne 
sont    prises    qu'ä    Ia    premiere    püissance^    Ia   partie 

1 

—  de  leur  somme  sera  esale  a  Ia  moiti^  de  Ia  somme 
m  ^  ° 

des  courbures  principales.  Dans  ce  cas  le  plus  petit 
nombre  de  p^aps  guMlsoit  permis  d'emptoyer^  est  3. 


111. 

Supposons  qu*on  ait  construit  Tindicatrice  *  appartenant  ä  un, 
point  ou  Ia  surface  a  ses  deux  courbures  dirig^ps  dans  le  meme 
sens;  et  concevons  qu'ä  partir  du  centre  de  cette  ellipse  on  ait 
trac^  m  rayons  vecteurs  de  maniere  qu'ils  divisent  Faire  de  cette 
courbe  en  m  secteurs  egaux.  Appelons  ces  rayons  vecteurs  ^, 
£2, ...&n;  et  designons  par  Qi,  ^,....>  Qm  les  rayons  de  cour- 
bure  des  sections  normales ,  dont  ces  rayons  vecteurs  sont  respec- 
tivement  les  tangentes.  8i  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
Ia  surface  au  point  que  nous  consid^rons  sont  r^presentes  par  Ri 
et  JS2»  y^^^e  de  l'ellipse  indicatrice  sera  nV^t^i  et  chaque  sec- 

7t 

teur  par  cons^quent  en  contiendra  —yR^R^,    Or,  Faire  du  sec- 

teur  situ^  entre  les  rayons  vecteurs  ix  ^^  £2  P^^t  aussi  s'exprimer 
aa  moyen  de  Tintegrale 


l 
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vi,  k  caus^  d«  U  rehtion  t*»^»  nediSftre  pas  de 

•  ■ 

(6)  y*^^  M^; 

oü  d  repr^sente  Tangle  qai  d^termine  la  poaition  des  rayona  vec- 
^^^  {i/.ts»****»  tm  Pär.rapport  i  J'aze  polaire,  que  nous  suppo- 
ütona  ici  tangente  a  la  aectioii  principale  dont  le  ra^on  de  cour- 
bore  est  Ri.  £n  vertu  de  cette  d^finition  il  est  permis  de  se  ser- 
Tir  de  l'^quation  (5)^  qu'on  peut  aussl  nettre  sous  la  forme 

I      ■  : 

et  qoi  donne 

-  i        ZRt  Rm  Rm  +  Rt  / 

d*oiVon  tire  en  difförentiant  . 

*         '  •  t 

*  «  ".  ,  '     » 

_  '  '     ■  *  

En  substituant  cette  valeur  de  d^^   et  en  effectuant  ensuite 
unt^atioD    de  (6)   entre  les  limltes  indlqui^es,   on  trouvera  une 
^pression  de  Faire  du  secteur  ^nonc^,  qui,  compar^e  k  la  pre- 
^>ai^re,  foümira  l'äquation 


QD 


Puisque  les  sinuer  d'arcs  ^aux  sont  i^aux,  od  en  dMult 


Mi^ -""  Ä|  Xtj ""~  1*1. 
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ffl' 


d'o^  il  SQit 

e,=i  (Ä,  +  Ä, ) + [Pi  -  i(Ä, + Äi)]  CO.  2  - 

2» 
81  Ton  agit  de  la  m^me  tnani^re  k  l'ögard  des  secteurs  qut 
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culierement  de  Celles  qui  se  rapporteot  4  la  Geometrie 
moderne  par  H.  Chasles  etc.  Bruxelles  1837.)  knOpfen,  for- 
bereitet  und  durch  die  Ueberzeusune  desselben  henrorprerofeD ,  der 
reinen  Geometrie  in  dieser  Form  der  Bearbeitung  eine  freiere  und.  er* 
folgreichere  Entwickeiung  ihres  Gegenstandes  möglich  zu  macheD 
und  damit  zugleich  das  iStudium  der  Geometrie  von  Neuem  zu  be- 
leben und  derep  Eiofluss  auf  wissenschafttiche  Geistesbildung,  all- 
gemeiner zu  machen.  'Der  Mangel  der  Gblichen  geometriMhea 
Methoden  besteht  nach  der  Ansicht  des  Verfassers  darin,  dass 
dieselben  nicht  ausschliesslich  auf  den  wesentlichen  Eigen- 
schaften der  räumlichen  Gestalten  beruhen«  sondern  zugleich  dorcli 
die  zufälligen  Eigenthümlichkeiten  der  Figur  bestimmt  werden, 
oder«  wenn  dieses  nicht  der  Fall  ist  und  dieselben,  wie  z«  B.  das 
Princip  der  Contiuuität,  allgemeiner  und  umfassender  sind,  in  der 
unzureichenden  Begrändung  des  Principes  dieser  Metboden.  Es 
sind  daher  in  die  geometrischen  Entwickelungen  allgemeinere  Me- 
thoden einzufiihren  und  deren  Anwendung  —  in  ähnlicher  Weia^ 
wie  dieses  in  der  analytischen  Geometrie  geschieht  —  durch  l^ja- 
fijhrung  der  Vorzeichen  und  des  Begriffs  des  Imaginären  ausge- 
dehnter und  fruchtbarer  zu  machen. 

Es  soll  in  dem  Folgenden  —  so  weit  es  der  Raum  dieser 
Zeitschrift  zulässt  —  das  System  der  drei  Theorien,  welche  der 
Verfasser  als  Grundla&;e  seines  geometrischen  Beweis  Verfahrens 
in  dem  ersten  Abschnitte  seines  Werkes  aufstellt,  wenigstens  in 
den  Umrissen  mitgetheilt  und  ^"einige  interessante  Anwendungen 
dieser  allgemeineren  geometrischen  Methoden,  welche  in  den  drei 
übrigen  Abschnitten  des  Werkes  enthalten  sind,  angefahrt  werden.' 

Das  System  dieser  drei  Theorien  kann  als  die  Entwickelang 
eines  und  desselben  Begriffes  betrachtet  werden,  welcher  eine  be-| 
stimmte  Function  von  Segmenten  oder  Winkeln  umfasst  und  als 
das  anharmonische  Verhältniss  von  vier  Punkten  oder  eines  Strah* 
lenbündels  von  vier  Geraden  (rapport  anharmonique  de  quatre 
points  ou  d'un  faisceau  de  quatre  droites)  bezeichnet  wird. 

A.     Theorie    des    anharmonischen    Verhältnisses   von 
Tier   Punkten    oder    eines    Strahlenbündels    von    vier 

Geraden. 

Wenn  vior  Punkte  a,  6,  c,  d  in  gerader  Linie  liegen ,  so  be- 
zeichnet man  als  an  harmonisch  es  Verhältniss  dieser  Punkte  eine 
Function  von  vier  Segmenten,   wie  folgende: 

ac  .  bc 
all '  bd' 

Diese    Bezeichnung*)    ist   von    dem   Verfasser   bereits  in   seinem 


I 


*)  Diese  Function  Ton  vier  Segmenten  ist  von  dem  Verfasser  aus 
dem  Grunde  als  anharmonisches  Verhältniss  bezeichnet  worden,  weil  in 
dem  besonderen  Falle,  wo  ihr  Werth  gleich  — >  1  ist,  die  vier  Punkte 
gewöhnlich  als  solche  betrachtet  werden,  die  ein  harmonisches  Ver- 
hältniss bilden. 
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UstoriaoheD  Werke  über  geometrische  Methoden  mitffetheilt  und 
▼on  mehreren  anderen  Geemetern  beibehalten  woroen.  Schon 
Papp.ua  behandelt  die  Eigenschaft  dieaes  Quotienten  zweier  Ver- 
hältnisse von  »Segmenten  in  mehreren  auf  einander  folgenden  Lehr- 
s&tien,  welche  im  7.  Buche  als  Hdifssätxe  für  das  leichtere  Verstand* 
niss  der  Porismen  des  Euklid  bewiesen  sind.  Der  129ste  Satz  sagt: 

„Wenn  vier  Linien  von  einem  Punkte  ausgehen ,  so  bilden 
sie  auf  einer  Transversale»  die  willkürlich  in  derselben  Ebene  se- 
logen  wird,  vier  Segmente >  welche  unter  sich  ein  bestimmtes 
coDstantes  Verhältniss  haben,  wie  auch  die  Tran^ersale  gezogen 
werden  mag/'  Es  seien  a,  6,  c,  d  die  Punkte,  in  welchen  die 
vier  Göraden  von  einer  beliebigen  Transversale  getroffen  werden, 
und  ac,  ady  bc,  bd  die  vier  Segmente,  so  wird  das  Verhältniss 

"i  *  hd  d^^^'^®  bleiben,  welches  auch  die  TransVersale  sein  mag. 

Die  darauf  folgenden  Sätze  des  Pappus   sind  entweder  beson- 
dere Fälle  oder  das  Umgekehrte  dieses  Satzes.    Da  der  Satz  von 
Pappus  unter  so  vielen  Formen  wiederholt  wird.,    so   scheint  er 
in  oenPorisroen  des  Euklid  von  besonderem  Nutzen  gewesen  zu 
sein;   die  späteren  Geometer  scheinen  indess   die  Fruchtbarkeit 
dieses  Lehrsatzes  nicht  beachtet  zu  haben.    Denn  obgleich  Pas- 
cal in  seiner  Schrift  über  die  Kegelschnitte,.  Des  arg  ues  in  sei- 
ner Praktik  der  Perspective,   R.  alimson  in  seiner  iSchrift  über 
die  Porismen  denselben  benutzten  und,Brianchon  und  Ponce- 
let  Ihn  anführen,  so  hat  derselbe  doch  erst  durch  Moebius  und 
Steiner,    in  der    neuesten    Zeit  vorziigsweise   durch  Chasles, 
in  dessen   Entwickelung  der  Theorie  der  .anharmonischen   Func- 
tion,   eine   höhere  Bedeutung  erhalten  ^   welche  der  Verfasser  in 
der  Anwendung  seiner  Theorie  auf  geometrische  Beweisführung 
auch  praktisch  durchführt.   Die  von  Pappus  nachgewiesene  Eigen- 
schaft der  anharmonischen  Function  ist  aber  nur  eine  Folge  einer 
anderen,  welche  Chasles  in  folgendem  Lehrsatze  ausdrückt: 

„Wenn  man  von  einem  willkürlich  gewählten  Punkte  nach  vier 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  a,  6,  c,  d  Gerade  zieht,  so 
wird  die  anharmoniscne  Function  diei»er  Punkte  eenau  dasselbe  zu 
ihrem  Werthe  haben,  was  diese  Function  wird,  wenn  man  statt 
der  vier  darin  vorkommenden  Segmente  die  Sinusse  der  diesen 
Segmenten  gegenüberliegenden  Winkel  substituirt,  oder:  das  an- 
harmonische Verhältniss  jener  vier  Geraden  wird  dem  der  vier 
Punkte  gleich  sein  und  auch  dasselbe  Zeichen  haben. "   Es  ist  also 

ac  ^bc      sin  (A,  C) ,  sin  (g,  (7) 
^■^  ad '  bd  "" sin  (A,  D) '  sin (B,  Z>) ' 

wenn  A^  g,....  die  nach  den  Punkten  a,  6,....  gehenden  Geraden, 
(AiC)y  (A,D),....  die  von  diesen  Geraden  gebildeten  Winkel 
sind  und  sowohl  die  Segmente,  als  auch  die  Winkel  stets  in  einem 
bestimmten,  durch  ihre  Entstehung  gegebenen  Sinne  aufgefasst 
und  demgemäss  durch  Vorzeichen  bezeichnet  werden  9  ro  dass 
also  stets 

ab-^ba,  (A,  B)  =  ^(B,A). 
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Der  Beweis  f8r  A»  nmiierisGhe  Gleichheit  der  beiden  anhair* 
monischen  Functionen  ergiebt  sich  sofort  durch  Anweiidiiiig  des 
Satees  too  der  Proportiooafität  der  Seiten  nnd  der  S¥[km»%  der 
Gegenwinkel  anf  die  Dreiecke»  welchen  die  Segmente  der  anber- 
mo^schen  Fanction  angeboren.  Dass  die  beiden  FoiictfOnen  das- 
selbe Zeichen  haben,  geht»  mit  Rücksicht  auf  das  Vorhergesagte» 
aus  der  BezeicfaDung  der  Segmente  und  Winkel  deutlieh  hervor. 

Aus  diesem  Lefarsatae  folgt  nun  sofort  jene  von  Pappus  an-  . 
geführte  Eigenschaft  der  anharmonischen  Function  von  vier  Seg — 
menten.  Die  so  einflussreiche^  aus  den  Sinussen  gebildete  Func^^ 
tion  ist  von  Chasles  als  die  anharmooische  Function  von  vie^, 
Geraden  oder  des  Strahlenbfindels  von  vier  Creraden  beaeichn 
worden. 

Vier  Punkte»  welche  auf  einer  geraden  Linie  liegen,  o»  6»  c» 
geben  drei  verschiedene  anharmoniische  Verhältnisse»  nämlich: 

ac   bc      ad  cd      ab   db 
ad ' bd'    ab' cb'    ac' dc^ 

deren    gegenseitige    Beziebungen    folgende    Eigenthümlichkei 
haben  *). 

Das  aus  den   drei  zusammengehörigen  anbarmoniscben 
hältnissen  von  vier  Punkten  zusammengesetzte  Verhältniss  ist  = 

(ac  .6c\  /ad^cd\   /ab ^ db\ 
ad '  JidJ  '\ab  *cbj '  \ac  *  dcj 

:=:(ae.bd:ad.b€).(ad.bc*.ab,d€).(a6.dc:ac.db) 

=ac.bd:ac.db 

=—1. 

Wird  eine  Gerade  ia  vier  Punkten  a,  b,  c»  d  von  vier  Geraden 
eines  Strahlen büodels  getroffen»  eine  zweite  Transversale  aber  io 
den  Punkten  a\  6',  c'»  rf',  so  ist 

ac    bc  _a'c'   V&      ab  ^cb _a'b'    &b' 
Td:M~a'd''Vd''    ad'cd~a'd''7d' 

afc^.b'd'  a'b'.dd\ 

-^a'd'.b'c'  -^a'd'.c'b'' 

Ist  die  zweite  Transversale  dem  vierten  nach  d  und  d'  gehen- 
den Strahle  parallel,  so  liegt  der  Punkt  d'  unendlich  entfernt,  und 
es  ist  in  diesem  Falle 


*)  Die   einfache    geometrische    Beweitfuhrong    mochte    an     diesf 
Stelle  durch  Einschaltnng  eioec  Hülftsatzes  gefördert  werden,    welch 
zugleich  za  einem  anderen  Ausdrncke  für  das  anharmonische  Verhä 
niss  Veranlassung  giebt   und   so    lautet:     Jedes   anharmonische  Verhs 
niss  von  vier  Segitaenten  ist  dem  Verhältniss  des  Rechteclces   der  beii 
äusseren  Segmente  zu  dem  Rechteck  ans  den  beiden  inneren  gleich: 

ac  ,bc acbd 

ad  öd     odTbc 


Man  ist  abef 


^fblglich  auch 


HS 

ad  b4'~Fe'.*   md'^~W' 

«        « .        .  t  r  .1 

a'c'+c'6'+6V=0, 


ac   6c  .  a6  .  c6      , 


t . 


>^v  I  üd  cd     ae  de 

ac'de^ ae  *6c"^  * 


•  < 


Bezeichnet  man  die  anliarmoniscben  VerhältniMe  wie  folgt: 
ae   bc  ^^        ad  cd  ab   db 

Jid'bd-'^^'  ss'rt  ="*•'  ;;^*3c=*^* 

«o  kSnnen  die  vorbergehenden  drei  Relationen  ancb  folgende  Form 
ettellen : 

V^  iDg  «1 

Hieraus  folgt  noch  eine  andere  merlnirtirdige  Eigenschaft  der 
sechs  Segmente  von  yier  Paniclen  a,bie,d,  die  auf  einer  gera- 
den Linie  liegen.  Es  ist  nXmlicb»  mit  Benutzung  des  frflberen 
Hfilfi»atzes, 

uc.db     ab.ed _  . 
ad.eb  ^ad.eft"" 

oder 

(3)  ab.ed  +  ae.db  +  ad.be^O. 

'     Moiass  Mgt,  dass  auch 

Gehen  die  Strahlen  tos  dem  Mitlelpaikte  eines  Kreisesansvad 
sdmeideD  cUe  Peripherie  desselben  is  den  Punkten  OtipCfd,  so 
liMl  flieh  die  leitete  Belatiea  M^h  m  sasdrfidBSo: 


itf 

I 

•in  06  •  0ine«{ -1- siB  M  wiin  ctt,^  sin  «wf .  «io  6c  =  0. 

«      » 

Ist  000  ATcbd  poftitii^  und  gleich  90  ^>  so  ist 

8iDc{6=:— 1,  MDai2 -=€00069  Biued=^co9cb; 

folglich 

81 D  ac = sin  ab .  cos  c6  -fsin  6c .  cos  ab , 

und  da  ffir  die  Folge  der  Punkte:   4,  6,  c^  <{ 

öc  =  a6  +  6c, 
so  ist 

sin  (ab  -f  6c) = sin  ab  •  c<>s  6c  -f  sin  6c.  cos  ab, 
9in(a-{-ß)  =  sina.cosj9  -f  sinj^.cosa. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  .aach  die  übrigen  hierher  ge- 
hörigen trigonometrischen  Formeln  ableiten.'- 

Sind  die  anharmonischeo  Verhältnisse  a^eier  Systeme  von  vier 
Punkten,  welche  a,  b,  C»  djvndqf,  b'yC',  d'  heissen,  gleich,  so  ist 

äc  bc      a'c'  .  6V 


»■  .     1  '       •!•,'•       ''. 


Td'U~VI'*Wdi^ 


Da  aber  vi-f— =1  (2),  so  wird  die  Gleichheit  der  anharmonischen 

Verhältnisse  zweier  Systeme  von  vier  Punkten  auch  noch  auf  fbl- 
gende  Weieie  ausgedrückt  werden  können: 

flc   6c      a'V  ,  .c^6^        ' 
ad'  bd^  a'd'dd*  ""  *' 

.  ad  cd      a'c'  ,  d'c'  _  . 
(^)  ^  ^'CÄ +Ä'6'rf'6''"^' 

06   M      a^  b'd' 
ac"dc  +  aV*6V""^' 


ß.    Theorie  der  homographischen  Eintheilung. 

Wenn  zwei  Gerade  durch  Punkte,  welche  einander  einzeln 
entsprechen,  in  der  Weise  getheilt  sind^  dass  das  anharmonische 
Verbältniss  von  vier  beliebigen  Punkten  der  einen  gleich  ist  dem 
anharmonischen  Verbältniss  der  vier  entsprechenden  Punltte  der 
anderen,  so  werden  diese  zwei  Geraden  als  homo^raphisch  ge- 
theilte  oder  die  Folgen  ihrer  Theilpunkte  als  zwei  homographische 
Eiotheilungen  (divisiöns  homographiques)  bezeichnet. 

Wenn  zwei  Strahlenbfindel ,  deren  Gerade  einander   einzeln 


entsprMhen,  idie  Ei||;iBa«eliftft  babiso;' däicr^l«]^  ftelleblge  Gerade 

des  ersteren  ein  gleiches  anhaiiiiönliches  Verhältnias  haben,  wie 

dasjenige  der  vier  entsprechenden  Geraden  des  zweiten  Bflndels, 

mö    werden   die   beiden  StrahlenbQn'dfd  als,  bö'niiögrapblsch^  (fais- 

ceiätix  bömö^^hidues)  bexeicbnet.    ZH-i^i  Lliiieli  L  und  t'  sind 

Also  bomograpbiscb  getheilt  in  den  Punkten 

Oy     Vf     Cf      «*9      0«*»*f 


enn 


so  dass  also  auch 


nb   db      a'b'  ü'b' 

_____  •  __^ «__  ^_^_  •  ,^,^„^^^ 

ae'  dc~ß'e''d'cf' 

ab   eb      «*«'   •**' 
ae   ec      aV    e'c' 

•    •    •   '•    •.  '  •    • 


db  fb     <f6'  e'b' 


I 


■   '  i  •" 


•I  ■  .  .  .  I  .  , 


ed 'fd'^e'd'  fd' 


Das  Entsprechende  gilt  natärlieh  von  homographiscben  Strah- 
lenbündern>  so  dass  also.,f^des  von  ^wei  solcheb .  ^^trableniitindel^ 
von  einer .  beFiebigen  Transversalen  immer  in  solchen.  Punkten 
durchschnitten  wird,  welche  mit  den  ehtsprechendeu  diiifr> andern 
Transversale  zwei  h omographische  Eintheilungen  bilden,  das- 
selbe wird  aber  natürlich  auch  von  einem  Strahlenböndel  eelten, 
welches  von  zwei  Transversalen  getroffen  wird,  und  der  Durch- 
schnittspunkt  der  beiden  Transversalen,  welcher  zwei  zusammen- 
fallende homologe  Punkte  der,  beiden  honiograubiscben  flintbeilun- 
^en  darstellt«  w{rd  desshalb  ein  gemeii^scnaftltcher  Punkt 
genannt.    Wenn  daher,  zwei  Gerade  in  der  Weise  bomographiscb 

fetheilt  sind,  dass  ihr  Durchschnittspunkt  ein  gemeinschaitlicber 
'unkt  beider  Eintheiluiigen  ist,  so  werden  die  Geraden ,  welche 
die  homologen  Punkte  der  beiden  Eintheilungen  verbinden ,  einen 
gemeinschaftlichen  üurchschnittspunkt  haben. 

Zwei  Strahlenbdndel,  deren  Gerade  sich  paarweise  in  solchen 
Punkten  schneiden-,    die  in  gerader  Linie  liegen,   sind  bomogra- 

S bische  Strahlenbi'indel.  Die  Gerade,  welche  die  Centra  der  bei- 
en  Strahlenbündel  verbindet  und  awei  zusammenfallende  homo- 
loge Strahlen  der  beiden  Bündel  darstellt,  wird  gemeinschaft- 
lii^ier  Strahl  der .  beiden  DOndel  genannt.  Wenn  daher  zwei 
faomos^raphische  Strah)enbflnde|  eine  solche  Lage  haben,  dass  die 
ihre  Centra  verbindende  Gerade  ein  gemeinschaftlicher  Strahl  der 
beiden  Bündel  ist»  so  werden. die  Durchschnittspunkte  der  übrigen 
homologen  Strahlen  der  beiden  Bündel  auf  einer  geraden  Linie  liegen. 


m 

BedingangsgleiqbtingieD  fjlir  liMnif^gvapliiftohe  .Bl.nthei- 


Die 

zweite« 


ie  PoBt^ie  ß,bsiC»m  fimeröerficlen.uiul  die  hpinologen  einer 
m  a^ib'f  ^y  m'  biMea  ^wei  bQmeg;|rit|»bi8cbe£iii|UieilHogep>  wenn 


...       \     .     ■' 
dm ,  ae a'mf ,  ä^c^ 

bin  'bc'^FnP^S^ 


oder 


am 
bm 


a'm'  (ac  a^d\ 
^WlS\bc'WSy 


Betracfaten  wir  die  botnoIogeD  Punkte  tn  inid  m'  als  variabele  auf 
jenjDn  beiden  Geraden «  die  übrigen  aber  nicht,  und  setzen  den 
Constanten  Werth  .^      . 

so  erhalten  wir  aus  der  obigen  Gleichuiig  folgende  Bedingangs- 
gieichung  zweier  homographischen  föntheibngen,  weiche  diePunn^ 
m  und  m'  auf  den  Geraden  ab,  a'b'  bewirken: 

I 

Bezeichnen  M  und  M'  auf  der  einen  und  auf  der  andern  Geraden 
die  beiden  Punkte»  welche  dem  unendlich  entfernten  m^und  dem 
unendüdi  entfernten  m  auf  der  zweiten  und  auf  der  ersten  Gera- 
den entsprechen,  so  gelten  für  die  ersteren  beiden  Punkte  fol- 
gende Gleichungen: 

aM     ,    VM    ■ 

Ifst  X^+l,  so  folgt  aus  der  ersteren  der  beiden  Gleichungen, 
dass  ilf ,  welches  dem  unendlich  entfernten  m'  als  homologer 
Punkt  entspricht,  ebenfalls  unendlich  entfernt  sein  muss,  und  die 
Gleichung  dieser  besonderen  homographischen  Eintheilung; 

am     tt'm^ 

druckt  aus,  dass  die  beiden  Geraden  in  proportionale  8tflcke  ae» 
tbeUt  sind.  '    ® 

Aus  der  Form  der  Gleichung  (l) 

aW  bm/       -'-'' 


a'mf  bm/       a'c'\ 


folst,  dass  für  ein  unendlich  entferntes  6  auf  der  einen  Geraden 
und  ffir  ein  unendlieb  entferntes  af  auf  der  anderen  Geraden 


4Sf 


am  =  TT— I 


wkd«  Beeeielineii  wir  diit  B'  und  A  die  beiden  Punkte,  welche 
den  «bendlteii'  entfernte»  i  und  a'  entspreobäny^  bq  ctrbalten  wir 
«oe  der  vorhergehenden  Glelchuof^  folgende  BediigmigegieichwBi^ 
einer  homograpnischen  ElntheibHi^:  >.    *     . 


(2)  iim.Ä'm'— X, 

in  welcher  A  und  B  swei  feste  Punkte  auf  swei.  geraden  I^ni 
bexel^hoeQ. 

Vermittelst  der  fHlher  erwSbfrten  Ausdra^  fUr  die  Gleich^ 
beit  anharmoDischer  Verhältnisse  (4)  lassen  sich  noch  andere  Be- 
dingungsgleichungen fiir  homographische  Eintheilungen  entwickeln. 
Sind  nämlich  die  anharmoniscben  Verhältnisse  der  beiden  Systeme 
▼on  Punkten  a^byC^m  und  a!yb\c'^m'  gleich,  so  ist   • 


und,   wenn 


am  ^c     e^m'  eV_^ 

■  .        '  ■'.      •■ 

be    '■    b'af 

Sind  die  beiden  Geraden  ähnlich  oder  in  proportionale  Stücke  ge- 
theilt ,  •  80  sind  die  auf  jeder  Geradeo  in  uneodlicher  Entfernung 
befindlichen  Theilpunkte  zugleich  xwei  homologe  Punkte  der  ho- 
mographischen Eintheilung,  und  nehmen  wir  als  solche  Punkte  die 
beio^i  Pttokte  b  und  6'  an,  so  erhalten  wir  felgoide  besentee 
Form  der  Gleichung  (3):      . 

(a)  ,  X.am+ik.e'm'  =sil* 

Die  Gleichung  (1)  lässt  sich  noch  zur  Eetwiehelung  eines  an?, 
deren  Ausdrucks  für  zwei  homographische  Eintheilungen  gebrau- 
eben, wenn  man  derselben  lolgemle  Geajkalt  giebt: 

am.b'mf  '^x.bm.a'mf  =^9, 

bm=zam—ab,  t/mf^^b'wf'^b'a^, 

so  ergiebt  sich   durch  Einfährung  dieser  Werthe   in  die  vorher- 
gehende Gleichung  vermittelst  einer  leichten  Umformung: 

(4)  üM.Vm'  ^k.am-\-f..Vn^'\^^ss,Q. 


^  9 

Homographische    EiDtheilungeD    auf    einer    elniigen 

Geraden. 

"'Die  vorhergebende  Gleichung  (4)  ist  der  Auedrsck  sweier'k»-  ^ 
mögraphischen  Eintbeilungen  auf  atirei  Geraden.  Denken  wir  ans  ^ 
dieiteietzteren  der  Richtung  nach  und  Eugieich  die  Pdnkte  a  mid^ 
V  beider  Geraden  zusammenfallend »  so  wird  die  Gleichung  (4)^:;4 
auch  in  der  neuen  Form 

am .  am' +  A-.  am  +  f4 .  am' +  V =0 

der' Äüsdnick  zweier  bomographischen  Eintbeilungen  sein, 
die  besondere  Annahme,    dass  unter  den  Theilpunkten  ein  Pon^ 
mit  seinem  bpmolpgen  zusamnienfailey  gewinnt  dieGleicfaung  en 
lli^  folgende  Gestalt: 

(5)  .     am«+(A+^).am+ v==0, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  es  fiir  zwei  so  gelegene  homogmphis^^^jL 
Eintbeilungen  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  giebt»  ^^I^^^A* 
die  Eigenschaft  haben,  dass  jeder  derselben,  wenn  er  als  e^^^^ 
der  beiden  Eintbeilungen  angehörig  betrachtet  wird,  mit  s^i^^eii 
homologen  in  der  andereii  zusammenfallt.  Solche  Punkte  wer^^^ 
doppelte  Punkte  genannt. 

Sind  m  und  m'  unendlich  entfernt  und  die  denselben  in  bes</e0 
Eintbeilungen  entsprechenden  Punkte  M!  und  My  so  folgt  im  er^^^i, 
Falle  aus  (4): 

im  zweiten : 

so  dass  '  .  ' 

•   -      ' 

am.b'm'--  b'M' .am-^aM.b'ni'  +  v=iO. 

Fällt  m  mit  a  zusammen  und  ist  m'  in  diesem  Falle  der  Punkt  o', 
so  ist  in  Folge  der  letzten  Gleichung: 

v=:aM.6'a', 

und  unter  den  froheren  Voraussetzungen  die  Form  der  Gleichung  (5): 


em 


ani^  —  (aM  +  aM')  am  +  aM.  aa'  =  0. 

Die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  a  von  den  beiden  dof 
pelten  Punkten  ist  aUo  so  gross  als   aM-{-aM'.     Bezeichnen  k 
daher  mit  O  den  Mittelpunkt  des  von  den  beiden  doppelten  Pur 
ten  begrenzten  Segments»  so  ist 

^,     aM  +  aM' 
aO=^ 2 ' 

und  die  Form  der  Gleichung  (5)  daher  auch  folgende: 


441 

Fällt  der  Punkt  a  mit  O  zusammen  und  entspricht  dem  O  in  der 
«iKeiteo  Eintbeilung  der  Punkt  0\  sq  ist 

Om«  +  Oilf.OO'=0, 

und  da  für  O,  als  Mittelpunkt  zwischen  M  und  M ^ 

8o  ist 

CO)  Om^^OM.Oa, 

^«voraus  sich  die  Art  und  Weise  und  die  Bedingungen  der  Mög- 
lichkeit der  Construction  der  beiden  doppelten  Punkte  von  selbst 
ergeben. 

Aehnlicfae  Bedineungsgleicbungen  lassen  sich  fflr  die  Homo- 
^aphie  zweier  Strahlenbilndel  entwickeln;  dahin  gebSren  die  fol- 
genden : 

sin(^,Jlf)  _      sin  (^^  M) 
^'^  sin  (//,  if) ""  ^  •  sin  (Ä', Ä')* 

.^.  .    sin(^,jlf)  sm(C",J^_, 

^^  ^ •  sin (Ä, M)'^^'  sin (Ü', ilf ')  —  ^' 

C.    Theorie  der  Involution. 

Involution  von  sechs  Punkten.  Wenn  drei  Systeme  von 
Je  zwei  zusammengeburigen  Punkten  ^  die  in  gerader  Linie  liegen, 
so  beschaffen  sind,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  von  vier 
Punkten  aus  den  drei  Systemen  gleich  dem  anharmonischen  Ver- 
hältniss ihrer  conjugirten  Punkte  ist,  so  sind  diese  sechs  Punkte 
in  Involution. 

Wenn  sechs  Punkte  in  Involution  sind^  so  ist  das  anharmo- 
nische Verhältniss  von  irgend  weichen  vier  unter  ihnen,  die  den 
drei  Paaren  conjugirter  Punkte  angehüren,  stets  dem  anharmoni- 
sehen  Verhältniss   der  conjugirten  Punkte  gleich. 

Sind  die  drei  Systeme  aya*\  6,6';  c,c'  und  das  anharmonische  Ver- 
hältniss der  vier  Punkte  a^h^c^d  gleich  dem  der  conjugirten  a\  6^ 
€f^  c,  so  wird  auch  das  anharmonische  Verhältniss  jedes  anderen  Syste- 
mes  von  vier  Punkten,  welche  jen^n  drei  Paaren  angeboren,  dem 
.  anharmonischen  Verhältniss  der  conjugirten  Punkte  gleich  sein. 

Aus  der  durch  die  Voraussetzung  gegebenen  Gleichung 

c'c    bc     c&   b'& 

_____    •    _„_    ^^m    ___     •    . 

€^^0*60      Ca'' b'a'  t 

folgt  zunächst,  durch  Einfährung  des  Segmentes  a*a  filr  de,  die 
Gleichung 

Theil  X\.  29 


U2 

.und  hieraus  die  Gleichheit  der  anbal'tnenisohen  VerhSltniKse  der 
Punkte  a»  6,  c,  «i'  und  der  conjugirten  a*,  b%  &,  a.  Aus  der  Gleicbung 

ra  ,  c^  _  c'a* ,  ea' 
c6  '  c'b'^&p''  cb' 

ergiebt  sich  durch  einfache  Umformung  die  Gleichung: 

Ca  ^&a &a^  ^ca' 

W' &9'^'&b  ' cb '" 

und  hieraus  die  Gleichheit  der  anharmonisdhen  Verhältnisse  der 
Punkte  «r,  b\  c,  &  und  der  conjugirten  o',  6,  &  c.  Aöf  die  eine 
oder  die  andere  Weise  la^ssen  sich  auch  die  übrigen,  durch  die 
Voraussetzung  gegebenen  Gleichungen  umformen. 

Wenn  drei  Systeme  von  je  zwei  conjugirten  Punkten :  c,  ü'\ 
b,  b**,  c,  c'  in  Inyolution  sind,  so  finden  folgende  sieben  Gleichm- 
gen  statt,  und  umgekehrt  wird  jede  dieser  Gleichungen  die  Invo- 
lution bedingen  und  die  sechs  übrigen  zur  Folge  hsJlien: 

ab.ab'  _a*b.afb' 
ac.ac*      a'c.a'c'^ 

bc,bc'_b*c.b'& 
ba.ba^'^b'a.b'a'' 

ca .  Ca*  __  c*a,&a' 
(1)  {  cb.cb'^^cb.c'b'' 

ab' .  bc*  ,cq!^=^ — a'b .  b*c .  c'a^ 

ab\bc.  &a' = — a'6 . 6  V .  ca, 

abM&.ca'=^—a'b\bc,&a9 

ab .  b*c.&a*  =  —  o'ft' .  bd .  ca. 


Da  jede  dieser  Gleichungen  sich  in  eine  Gleichung  zweier  anhar- 
monischen Verhältnisse  von  vier  Punkten  der  drei  Systeme  um- 
formen lässt,  z.  B.  die  erste  Gleichung  in  folgende:. 

ab    a*b      a*b*   ab* 

•     ^^^^  mmmmm   _____      •    _____ 

ac' a'c      a'&'  a&* 

so  folgt  hieraus    die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes,    die  Umkehrung 
lässt  sich  aber  leicht  aus  dem  vorhergehenden  Lehrsatze  ableiten. 

Sind  die  vier  Punkte  a,a*\  b,  b'  gegeben,  so  lässt  sich,  ver- 
mittelst der  sieben  vorhergehenden  Gleichungen,  für  ein  beliebig 
angenommenes  c  das  zugehörige  c'  leicht  bestimmen.     Der  Punkt 


# 

»  4^her  avcli  In  unendlicher  Eiijtfernung  liegen  oder  mi  sei- 
on^ngirten  c'  ziMaramenfallen.  In  dem  letzteren  Fiille  geiieii 
)\gßj^  sieben  Glelcbnngen  in  folgende  vier  fiber: 

üb.  ah* ae* 

ba.ba*  _be^ 

ab\be.ea'^'^a,'b  .b'e  .ea, 
ab .  b'e.ea*  =i'^  a^b*  .be .  ea; 

Ichen  e  die  beiden  «usAsamenfailenden  Punkte^  bezeichnet. 
ier  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  ereiebt  sich^  dass  es 
Punkte  e,  ^giebt,  von  welchen  jeder  die  Eigenschaft  hat» 
sn  Punkten  a,  a*;  b,  b*  eine  Involution  zu  bilden,  in  vt^elcher 
unkt  e  oder  f  jedesmal  mit  seinem  conjugirten  z^isammen- 
Da  beide  Punkte«  e,  f  z.  B.,  der  ersten  Cüeichung  genügen 
tn,  so  ist 


und  ebenso 


«e* 

«/» 

o'ö» 

ä>/«^ 

ae 
a'e~ 

«f 

be 
b'e— 

~  b'f 

(3) 


8  «ich  ergiebt,  dass  die  beiden  Punkte»  von  v^elch^n  jeder 
»inem  conjugirten .  znsammenßült,  die  beiden  Segmente  aa\ 
irmonisdi  theilen. 

$t  der  Punkt  c  in  unendlicher  Entfernung  angenommen  und 
:>njugirte  Punkt  desselben  O»  so  erhalten  die  Gleichungen  (I) 
de  Gestalt: 

ab . ab'  ^aO 
a'b.a'V^  a'O* 

ba.baf      bO 
b'a.Va''^VÖ* 

Oa.Oa*=Ob.Ob*, 

Oa_ab^       Oaf^_^ 
Ob-^ba''     Ob^'^b'a 

Oa_ab^      Oa'     a*b\ 
Ob^'^bW*     W^  ba' 

elehien  insbesondere  die  dritte  eine  weitere  Beachtung  verdient. 
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Wenn  nümlich  sechs  Punkte  «,  a';  b,b';,e,c'  in  InTolation 
sind  und  man  zwei  andere  d,  d'  sq  nimmt»  dass  sie  mit  den  ersten 
Paaren  a,  a' ;  h,  b'  eine  Involution  bilden,  so  läs$tsich  leicht  durch 
Verffleichun^  der  von  der  Involution  bedingten  gleichen  anharmo- 
nischen  Verhältnisse  nachweisen,  dass  die  Punkte  d,  d'  auch 'mit  ^ 
dem  dritten  Paare  und  einem  der  ersteren  eine  Involution  bilden.^ 
werden. 

Wenn  daher  jener  Punkt  O  eine  solche  Lage  hat,    dass  fur^ 
sechs  in  Involution  befindliche  Punkte  a,  a';  6,  o';  c,  c' 

Öa.Oa'=zOb.Ob', 

80  ist  offenbar  auch 

Ob.Ob'=Öc.Oc', 

woraus  sich  der  Satz  «rgiebt: 

Wenn  drei  Systeme  von  je  zwei  Punkten  in  Involution  sii^^ 


so  giebt  es  immer  einen  gewissen  Punkt    (Centralpunkt   d 
Involution)    von   der  Beschaffenheit,    dass  seine   Entfernungezy 
von  je  zwei  conjugirten  Punkten  ein  constantes  Product  geben. 

Wenn .  zwei  Segmente  aa' ,  bb'  ein  gemeinschaftliches  Stuck 
haben,  so  kann  der  zu  diesen  Paaren  a,a';  b,  b'  gehurige  Cen- 
tralpuukt  O,  wenn  wir  die  (^leichheit  und  die  Vorzeichen  der 
Producte  Oa,Oa'  und  Ob.Qb'  beachten,  nothwendiger  Weise 
nur  auf  diesem  gemeinschaftlichen  Stücke  liegen,  woraus  sich  die 
Construction  des  Punktes   O  sehr  leicht  ergiebt. 

Wenn  man  nämlich  über  zwei  thcilweise  auf  einanderliegenden 
Segmenten  aa',  bb',  als  Durchmessern,  zwei  Kreise  construirt,  so  wird 
ihre  gemeinschaftliche  Sehne  stets  durch  den  Centralpunkt  O  geheo. 

Liegen  die  Segmente  aa' ,  bb'  nicht  theilweise  auf  einander» 
so  kann  man  immer  durch  einen  beliebigen  und  ausserhalb  der 
Geraden  befindlichen  Punkt  g  zwei  Kreisperipherien  so  construi- 
ren,  dass  die  eine  aa' ,  die  andere  66'  zur  Seline  hat;  die  gemein- 
schaftliche Sehne  f/^'  der  Kreise  durchschneidet  alsdann  ab  im 
Centralpunkt  O,*  weil 

Og.Og'=zOa,Oa'=Ob.Ob'. 

Drei  Kreise,  die  man  über  drei  in  Involution  befindlichen  Seg- 
menten, als  Durchmessern  dieser  Kreise,  construirt,  haben  zwei 
gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte,  welche  in  dem  Falle,  dass 
die  Sesrmente  nicht  theilweise  aufeinander  fs^ien,  imaginär  sind. 
Die  Kreise  haben  alsdann  in  dem  letzteren  Falle  keine  gemein- 
schaftliche Sehne,  sondern  eine  gemeinschaftliche  Chordale  (axe 
radical). 

Wenn  drei  Systeme  von  paarweise  conjugirten  Punkten  a,a'i 
b,  b' ;  c,e'  in  Involution  sind  und  zwei  Punkte  e,  /  die  Beschaf- 
fenheit haben,  dass  jeder  derselben  mit  den  beiden  ersteren  Paa- 
ren a,a'\  b,b'  eine  Involution  von  fünf  Punkten  bildet,  in  wel- 
cher der'  Punkt  e  oder  f  mit  seinem  conjugirten  zusammenfallt,  so 
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wctrden  die  Ponkte  e  und  /diese  EigenscbiJt  auch  in  Beziehung 
auf  die  Systeme'  b,  b' ;  c,  c'  besitzen.  Dasselbe  wird  aber  auch 
von  der  Eigenschaft  der  Punkte  e  und  f  gelten«   welche  durch 

die  Gleichungen  -7-  = Ff  etc.  ausgedrfickt  ist.    Hieraus  ergiebt 

sich  leicht  folgender  Satz: 

Wenn  drei  Systeme  von  paarweise  conjugirten  Punkten  a,  a'; 
b,  b'yCy  c'  in  Involution  sind,  so  giebt  es  stets  zwei  (reelle  oder 
imaginäre)  Punkte  (doppelte  Punkte  der  Involution),  welche 
die  drei  Segmente  aa,  bb',  cc'  harmonisch  theilen. 

Diese  Punkte  befinden  sich  zu  beiden  Seiten  des  Central- 
punktes  in  gleicher  Entfernung  von  demselben,    indem 


Es  ergiebt  sich  zugleich  aus  der  Gleichung 


Oe^—Oa.Oa', 

dass  die  doppelten  Punkte  imaginär  sind,  wenn  der  P|inkt  O  in- 
nerhalb der  pegmeote  aa'  und  bb'  liegt. 

Diie  Beziehung,  in  welche  ein  beliebiger  Punkt  zu  sechs  in 
Involution  befindlichen  Punkten  gebracht  werden  kann,  führt  zu 
andern  wichtigen  Eigenschaften  der  Involution.  Sind  nämlich  aa', 
bb'  ^  €&  drei  beliebige  Segmente  einer  Geraden  und  er,  ß,  y  ihre 
Mittelpunkte,  m  und  M  zwei  andere  Punkte,  so  ist 

ma  :=zMa  —  Mm,  ma':=^Ma'  —  Mm, 


ma .  ma'=:Ma,Ma'  —  2.Ma.  Mm+Mm^f 


mb .  mb'  =  Mb .  Mb'  -2.Mß.Mm  +ilfm«. 


mc.mc'  =zMc.Mc'  ^-'2.MY.Mm  +7lfm*; 
folglich 

ma.ma' .ßy-^-nUf.mb'^.ya-^-mcmc'.aß 
=  Ma.Ma'  .ßy  +  Mb.Mb'  .ya  +  Mc.M&.aß 

^2(Ma.ßy  +  Mß.ya+My.ctß)Mm+{ßy+yai-aß)Mni^. 
Nun  ist  aber  nach  einem  früheren  Lehrsatze  sowohl 

Ma.ßy  +  Mß,ycci'My.aß  =  0, 
als  auch 

folglich 

ma.ma' .ßy -{-mb^mb' .ya '\' mc.mc' ,aß 

=  Ma.Ma'.ßy  +  Mb.Mb' .ya  +  Mc.Mc'.aß. 


uncl  ebenso: 
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isl  dabi^  M  Att  GcfiilrAlptifikt  von  seehi»  in  iov^hitloti  lMfi«dKclM& 
^ütiktdtt  a>  üf\  6,  A';  e^  e',  sö  ist 

ma.ma'  .ßy-t-mb,  mb' .  y«  +  iw£? .  iiic'.«/5 =0. 

Fällt  Aßx  Punkt  m  mit  dem  Punkte  a  zugammeo,   so  ist 

«6 .  a6' .  ya -f  ac«  ac^ .  ck/3  =  O9 

folgliefa 

06.06'      «jJ,  clb.a'b*      aß 
acac*      ay     a'ca'c*      ay 

bc.be'  ^ßy^     b'c.b'&     ßy 

bn.bafßa      b'a.b'a'"  ßa  ^^^ 

ca,ca'  ^  ya  ^     c'a,&a' ya 

cb.cb^'^yß'*    eb.ifb'  '^yß' 

Homo'grapbische  Eint-heilüngen  in  Involution,  Fflr 
zwei  Paare  von  Punkten  a>  a'\  b,  b*  lassen  sich  unzählig  viele  an- 
dere Päafe  Ci&;  d,  d';.J.  bestimmen,  welche  mit  jenen  ersteren 
eine  Involution  bilden,  ßettachten  wit  nun  hierbei  die  Punkte 
a,  bi  a'  und  «r^,  b\  a  als  fest^  die  Punkte  c,  c'  als  variabele  und 
gleichsam  die  übrigen  Paare  beschreibend,  so  werden  die  l^unkte 
Cf  &  offenbar  zwei  homographische  Eintheilungen  bilden.  Aus  der 
zugleich  stattfindenden  C^leichheit  der  anbarmonl«chen  Verhält- 
nisse  a»  6,  a^  &  und  a^  b\  a,  c  wird  aber  folgen ,  dass  der  varit- 
bele  Punkt  e\  man  mag  denselben  als  der  einen  oder  der  ande- 
ren Reihe  der  homoffraphisch  vertbeilten  Punkte  angehurig  be- 
trachten, stets  denselben  homologen  Punkt  c  hat.  Solche  bomo- 
raphische  Eintheilungen  werden  als  Eintheilungen  in  Invo- 
ution  bezeichnet. 

Zwei  homogt-aphische  Eintheilungen  auf  derselben  Geraden 
sind  in  Involution,  wenn  ein  beliebiger  Punkt  auf  dieser  Geradeo, 
den  man  als  der  einen  und  der  anderen  Eintheilung  angehurig 
betrachtet,  in  beiden  Fällen  denselben  homologen  Punkt  hat.  Sind 
a,  6,  c  und  aV  b*,'C*  homologe  Punkte  der  ersten  und  zweiten  Ein* 
theilung  und  entsprechen  sich  nach^oraussetzung 

ö,  6,  c,  &, 

a',  6',  &y  e; 

so  sind  die  anharmonischen  Verhältnisse  dieser  Punkte  gleich  und 
daher  a,  a'\  6,  b*\  c,  &  in  Involution,  so  dass  auch  a,  a*,  6,  c  und 
a\  a,  b',  &  gleiche  anharmonische  Verhältnisse  haben ,  und  was 
von  den  Punkten  e,  &  galt,  auch  von  den  Punkten  a,  a'  erwiesen  ist. 
Als  Ausdruck  zweier  homographischen  Eintheilungen  gilt  fol- 
gende Gleichung  (4) : 

am .  6'm'  +  X .  am  +  fi .  &'m'  +  v  =  0, 

und  wenn  m  und  m*  unendlich  entfernt  und  die  ihnen  entsprechen- 
den Punkte  M'  und  M  sind) 


f, 
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-**AP  =  A,  — iiJlf  =  f«. 

Nehmen  wir  Dan  an,  dass  von  einem  der  in  unendlicher  Ent- 
fernung befindlichen  Punkte  das  im  Vorigen  von  dem  Punkte  c 
Gesagte  gelte ,  so  wird  derselbe  in  beiden  Eintheilungen  densel- 
ben homologen  Punkt  haben  müssen«  woraus  sich  ergiet>t,  dass 
in  diesem  Falle  M^  und  3t  zusammenfallen.    Dann  ist  aber 

A— ft= auf— 6'Jlf=  ii6', 

ond  wenn  die  beiden  Eintheilungen  einen  gemeinschaftlichen  Aus- 
gangspunkt haben. 

Die  doppelten  Punkte  zweier  homographischen  Eintheilungen  auf 
derselben  Geraden  stehen  in  einer  merkwürdigen  Beziehung  zu 
K^wissen  Paaren  ihrer  Punkte.  Sind  nämlich  a,b;  a*  h*  homologe 
-t^uokte  zweier  Eintheilungen  und  «,  f  die  beiden  doppelten  Punkte, 
^^  sind  die  anharmonischen  Verhältnisse  der  folgenden  Systeme 
^^<ID  vier  Punkten  gleich,    nämlich  von 

a»  6,  c,  f  und   o',  6',  e,  f, 

Klieraus  folgt ,   dass  dasselbe  auch  von  folgenden  Systemen  gilt: 

ß*  ht  e,  f  und    6',  a',  /i  c, 

^»der  dass  a6^  a'6,  ef  drei  in  Involution  befindliche  Segmente  sind. 
J)ie  doppelten  Punkte  zweier  homographischen  Eintheilungen  a,  6, 
c...  und  a*y  h\  e',....  bilden  also  stets  mit  zwe|  solchen  Paaren 
von  Punkten,  wie  a^h'  und  a'yb  eine  Involution.  Diese  Eigen- 
schaft der  doppelten  Punkte  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand, 
dieselben  zu  constrniren.  Man  construire  zwei  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  g  gehende  Kreisperipherien,  von  denen  die  eine  ab*y 
die  andere  a'6  als  Sehne  in  sich  fasst,  so  werden  sich  dieselben 
noch  in  einem  anderen  Punkte  & ,  schneiden.  Durch  denselben 
Punkt  g  construire  man  ferner  ein  anderes  Paar  von  Kreiisperi- 
-pherien,  von  denen  die  eine  dC',  die  andere  &e  zur  Sehne  hat, 
80  werden  dieselben  sich  in  einem  aweiten  Punkte  g**  durchschnei- 
den. Der  Kreis,  dessen  Peripherie  durch  die  Punkte  ^r,  er',  y' 
geht,  wird  alsdann  die  Gerade  in  den  gesuchten  doppelten  Punk- 
ten durchschneiden ;  denn  beide  Punkte  werden  sowohl  mit  a,  b* 
und  a\  &,  als  auch  mit  ci,  &  und  a',  c  in  Involution  sein. 

Strahlenbündel  von  sechs  Geraden  in  Involution 
sind  solche,  deren  paarweise  conjugirte  Gerade  die  Eigenschaft 
haben,  dass  vier  den  drei  Paaren  angehürige  Gerade  ein  gleiches 
anharmoniscbes  Verhältniss ,  wie  das  der  vier  conjugirten  Geraden 
haben.  Solche  Strahlenbündel  werden  von  jeder  Transversale  in 
sechs  Punkten  geschnitten,,  die  sich  in  Involution  befinden,  und 
alle  Relationen,  welche  sich  auf  diese  Durchschnittspunkte  be- 
ziehen und  durch  Betrachtung  der  anharmonischen  Verhältnisse 
dieser  Punkte  abgeleitet  werden,  gelten  auch  für  die  sechs  Gera- 
dm  «.  B.  folgende : 
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sin  (A,  B) .  sin  f,A,  B*)     sin  {A,  B) .  sin  (A',  BQ 
sin  (A,  C) .  sin  (^  C)  ~"  sin  {A,  C) .  sin  i^A,  C) ' 

sin (A, B).8iü(B,C). sin (Ct,A) = -  sin (^4', B') . sin (JB, CO . sin(C;^). 

Den  doppelten  Punkten  der  Involution  eines  Systemes  von  sechs 
Punlcten  entsprechen  hier  zwei  doppelte  Strahlen  der  Involution 
eines  Strahienbundels  von  sechs  Geraden. 

Eine  ähnliche  Analogie  findet  noch  zwischen  zwei  homogra-  ^ 
phischen  Eintheilungen  in  Involution  und  zwei  homographischen.«: 
Strahlenbündein  in  Involution  statt. 

Anwendung   der  vorhergehenden  -  Theorien. 

Die  fibrigen  drei  Abschnitte  des  Werkes  enthalten  faauptsSc 

lieh  die  Bestimmung,    die  Eigenschaften    der  wichtigsten  .geom^^ . 

trischen  Figuren  vermittelst  der  in  dem  ersten  Absehnitte  mitge^ 
theilten   Theorien   zu   entwickeln.     Der  zweite  Abschnitt  ist  vo^ 
zugsweise  den   Eigenschaften  der  geradlinigen  Figuren,  gewidmv/ 
und  beginnt  mit  der  Behandlung  mehrerer  geschichtlich  merkwür- 
diger Aufgaben,    welche   den    Gegenstand   folgender  Werke    des 
Apollonius  bilden:    „de  sectione  determinata'S  „de  sec- 
tione  rationis''  und  „de  sectione  spatii.'^ 

Die  Aufgabe  der  Sectio  determinata  ist  folgende: 

Wenn  auf  einer  Geraden  vier  Punkte  gegeben  sind,  einen  ffinf- 
ten  Punkt  auf  demselben  so  zu  bestimmen,  dass  das  Product  sei- 
ner Entfernungen  von  zweien  jener  vier  Punkte  zu  dem  Producte 
seiner  Entfernungen  von  den  beiden  anderen  Punkten  ein  gege- 
benes Verhältoiss  hat. 

Sind  die  gegebenen  Punkte  a,  a' ;  6,  b*;  l  die  Verhältnisszahl, 
80  ist  ein  Punkt  m  von  der  Beschaffenheit  zu  suchen,  dass 

am .  a'm 

bm .  6'm         *  '     , 

Aus  der  Theorie  der  Involution  (I)  geht  sofort  hervor,  dass  aus- 
ser einem  Punkte  m,  welcher  der  Gleichung  Genüge  leistet,  noch 
ein  anderer  m'  von  derselben  Beschaffenheit  vorhanden  ist,  näm- 
lich derjenige,  welcher,  als  der  conjngirte  des  Punktes  m,  mit 
den  beiden  Systemen  a,  a! ;  6,  V  eine  tnvolution  bildet. 

Bezeichnen  wir  nun  mit  (i,  a,  ß  die  Mittelpunkte  der  Seg- 
mente mm'  y  aa',  bb' ,  so  ist 

(5) 
folglich 


um 

,a'm 

CKfl 

bm 

.b'm 

~/3^' 

:A. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich  der  Mittelpunkt  fi  und  da- 
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mit  zugleich  die   einfache  Constraction «    welche  auf  die  beiden 
Pjinkte  m  und  m'  führt. 

Constrnirt  man  nämlich  zwei  Kreise  >  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punict  ff  geben  und  von  denen  der  eine  aa' ,  der  andere 
M'  aU  Sehne  enthält,  ferner  durch  die  beiden  Durcbschnittspunkte 
dieser  Kreisperipherien  ff  und  n^  einen  dritten  Kreis  so,  dass 
der  Mittelpunkt  desselben  auf  dem  in  i*  auf  aa*  errichteten  Per- 
pendikel lie^t,  so  durchschneidet  derselbe  die  Gerade  In  den  ge- 
suchten Punkten  m  und  m*  (4). 

Aus  der  aligemeinen  Form   der  Gleichung,   welcher  die  Auf- 
losung genügen  muss,  lassen  sich  leicht  die  besonderen  Fälle  der 
Aufgabe  ableiten,    und  aus  den  Eigenschaften  der  Involution  die- 
jenigen Bedingungen,    unter  welchen  m  und  m'  imaginär  werden, 
i^enn  wir.  daher  erwägen,  wie  schwierig  die  Auflosungsmethode 
^es  Apoll onius  ist,  die  uns  R.  Simson  in  seiner  Wiederherstel- 
lung des  betreffenden  Werkes  von  Apollonius  mittheilt,  so  möchte 
«chon  dies  Beispiel  einer  Anwendung  der  im  Vorhergehenden  ent- 
ifrickelten  geometrischen  Principien  hinreichen,   die  Allgemeinheit 
«md  Fruchtbarkeit  derselben  an  den  Tag  zu  legen. 

Aufgabe  der  Sectio  ratio nis: 

Wenn  zwei  Gerade  AL,  BL  gegeben  sind»  eine  Transver- 
sale durch  einen  Punkt  g  so  zu  ziehen,  dass  die  auf  den  beiden 
Geraden  gebildeten  Segmente,  welche  von  den  beiden  festen  Punk- 
ten dieser  Geraden  A  und  B  ausgeben^  ein  gegebenes  Verhält- 
bIss  k  haben.  i 

Nehmen  wir  auf  beiden  Geraden  zwei  zusammengehörige  und 
variahele  Punkte  a  und  a*  an,  deren  Lage  in  Beziehung  auf  die 
Punkte  A  und  B  folgende  Beziehung  gestattet: 

t   "'9 


Ba 


so  bilden  diese  Punkte  eine  homographische  Eintheilung  (1>  a.)> 
und  die  Aufgabe  ist  gelöst,  wenn  wir  durch  q  eine  Gerade  so 
ziehen  können,  dass  siq  durch  zWei  homologe  Punkte  der  Ein- 
theilungen  geht.  Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  a'  und  q  Gerade, 
deren  Durchschnittspunkte  mit  AL  im  Allgemeinen  mit  a*  bezeich- 
net werden  sollen,  so  bilden  a'  und  a*  ebenfalls  zwei  homogra- 
phische Eintheilnngen  und  desshalb  auch  a  und  a'.  Es  folgt  hier- 
aus ,  dass  nur  diejenige  Gerade  a'g  der  Aufgabe  genOgt,  welche 
einen  der  doppelten  Funkte  dieser  letzten  beiden  EintheiJungen 
trifft  und  dass  es  zwei  solche  Gerade  eiebt.  Nun  sind  zur  Con- 
struction  der  beiden  doppelten  Punkte  im  Allgemeinen  drei  Paare 
zusammengehöriger  Punkte  der  beiden  Eintneilungen  auf  AL 
nOthig  (6),  es  f^lgt  also  hieraus,  dass  man  zur  gesuchten  Gera- 
den 11* Q  erst  dann  gelangt,  wenn  man,  gleichsam  versuchsweise, 
drei  andere  construirt  hat,  und  dass  diese  geometrische  Behand- 
lung der  Aufgabe,  hinsichtlich  der  Methode,  dem  arithmetischen 
Verfahren  der  positio  falsi  nicht  unähnlich  ist. 

In  derselben  Weise  wird  auch  die  Aufgabe  der  Sectio  spatii 
behandelt,    deren  Auflösung  folgender  allgemeinen  Gleichung 
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welche  zugleich   der  Ausdruck  zweier  homographischen   Eiothei- 
luDgen  ist  (2)«   genügen  müss. , 

Der  Verfasser,  wendet  diese  Methode  der  Aufitisung  in  der 
Folge  noch  auf  einige  andere  geometrische  Aufgaben  an,  deren 
Gegenstand  von  den  erwähnten  ganz  verschieden  ist»  und  zuletzt 
noch  auf  die  Aufliisung  eines  Systemes  von  Gleichungen  des  ersten 
oder  des  zweiten  Grades. 

Die  Form  eines'  Systemes  von  Gleichungen  ersterer  Art  wird 
auf  folgende  specielle  Form  reducirt: 


^v  +  ftnar  +  v»=0. 


Nimmt  man  alsdann  an»  dass  x^  y,.,..  die  Entfernungen  von  eben 
so  vielen  Punkten  X,  F,.... ,  die'  auf  derselben  Geraden  liegen, 
in  Beziehung  auf  einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt,  bezeich- 
nen und  dass  an  der  Stelle,  von  w  in  der  letzten  Gleichung  sich 
a:*  befinde,  so  diSickt  jede  der  einzelnen  Gleichungeia,  wenn  X,  Y 
als  variabel  betrachtet  werden,  zwei  ähnliche  (homograpfaische) 
Eintheilungen  aus  (3,  a.),  und  es  folgt  atl^  denselben,  dass  auch 
die  Punkte  iX  und  X\  welcher  letztere  dem  x'  in  der  letzten 
Gleichung  entspricht,  solchen  Eintheilungen  angehören  werden. 
Erwägt  man  nun,  dass,  nach  der  Form  der  obigen  Gleichungen, 
von  allen  willkürlichen  Werthen,  welche  a:  ertheilt  werden  mögen, 
nur  derjenige  der  gesuchte  ist,  welcher  bewirkt,  dass  für  ar'  in 
der  letzten  Gleichung  derselbe  Werth  erhalten  wird,  so  wird  hier- 
aus, wenn  wir  auf  die  erwähnte  geometrische  Auffassung  der 
Werthe  .r,  y...»  zurückgehen,  folgen  müssen,  dass  der  doppelte 
Punkt  der  durch  die  letzte  Gleichung  ausgedrückten  homographi- 
schen Eintheilung  dem  gesuchten  Werthe  von  x  angehört.  Ua 
nun  zur  Bestimmung  derselben  in  diesem  besonderen  Falle  zwei 
Systeme  homologer  Punkte  nöthig  sind,  'so  werden  zwei  willkür- 
liche Annahmen  für  x  in  der  ersteren  Gleichung  zur  Bestimmung 
des  wahren  Werthes  von  x  genügen ,  und  diis  geometrische  Be- 
trachtung führt  ganz  auf  dasselbe  Resultat,  welches  die  Regel 
der  positio   falsi  für  die  gesuchte  Grösse  angiebt. 

1.     Vom    Viereck. 

In  der  Entwickelung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der  gerad- 
linigen Figuren  beginnt  der  Verfasser  mit  dem  Viereck  und  weist 
ftiT  dasselbe  einen  von  Pappus  in  anderer  Form  (Buch?,  Satz  130) 
mitgetheilten  und  bewiesenen  Lehrsatz  nach,   nämlich    folgenden: 

1.  Jede  Transversale,  welche  man  in  der  Ebene  eines  Vier- 
eckes zieht,  trifft  die  vier  Seiten  und  die  beiden  Diagonalen  in 
sechs  Punkten,  welche  in  Involution  sind.  Der  Beweis  ergiebt 
sich  durch  Betrachtung  gleicher  anharmonischer  Verhältnisse. 
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In  dem  beaonderen  Falle»  wo  die.TransTereale  durch  die  zwei 

Durcbschnittspunkte  jedes  Paares  der  Gegenseiten  geht,  .ist  jeder 

dlieser  Punkte  ein  doppelter  Punkt  der  Involution  und  dessbalb 

tiieiien  >die  Diagonalen  in   diesem  Falle  die  Transversale  in  Be- 

jstehung  auf  jene  Punkte  harmonisch. 

3.    Der  analoge  Satz   zu   dem  Tnrhergehenden  bezieht  sich 
-mxkt  ein  Strahlenbüschel   von  sechs  Geraden,   weiche   nach  den 
^vief  Ecken  und   den  beiden  Durchschnittspunkten  der  Gegensei- 
"ten  eines  Viereckes  gehen. 

3.  Liegt  das  Centrum  der  Strahlen  unendlich  entfernt,  so 
^rojiciren  die  Strahten  die  sechs  Punkte  eines  Viereckes  so  auf 
jede  Gerade,  dass  die  sechs  Projectionen  sich  in  Involution  befinden. 

4.  In  Folge  dieses  Satzes  lässt  sich  auch  die  Eigenschaft 
der  Involution  auf  die  beiden  Paare  von  Gegenecken  eines  Vier- 
eckes und  auf  die  Durchschnittspunkte  der  Gegenseiten  eines  Vier- 
eckes übertragen. 

5.  Denken  wir  uns  die  "Transversale,  welche  die  Seiten  eines 
Viereckes  durchschneidet,  unendlich  entfernt,  so  kommt  die  Rich- 
tung der  Strahlen  eines  nach  den  Durchschnittspunkten  der  Trans- 
versale auslaufenden  Strahlenbiischels  mit  der  Uichtung  der  Sei- 
ten ,und  Diagpnalen  des  Viereckes  Qberein,  so  dass  auch  diese' 
Seiten  des  Viereckes  in  Hinsicht  auf  ihre  Winkel  die  Involutions- 
gleichungen  von  sechs  Geraden  zulassen. 

II.    Vom  Dreieck. 

Die    vorhergehenden   Sätze  lassen    sich    theilweise   auf  das 
Dreieck  übertragen. 

1.  Werden  die  Seiten  eines  Dreieckes  von  einer  Transver- 
sale durchschnitten,  die  Durchschnittsounkte  der  letzteren  nach 
den  Ecken  A^  B,  C,  welche  den  Seiten  gegenüberliegen,  mit 
a,  6,  c  bezeichnet  und  das  durch  die  Transversale  abgeschnittene 
Viereck  als  urspränglicber  Figurentbeil  betrachtet,  so  lässt  sich 
auf  die  ganze  Figur  Satz  (I. ,  4.)  übertragen  und  es  ist 

aB   bC  cA 

2.  Zieht  man  durch  jede  Ecke  eines  Dreieckes  eine  belie- 
bige Gerade  nach  der  Gegenseite,  so  lässt  sich  durch  Betrach- 
tung der  Dreiecke  leicht  nachweisen,  dass  jene  Function  der  Seg- 
mente der  analog  gebildeten  Function  der  Sinusse  der  an  jenen 
Geraden  gelegenen  Winkel  gleich  ist.  Unter  Beibehaltung  der 
angegebenen  Bezeichnung  ist  also 

aB    hC^  cA  _&maAB  sin bBC  sin cCA 
^  '  bÄcß-^  QinaAC  smbBÄ'^^CB' 

80  dass 

s\naAB.ainbBC.sincCA 


si  n  a^  C  sin  bBA .  sin  cCB 


=+1 
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i8t«  wenn  jene  Geraden  nach  den  drei  Dnrchachnittspunkten  einer 
Transversale  gehen. 

3.  Drei  von  den  Ecken  eines  Drefecles  in  einen  Punkt  O  zu- 
sammenlaufende Gerade  bilden  ebenfalls  mit  den  Seiten  des  Drei- 
ecks  ein  Viereck,  welches  einen  bei  O  einspringenden  Winkel  bat, 
Für  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Viereckes  gelten  also  die  Ip- 
Toiutionsgleichungen »  weiche  aus  (I.,  5.)  folgen ,  und  es  ist  mithiB 

sin  O AB. sin  OBC.sm  OCA 
W  sin  OJC. sin  OBA. siu  OCfi^     7 

Nun  findet  aber  zwischen  den  Segmenten  der  Dreiecksseiten  und 
den  Sinussen  ihrer  Gegenwinkel  jene  Relation  (IL,  2.)  statt,  folg- 
lich gilt  auch  fär  diese  Segmente  folgende  InVolutionsgleichuDg: 

aB.bC.cA  __     - 

^^^  aC.bA.cB'^T^' 

4.  Diese  Lehrsatze  erscheinen  dann  weiter  als  besondere 
Fälle  eines  allgemeineren  Lehrsatzes,  welcher  sich  auf  zwei  Drei- 
ecke bezieht,  von  denen  das  eine  dem  anderen  umschrieben  ist 
Ist  nämlich  abc  das  eine  Dreieck  und  bezeichnet  man  die  Ecken 
des  ihm  eingeschriebenen  Dreiecks  gleichmässig  nach  einer  der 
zu  beiden  Seiten  liegenden  Ecken  des  um  dasselbe  beschriebe- 
nen Dreiecks  mit  Ay  B,  C,  so  rst 

w 

Aa   Bb    Ca sin Ci^C, sin &igi4. sin cC^ 

Ac' ßaCb'''' sin  aAß.  sin  bBC.  sin  cCA' 

Es  folgt  hierauf  eine  kurze  Betrachtung  der  Homologie  der 
Dreiecke,  in  welcher  der  Verfasser  auf  eine  einfache  Weise,  ver- 
mittelst der  Grundeigenschaften  bomographischer  Strahlenbündel, 
die  Bedingungen  der  Homologie  und  ihre  gegenseitige  Abhängig- 
keit nachweist. 

Liegen  nämlich  zwei  Dreiecke  so,  dass  die  ihre  Spitzen  ver- 
bindenden Geraden  in  einem  Punkte  zusammenlaufen,  so  durch- 
schneiden sich  ihre  Seiten  paarweise  in  Punkten,  die  auf  einer 
einzigen  Geraden  liegen,  und  umgekehrt. 

Der  Satz  lässt  sich  dadurch  nachweisen,  dass  man  zwei  Ecken 
als  Centra  homographischer  Strahlenbündel  auffasst,  je  zwei  von 
diesen  Ecken  auslaufende  Seiten  als  Strahlen  dieser  Bündel  und 
den  Durchschnittspunkt  des  dritten , Seitenpaares  gleichzeitig  als 
Durchschnittspunkt  eines  dritten  Paares  von  Strahlen;  es  müssen 
dann  die  Durchschnittspunkte  sämmtlicher  Seitenpaare,  nach  den 
in  (B.)  mitgetheilten  Erläuterungen,  in  einer  Geraden  liegen. 

Den  Durchschnittspunkt  jener  Geraden,  auf  welchen  die  Ecken 
der  Dreiecke  liegen,  bezeichnet  der  Verfasser  nach  Poncelet 
als  Centrum  der  Homologie,  die  Gerade,  welche  die  Durch- 
schnittspunkte  der  Seitenpaare  enthält,  als  Axe  der  Homolo- 
gie. Zwei  homothetische  oder  ähnliche  und  zugleich  ähnlich  ge- 
legene Dreiecke  sind  solche,  deren  Axe  der  Homologie  sich  in 
unendlicher    Entfernung   befindet. 
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Ans  den  im  Vorh«rg;ehenden  mitgetbeHten  allgemeinen  Lehrsät- 
äen  vom  Dreieck,  welche  als  Grundlage  der  Theorie  der  Transversalen 
angesehen  werden  klinnen ,  leitet;  der  Verfasser  mehrere  besondere 
Eigenschaften  des  Dreiecks  ab,  deren  Abhängigkeit  von  jenen  allge- 
zneineren  Eigenschaften  nur  in  zwei  Fällen  a.  d.  O.  nachgewiesen 
^vrerden  soll. 

Schneidet  eine  Transversale  die  'Seiten  eines  Dreiecks ,  im 
Sinne  der  früheren  Bezeicbnungsweise,  in  den  Punkten  a,  b,  c, 
WknA  sind  die  conjugirten  harmonischen  Punkte  der  letzteren  a*,  b\ 
^,  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden «  welche  die  letzteren  Punkte 
Viexiehungsweise  mit  A\  B^  C  verbinden ,  in  einem  Punkte. 

Denn  einmal  ist 


femer 


aB_      a^     bC_      b^ 

aC'^'^a'C'    bA'^'^ b'A  ®*^' 


folgUch 

a'B  VC  &A  _ 
a'C'b'A'c'B'^^^' 

and  desshalb  schneiden  sich  Aa\Bb\  C&  in  einem  Punkte.  (IL,  3.  b.) 

Liegt  die  Transversale  unendlich  entfernt,  so  bezeichnen  die 
Punkte  a\  b',  c\  wie  sich  aus  der  Betrachtung  des  harmonischen. 
Verhältnisses  leicht  ergiebt,  die  Mitten  der  drei  Dreiecksseiten, 
woraus  sich  der  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  die  drei  von  den 
Ecken  eines  Dreieckes  nach  den  Mitten  der  Gegenseiten  gehen- 
den Geraden  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 

Aus  dem  allgemeinen  Lehrsatz,  welcher  die  Relation  zwischen 
den  Sinussen  der  Winkel  dreier  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  in 
einen  Punkt  zusammenlaufender  Geraden  enthält,  ergeben  sich 
sofort  folgende  Lehrsätze: 

In  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,  welche  die  Win- 
kel des  Dreiecks  haibiren,  in  einem  , Punkte  zusammen;  dasselbe 
gilt  auch  von  den  drei  Geraden,  welche  die  Supplemente  zweier 
Winkel  und  den  dritten  Winkel  des  Dreieckes  haibiren. 

In  einem  Dreiecke  treffen  die  drei  Geraden,  welche  die  Sup- 

flemente  der  Dreieckswinkel  haibiren,  die  Gegenseiten  in  drei 
^unkten,  die  in  einer  Geraden  liegen;  dasselbe  gilt  von  den  drei 
Geraden,  welche  zwei  Dreieckswinkel  und  das  Supplement  des 
dritten  haibiren,  > 

III.    Von  den  Vielecken. 

Die  Eigenschaften  der  Vielecke   führen  auf  ähnliche  Relatio- 

'  nen.   .wie  die  am  Dreieck  entwickelten,    so  dass  diese  letzteren 

■4g  besondere  den  folgenden  allgemeineren  unterordnen  lassen. 
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1.  Wenn  eine  Trattsversate»  «die  in  regelmässiger  Aufeinan- 
derfolge genommenen  Sekten  eines  Vielecks  ABC...  in  den  In 
derselben  Ordnung  geBommeneti  Paskten  a,  6,  c...  trifft >  so  fin- 
det stets  folgende  Kelation  statt: 

oA    öB   ciC      _ 
aB'bC'cO +  ^' 


Es  Üisst  sich  leicht  zeigen  ^  4ass,  wenn  der  Lehrsatz  fifar  ein 
Vieleck  ron  n  Seiten  i^afar  ist,  derselbe  auch  für  ein  Vieleck  von 
n  +  1  Seiten  gelten  muss,  wosrausy  mit  Cücksicbt  darauf ,  dass 
derselbe  für  das  Dreieck  erwiesen  ist,  seine  allgemeine  GOltig- 
keit  folgt. 

"  In  ähnlicher  Weise  ergiebt  sieh  auch  eine  andere  allgemeine 
Relation  für  das  Vieleck,  welche  einer  früheren  am  Dreieck  nach- 
gewiesenen entspricht,  und  folgender  allgemeine  Satz,  in  welchen 
sich  beide  zusammenfassen  lassen : 

Wenn  man  durch  die  Ecken  eines  Vieleckes  ABCDEF  be- 
liebige Gerade  Aa^  Bb,*..,  zieht,  welche  sich  in  den  Ecken  eines 
zweiten,  dem  ersteren  eingeschriebenen  Vieleckes  von  gleichviel 
Seiten  schneiden,  so  findet  stets  folgende  Relation  statt.  In  wel- 
cher die  Zeichen  -f  und  —  sich  auf  eine  gerade  und  ungerade 
Seitenanzahl  beziehen : 

Aa   Bb      Ff         sin  aAF  sin  bBA     sin  f FE 
Af'Ba"Fe~''^fiiüaAjB'sinbBC""smfFA' 

Ans  den  erwähnten  Relationen  leitet  der  Verfasser  Kwei  andere 
«Sätze  ab,   von  denen  der  eine  folgender  ist: 

Wenn  man  durch  die  Ecken  eines  Vieleckes  ABC*...  belie- 
bige Gerade  Aa,  B6,  Cc,..,  zieht  und  eine  Transversale,  welche 
die  Seiten  des  ersteren  in  den  Punkten  a,  ß,  y,*.«.  und  jeike  Ge- 
raden in  den  Punkten  a,  6,  c,....  trifft,  so  findet  stets  ^witschen 
den  Sinussen  der  Winkel,  welche  die  Geraden  mit  den  Seiten 
des  Vielecks  bilden,  und  den  zwischen  den  Schenkeln  dieser 
Winkel  gelegenen  Segmenten  der  Transversale  folgende  Relation 
statt : 

smaAB  sin  bBC  sxncCD      __  ,  ««    bß  ey 
sin  aAF'  sin  bBA  '  sin  cCB  *"*     ~^a(p  '  bcc'  cß"" 

in  welcher  die  Zeichen  -f  und  —  sich  auf  eine  gerade  und  unge- 
rade Seiteuanzahl  des  Vieleckes  beziehen. 

Der  zweite  Lehrsatz  lässt  sich  so  ausdrücken: 

Nimmt  man  auf  den  Seiten  eines  Vieleckes  ABC.,,,  die  Punkte 
d,  b,  ....  und  zieht  von  einem  Punkte  O  Gerade  nach  den  Ecken 
des  Vielecks  und  nach  jenen  Punkten  a,  b,  .... ,  so  findet  zwischen 
den  Sinussen  der  Winkel,  welche  diese  Geraden  unter  sich  bilden, 
und  den  bezüglichen  Segmenten  der  Vielecksseiten  folgende  Re- 
lation statt: 

sin  aO^    sin6Q^      ^aA    bB 
sin  aOB' sin  bOC ^'bC'" 
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IV.    Gleichungen  für  die  gerade  Linie  und  den  Punkt. 

Sind  EA  und  E'B*  zwei  fei^e  Axen»  auf  tvelcfaeo  die  Punkte 
A  und  B'  willkürlich  angenommen  und  die  Punkte  E  und  £'  die 
Durchschnittspunkte   sind,    in  welchen    eine   dritte   Gerade   PP* 
diese  Axen  trifft,  so  werden   die  Durchschaittspunkte  zweier  um 
die  Pole  P  und  jP  sich  drehender  und  jene  beiden  Axen  schnei- 
dender Geraden  eine  serade  Linie  beschreiben,  wenn  je  zwei  zu- 
i9ammengehürige  Durcnschnittspuukte  auf  den  beiden  Axen  stets 
^BB  solche   Lage  zu   den   festen  Punkten  A  und  E,  Bf  und  E* 
liaben»  dass 

• 

kst  und  u,  ß,  V  constante  Co^fGcienten  sind. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  gehurt  also  Gleichung  (1) 
«einer  geraden  Linie  an. 

Liegt  die  Gerade,  auf  welcher  sich  die  Pole  befinden,  in  un- 
endlicher Entfernung,   so  dass  die  /^  unter* sich  und  ebenso  die 
J^m'  parallel  werden,  so  nimmt  die  Gleichung  der  geraden  Linie 
folgende  Gestalt '  an : 

a.Am  +  ß .B'mf  =  v.  (B.,  3.  a.) 

Fallen  die  Punkte  A  undJB'  in  einen  Punkt  O,  den  Durchschnitts- 

8 unkt  der  Axen,  zusammen,  und  ist  jede  der  beiden  Geraden, 
^ren  Durchschnittspunkte  die  gerade  Linie  erzeugen,  einer  der 
beiden  Axen  parallel,  so  stimmen  die  beiden  Segmente  Om  und 
Om^  durchaus  mit  den  von  Descartes  in  die  analytische  Geo- 
metrie eingeliihrten  Coordinaten  (iberein  und  es  ersieht  sich  aus 
dem  Vorigen,  dass  die  Gleichung  des  ersten  Grades: 

die  der  geraden  Linie  ist. 

Die  Gleichung  (!)  lässt  sich  auch  auf  mehrere  Axen  AE,  BE^, 
CE^f,,..  und  auf  mehrere  Pole  P,  P*,  /^«•...,  welche  sich  auf  der- 
selben Geraden  befinden,  ausdehnen,  wodurch  eine  Gleichung  von 
folgender  Form  entsteht: 

(2)  «£;m  +  ^Ew  +  y£^^'+-=^' 

in  welcher  alle  Co^fficienten  bis  auf  zwei  willkürlich  sein  kOnnen. 
Die  Gültigkeit  der  Relation  ergiebt  sich,  mit  Riicksicht  auf  (1), 
daraus,  aass  dieselbe  immer  für  n  +  l  Axen  gilt,  wenn  sie  für  n 
Axen  erwiesen  ist. 

Nimmt  man  auf  den  Axen  AE,  BE',,,..  beziehungsweise  die 
festen  Punkte  R,  R* ,,,,,  an  und   setzt  an  die  Stelle  der  Co^fli- 
a,  /9j....  in  der  letzten  Gleieliung  die  Werthe 
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shörige  CSerade  «tete  dureh  denselben  Punkt 
daher  die  Gleichung  (1)  alu  Gleichung  eines 

I 

A,  SB  parallel»  eo  tat  die  Gleichung  folgende: 

tt.Am+ß,Bm'=:v. 
rückt  die  Gleichung 
Am  ^      Bm' 

,  als  zwei  homologe  Punkte^  eine  li^age  der 
n  Geraden  biezeichnen  und  das«  der, Punkt  o 
3  liegt.  .. 

l)  iSsst  sich,  wie  eine  firilbere»  auch  auf  nieh- 
...  ausdehnen  und  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

m  ,  ^  Bm'  .      Cm"  . 

licienten»  bis  auf  zwei«  nlllkarlich  genommen 

i  ■    •  . ,  Atlk 

«i^.:da8S  alle  solche  VerhSItnisse,  'wie  «^t' 

1er  von   den  Punkten  A,  S  auf  die  durch  q 

hUteA  Senkrechten  gleich  sind  und  bezeichnet 

^\tß  A,  B,  Cf  .'..  S  von  der  Geraden  i^n 

90;  wird  die  vorige  Gleichung  folgende  Toiin 

Gerade  um  einen  Punkt  bewegt»  .  so 

II   mehreren  anderen  beliebigen  Punkten 

des  ersten  Grades,  in  welcher  alle  Co^f- 

,    willkürlich  genommen   werden   kOnnen. 

bewegliche  Gerade   in   allen  ihren  Lagen 

>vt  gehen,  wenn  die  Distanzen  derselben  von 

ikten  stets  untersteh  eine  homogene  Relfttion 

bilden. 

^unkte  A,  B$  €,..••  und'  die  Constauten  a,  ß, 
kann  man  eine  beliebig  grosse  Meng(e  solcher 
siehe  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summen 
3,  welche  ihre  Distanzen  von  diesen  Punkten 
zugehörigen  Coostanten  a,  /};••••  bilden,  gleich 

i  von  diesen  Punkten  auf  eine  Gerade  Perpen- 
unkte  a,6,  c,,...  sind,  so  lässt  sich  auf  dieser 
I  Punkt  ^  bestimmen,  welcher  folgender  Glei- 


«Kl 
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"^'■mj'    Kß^''WR'J'"' 
80  erhält^  man  Air  die  letzte  Gleichang: 

""'KEmERj  +  ft  \^E^''E^J  + -—^ 

Aber  auch  die  anharmonischen  Verhältnisse  der  Gleiehong 
lassen  sich  durch  andere  ersetzen,  welche  solchen  Transversalen 
angehören^  von  denen  jede  durch  denselben  Punkt  de.r  dieser 
Gleichung  an^ehurigen  geraden  Linie  geht  und  ausserdem  durch 
drei<^solche  Strahlen,  vrelche  von  einem  Pole  P  nach  den  zugehörigen 
Punkten  ^,  JEJ,  /?  gehen.  Bezeichnet  man  ein  solches  neues  anharmo- 
nisches Verhältniss,  z.  B.  das  mit  dem  ersten  in  der  letzten  Glei- 
'chung  (ibereinstimmende,  mit  * 

oM  ^ag 
eM  ' eQ* 

so  erhält  die  vorige  Gleichung  folgende  Gestalt: 

Nehmen  vrir  nun  die  Punkte  q,  ^^....  als  feste  Pole  und  die 
Geraden  A,  B,..,.,  auf  welchen  die  Durchschnittspunkte  der  Trans- 
versalen a,  6,....  liegen,  als  gegeben  an,  ferner  diejenige  Gerade, 
auf  welcher  die  Punkte  e,  c\„„  liegen,  in  unendlicher  Entfernung, 
so  echält  die  Gleichung,  mit  Rucksicht  darauf,  dass  jedes  solches 

Verhältniss,    wie   — ,  gleich  dem  Verhältniss  der  von  den  Punk- 

ten  M  und  g  auf  die  Linie  A  gelallten  Senkrechten  ist,  von  wel- 
chen die  letztere  als  constanter  Werth  in  die  Constanten  der  Glei- 
chung aufgenommen  werden  kann,   folgende  Form: 

ct.p  f  /5.p'  +  y,/>"  +  ....  =  v, 

in  welcher  p,  p\.'.'  die  von  einem  Punkte  der  geraden  Linie  auf 
die  Geraden  At  B,....  gefällten  Senkrechten  bezeichnen,  und  alle 
CoefBcienten ,  bis  auf  zwei,  willkürlich  genommen  werden  können. 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  von  jedem  Punkte 
einer  geraden  Linie  auf  feste  Axen  gefällten  Senkrechten  unter 
sich  eine  Relation  vom  ersten  Grade  bilden. 

Gleichung  für  den  Punkt.  Wenn  auf  zwei  Axen  SA, 
SB,  auf  welchen  A  und  B  zwei  feste  Punkte  bezeichnen,  zwei 
variabele  und  zusammengehörige  Punkte  m,  w/  folgender  Relation: 

Am  .  a  Bm* 
in  welcher  a,  jS,  v  constant  sind.  Genüge  leisten,  so  geht  jede  den 


m 

inkten  m,  m'  'angehörige  (Serade  ateta  durch  denselben  Punkt 
{B).    Man  kann   daher  die  Gleichung  (1)  ala  Gleichung  eines 
Jöktes  if  ansehen. 

Sind  dieAxenSily  SB  parallel,  so  ist  die  Gleichung  folgende: 

Ist  vssO,  so  drückt  die  Gleichung 

Am  ^      Bm' 
\m  "•  '*•  Sm' 


\%i  dass  A  und  jff,  als  zwei  homologe  Punktej  eine  Ijage  der 
pb  um  o  drehenden  Geraden  bezeichnen  und  dass  der  .Punkt  ^ 
il|  der  ^veradefi  ^JB  liegt. 

Die  Gleichonr  (l)  iSsst  sich«  wie  eine  frühere»  auch  auf  roeh- 
re  Axea  SA^  Sß,.*.*  ausdehnen  und  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

Arn  .  ^  Bm'  .      Cm"  . 

welcher  alle  Coöfficienten,  bis  auf  zwei,  willkOrlich  genommen 
erden  kennen. 

Am 
Erwägt  man  nun,,  dass  alle  solche.  VerhSljtnisse,   wie  ^^» 

»m  Verhältnisse  der  von  den  Punkten  A,  S  auf  die  durch  q 
Äende  Gerade  gefällten  Senkrechten  gleich  sind  und  bezeichnet 
,^  Distanzen  der  Punkte  A,  B,  C^  .<..  S  von  der  Geraden  ^ 
U'jp>  p*9  p"»  ••••  9$  so  wird  die  vorige  Gleichung  folgende  Torrn 
jiarten: 

•  -  »  - 

Wenn  sich  also  eine  Gerade  um  einen  Punkt  hewegt»  .  so 
ilden  ihre  Distanzen  von  mehreren  anderen  beliebigen  Punkten 
ine  homoeene  Relation  des  ersten  Grades,  in  welcher  alle  Co^f- 
clenten,  bis  auf  zwei,  willkürlich  genommen  werden  kOnnen. 
fmgekehrt  wird  eine  bewegliche  Gerade  in  allen  ihren  Lagen 
urcb  denselben  Punkt  gehen,  wenn  die  Distanzen  derselben  von 
lehreren  festen  Punkten  stets  unter-  sich  eine  homogene.  Relfttion 
es  ersten  Grades  bilden. 

Sind  mehrere  Punkte  A9  B,  C,....  und  die  Constanten  iv,  ß, 
,....  gegeben,  so  kann  man  eine  beliebig  grosse  Menge  solcher 
leraden  ziehen,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summen 
erjenigeo  Producte,  welche  ihre  Distanzen  von  diesen  Punkten 
I,  JB,....  mit  den  zugehörigen  Constänten  «, /},..••  bilden,  gleich 
lull  sind. 

Denn  fällt  man  von  diesen  Punkten  auf  eine  Gerade  Perpen- 
likel,  deren  Füsspunkte  a,6,  c,,...  sind,  so  lässt  sich  auf  dieser 
ireraden  immer  ein  Punkt  Qi  bestimmen,  welcher  folgender  Glei- 
bung  genügt: 

Theil  \X.  80 
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Zieht  man  nun  durch  den  Punkt  ^|  eine  mit  jeMn.P^rpendikeh 
parallele  Linie,  .«o  wird  für  diese  gerade  Linie  offenbar  die  Glei- 
chnng  gelten: 

,«.p  +  ß.j/  +  7.//'  +  ....=0, 

in  welcher  p,  p*,,-..  die  Distanzen  der  Geraden  Ton  den  Pookten 
A,  i?>....  bezeichnen.  E^  folgt  dann  aus  dem  vorigen  Satze  zo- 
gleich,  dass  alle  auf  diese  Weise  bestimmten  Linien  einen  ge« 
meinschaftlichen  Uurchschnittspunkt  q  haben  werden* 

Sind  also  mehrere  beliebige  Punkte  A,  ß,  C».*..  und  die  CoSf- 
ficlenten  a,  ß,  /»•••.  gegeben,  äo  eiebt  es  immer  einen  gewisseD 
Ponkt  p  von  der  Beschaffenheit,  dass»  wenn  man  äutcn  dieiN 
Punkt  eine  beliebige  Gerade  zieht,  die  Summe  der  Prodncti^ 
welche  man  aus  ihlren  Distanzen  von  jenen  Punkleo  j4,  M^.,^  mid 
d«o^.„«eb«nge.  Consfuteo  «.ft,-.  bilden  k»o.  »i^  gWA 

Sind  die  Punkte  A,  B, ....  materielle  Pankte,  deren  Massoi 
durch  die  Constanten  a>  ßy  y  bezeichnet  werden ,  so  ist  ^  dtr 
Schwerpunkt  dieses  Systems  von  Punkten. 

Prejicirt  man  ein  System  sokher  Punkte  A,  B,  .^.  nfid  dta 
Schwerpunkt  o  durch  parallele  Gerade  auf  eine  ftD4ef0  ^radt, 
und  sind  die  Projectionen  a,  b,.,„Qi,  so  gilt  fSr  die  Abstände 
der  Punkte  a^  6^....  von  Qi  offenbar  die  Gleichung 

'  '  .'         ■ 

dnrifh  welche  sich  Qi  als  Schwerpunkt  der  Projectionen  von  jeneQ 
Punkten  A,  B,,„.  zu  erkennen  giebt,  und  zugleich  ein' Verfahren, 
den  Schwerpunkt  eines  Systems  von  Punkten  A,  J?,....  dadurch 
zu  finden,  aass  map  diese  Punkte  auf  zwei  Gerade  projicirt  uod 
die  Schwerpunkte  der  erhaltenen  Projectionen  bestimmt.  Die  bei- 
den 80  erhaltenen  Punkte  sind  die  Projectionen  des  gesuchten 
Schwerpunktes. 

*)  Die  in  obiger  Gleichung  enthaltoHe  Behauptung  murhte  sidi  wokl. 
am  einfachsten  aus  folgender  Gleichung  ableiten  lassen ,  dereo  Bichtlf- 
beit  sieb  von  selbst  Tersteht: 

oder 

«o  dass  für 

sich  Ton  seihst  ergieht: 
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jBeweis  des  li  e li  m u s '  sehen  Satzes : 
,*  VTenn  die  Cicraden ,  die  die  zwei  VTin- 
kel  eines  Dreiecks  lialbiren  und  die  ^e- 
^enüb erliegenden  Selten  schneiden,  bis 
KU  diesen  Durchschnitten  gleich  sind 
und  gleichartig  liegen,  so  sind  die  bei- 
>-den  halbirten  YV^inkel  sicli  gleich.** 

Herrn  Ho&ath  Dr.  Claus en   zu  Dorpat. 


Die  Beweise  dieses  Satzes,  der  vor  etwa  lO  Jahren  aurge- 
stellt  wurde,  sind  eo  maiinichrultig  and  von  sn  Vielen  versucht, 
dass  xie  Tust  eine  eigene  Itleine  Literatur  bilden,  älinücli  denen 
des  Pythagoräischen  Lehrsatzes  und  der  Theorie  der  Parallel- 
linien. Noch  neulich  ist  im  letzten  November -Heft  des  „Philo- 
Aophical  Magaxine"  von  vielen  Beweisen  dieses  Satzes  die 
"Rede,  die  vor  Kurzem  in  Enfiland  als  ganz  neu  anfgestellt  wurden. 
Es  ist  daher  nicht  leicht  möglich ,  alle  Beweise  desselben  xu  ken- 
nen, weshalb  ich  eine  billige  Entschuldigung  hoffe,  falls  ich  scbap 
Bekanntes  wiederholen  sollte. 

Es  seien  die  Winkel  DAB  und  CßA  (Tat.  IV.  Fig.  L)  durch  die 
Geraden  ACuni  HD  balbirt,  der  Durchschnitt  dieser  beiden  Gera- 
den sei  G.     Nach  der  Aussage  des  Satzes  ist 

_  AG+GC=BGA^GD; 

I      Hinfolglich  Ist  immer  gleichzeitig  AG  arüsser   als    GD  und  BG 
I      grösser  als  GC;  oder  AG  kleiner  als  GD  und  BG  kleiner  aU  GC 

L      ""- 


AG-GO=BG  —  GC. 


I 


Erster  Fall.     Wenn  AG^GD. 


Sei  GF=GD,  CE~GC.    Zieht  man  ÜF  und  CE. 

stehen  z»ei  eleich^cherjklichre  Dreiecke  FGD  unA  EGC.  die  | 
,  che    Srheilelnlnkel  in    G    haheo    un.l  also   auch    tilei 
f  «n  der  Urundlinie.     Es  ist  ahn  auch  Winkel  .•li''/>=\Vinkel  BEC 
Gesetxt  nun,  die  Winkel  DAB  nnd  LBA  ngren  nicht  elekb, 

«mdeni  Winkel   Cß.4>Winkel   DAB;    also    auch   die  Hälfteii, 

Winkel  Oß^>WinkH  GAB.  In  diesem  Falle  wfire  AG'>GB, 
Land  also,  da  AF=  AG  —  GD  =  BG -- GC=  BE.  w5re  »uch 
VFOGE.  Mithin,  da  beide  Dreiecke  FGD  und  EGC  ähnlich 
'^■ind:   FD'>r.E.     Es  sei  FH=EC,    dann  ist  in  den  Dreieckea 

äF^  und  CEB:  AF  =  BE,  FHc^EC.  Winkel  /1FD=  Winkel 
t  j6£C,  also  beide  Dreiecke  gleich  und  Winkel  UAF=  Winkel 
l^HE.  Demnach  Winkel  nAF->WmVe\  CBE ,  und  also  SM 
f  jyinkel  />/lfi>  Winkel  CS /^,  welches  unserer  Annahme 
I   atreilet.     Gs  muss  also  Winkel  />^S=  Winkel  CBA  sein. 


1 


als  AG  und  CG 


[l> 

Es sb! also (Taf.lV.Fie, 2.)Winkel /)JC=Winl(eI  C.<ß,  Winkel 

CÄO  =  Winkel  />ß^   und   AC=BD.    I>ie  Winkel  ÖßC,  und 

CAD  sind  immer  spitz,   weil  jeder  doppelt  genommen  kleiner  all 

zwei  Rechte  ist.     Ehenfalls  da  DG  nicht  klein« 

\  Dicht  kleiner  als  BG ,  so  ist  der  Winkel  GDA  i 

r<G.J/)  und  der  Winkel  GCB  nicht  snisser  als  GBO,  mithin  beide 

1  spitze  Winkel.     Die   Senkrechten    GJ  auf  DA   und  GK  nuf  BC 

f  lallen  also,  jene  zwischen  A  vnAD,  und  diese  zwischen  ß  und  C- 

\  Es  sei    Gfl  senkrecht  auf  AB,  so  Ist,  «eil  Winkel  GBH  =  Ww 

F  Jtel  GBK,  GH=GK.  Ehenso,  weil  Winke!  GMff=Winkel  GAJ: 

\  QH=GJ.     Demnach  GK=GJ. 

Ich  gehrauche  jetzt  folgenden,  sehr  leicht  zu  beweisenden 
f  Bfilfssatz: 

„Wenn   In   zwei   rechtwinklichten   Dreiecken    eine 

einen    der    entsprechenden   Cathete   des 

;h  ist,    so  ist    von  den   diesen  Catheten  ge- 

Senüber    lief;ß"''ß"     Winkeln    derjenige    der    kleinere, 
er  an  der  priissem  Hypotenuse   liegt." 

Da  in  unserer  Figur  AG  ^  GC=  BG  ^^GD,  so  ist  ebenfall* 
\  'AG~BG=  DG-CG.  Es  sei  also,  wenn  möglich.  AG>BG, 
■  io  ist  auch  DOCG.  Well  nun  GJ=GK,  so  ist  vermöge  des 
I  Hüirssatzes ; 

Winkel  GAD  <  Winkel  GBO; 
„       GDA  <      „       GCB. 
Es  ist  aber  auch 

Winkel  ZJG^  =  Winkel  CGB. 
Addirt  man  diese  drei  ßcstimmungen,    so  erhält 


Catbete    des 
'   Andern  gle 
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der  drei  Winkel  des  Dreiecks  AGD   kleiner  als  die  Summe   dei 
drei  Winkel  des  Dreiecks  S&C,  welches  widersinnig  ist.   Es 
oAbo  AG^BG  sein,  wie  im  ersten   Falle. 

Wenn  die  äussern  Winkel  hulbirt  sind  uud  die  halliirenden 
Geraden  9i<.'hlilt)saunhrerTerIfingerung8chneiden,sei(Tar.IV.Fis.  3.) 
Wibkel  C.^JW=W^nkel  CAD;  Winkel  Oßi=  Winkel  DBC; 
nnd  AC=BD.  Eh  schneiden  siih  die  verlängerten  AC  und  BD 
In  G.  Fällt  man  von  G  nuf  AI),  BC  und  AB  die  senkrechten 
Geraden  GJ,  GK,  GH,  so  ist.  da  Winkel  DÖ/.  =  Winkel  GBH 

Winkel  />ß6'=  Winkel  GflÄ:  GH=GK.  Eben  so,  weil  Win- 
hfiV  CAM=  Winkel  HAG=  Winkel  CiJ/>=  Winket  GJJ:  GH 

GJ.  Also  anch  GJ^GK.  Es  sei  nun,  ivenn  möglieh,  AG^BG, 
jllso  auch,  da  CA^BD,  GC>GD.  ninfolglich  in  denrechtwhik- 
«chten  Dreiecken  CGK  und  DGJ,  da  GK=GJ,  vermöjite  des 
aalfMBlEee:  Winkel  GCk  <  Winkel  GDJ.  Ehen  so  ist  in  den 
nditwin  klickten  Dreiecken  GAJ  und  GBK  Winkel  £.'^7:=Wifl- 
bei  C^/J<  Winkel  6'£A:  oder  Winkel  />fir.  Da  nun  in  den 
Dreiecken  ANC  und  BISO  die'  Winkel  an  N  sich  gleich  sind, 
ffürde  die  Summe  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  AlfC  kleiner 
als  die  Summe  der  drei  Winkel  des  Dreiecks  BISD  sein,  welches 
widersinnig  ist.  Es  muss  also  AG^BG  sein,  also  auch  Winkel 
€JÄ=  Winkel  GBA  oder  Winkel  CAM=  Winkel  CAD  = 
Winkel  DBL  =: Winkel  CBÜ. mitfain  Winkel  CBh  =  \9\uk^\DAM. 

F(ir  diese  drei  Fülle,  welches  die  einzigen  sind,  in  denen  die 
gleichen  halbirenden  GeradeJi  gleichartig  liegen,  ist  also  dießich- 
Qglteit    des    Satzes    erwiesen. 


I 


I 

'iir«>>ii«>)i 
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Jfeoes  Theorem  über  den  C^renzüber* 
^ang  in  unendlicben  Beiben. 

Von 
Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer   nii   Act  Kcnlschiilc  xu  Stralaund. 


''^fi  den  drei  in  diesem  Thelle  des  Archivs  S.  43  Ton  mir  ent- 
F wickelten  Theoremen,  hetreßend  die  GrenzOhergSnge  in  unend' 
Fliehen  conver£;enlen  Reiben,  fiige  ich  noch  ein  viertes  von  ziem- 
[  lieh  ausgedehnter  Anwendung. 
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««Es  seien  q>i(s),fp%(ah  ^tM»  ^^^  Funktionen  vea  s, 
die  eich  beetimmteb  endlichen  Grenzen  IAm<pi(x),IAxfk^(»), 
Lini9>3(^;  etc.  nähern,  wenn  x  gegen  die  Grenze  |  ^eht 
und  von  einem  gewissen  Werth  des  x  an  immer  posi- 
tiv aasfallen«  jede  dieser  Punktionen  sei  ferner  Klei- 
ner als  die  vornergebende«  und  911(0?}  werde  nnendlid 
klein«  indem  n  unendlich  gross  wird«  so  dass  also  die 
Reihe 

(1)  g>i(x)  --^{x) +g)t(^)  —  «tc- 

für  alle  x  in  der  Mähe  von  g  convergent  Ist   Wenonna 

(2)  lAmipiix) — Llmg>a(^)  +  Lim9>j(a?)— etc. 

ebenfalls  eine  convereente  Reihe  Ist«  so  wird  ihre 
Snrome  s=iL\mf\x)  seln^  indem  fix)  die  Summe  der  Reibt 

(1)    Ist«  V 

Um  dies  zu  erweisen^  bezeichnen  wir  allgemein 

ipx  (jt)  —  9^2(0:)  +  •. V  db  9«  («a?)  ölt  sm  9 
Lim  ipi  (x)  —  Li  m  q>2(x)  4-  ••».  Jb  I^in^  g>m  (x)  mit  (htf* 

Für  beliebige  Wertbe  von  n  und  x  ist  dann  i9a</(^Xto-fi* 
Da  Cm  sich  der  Grenze  L^=:h\m^(x)  —Limtp^lx)  -|-  ifl  int  uSmä^ 
wenn  m  ins  Unendliche  wächst,  so  kann  man«  indem  b  eim^  bt? 
liebig  kleine 
nehmen^ 

Da  ferner  -„.       ^„,  ^^. -,     ^  

klein  gemacht  werden  kann,  so  kann  man  |  —  x  hinreichend^ klein 
nehmen,  damit  gleichzeitig  «2n  >  (S2n  —  U  und  «2n-f  1  < <f2n-f  1  +  «^ 
werde.  Hieraus  folgt  S2nS  L  —  ^  ^"^  ^n-\-i'^L'{-s,  also  ist  nach 
dem  Obigen  auch 

i— f  <  /(o:)  <  1/  +  6  oder  —  c  <  /'(or)  —  X*  <  +  e. 

Dies  Resultat  zeigt  an«  dess  f{x)  —  L  heüebig  klein  gemacht 
werden  kann,  wenn  man  nur  ^—x  hinreichend  klein  macht;  folg- 
lich ist  L^L\mf{x)n 

Ein  ähnliches  Theorem  ist  das  folgende:     - 

„Es  sei  fix, n)  =  q)i(x)  —  q>^x)  +  q>^{x)  — ....  +  ^n{x)  eine 
endliche  Reihe,  deren  Glieder  Funktionen  von  x  sind, 
es  sei  aber  die  Anzahl  der  Glieder  (n)  eine  Funktion 
von  X9  so  dass  n  immerwährend  wächst  und  unendlich 
gross  wird,  indem  x  sich  dem  Wertbe  |  nähert;  wie  viel 
Glieder  die  Reihe  nun  auch  haben  mag,  wir  nehmen  an, 
dass  sie  abwechselnde  Vorzeichen  haben,  absolut  im- 
mer kleiner  und  unendlich  klein  werden.  Wenn  unter 
diesen  Voraussetzungen 

Lim9i(;r)  —  Lim9)2(<^)4'LUn93(^)-^etc% 
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Summe  :=nljimf{xyn)  seln^'*  1 .  ?      , 


I      L 


Dies  zu  erweisen,  bezeichnen  wir,  wie  oben,  allgemein  f(x,rn) 

mit  Jm  imd  L\mq>i{s)'^lAmw2(x)  +^im:t^^9^i^)'^*^  ^m**  B®~ 
deutet  nun  m  eine  ganze  ZanI,  so  dass  2m  -f  1  "^  'i  ist,  so  hat 
man  jfsip '^ 'n  <  «2'"+i*  '^^  die' Summe  der  unendlichen  Reihe 
Ij\mq>i(x)  —  Ij\mg>2(a:)  •{■  etc,=z  L,  €  eine  positive  beliebig  kleine 
Grosse,  so.  kann  man  m  gross  gesug  nehmen,  dass  gleichzeitig 
a2m'>  L—U  und  c^m-^iKL  +  U  werde;  ferner  kann  man  bei 
constant  bleibendem  m  nie  Grösse  | — a:  klein  genug  nehmen,  dass 
ffleichzeitig  S2m^  c^pt  —  ^B  und  s^m^i  K^hmi-i+i^  werde.  Hienacb 
ist  i^m  >  £— €  und  dfam+i  <!/+€;  wenn  nun  n  gfiisser  als  2m-f:l 
gedacht  wird,   so  folgt  nach  dem  Obigen 

folglich 

Eine  specielle  Anwendung  von  diesem  Theoreme  kommt  in 
der  Abhanainng  von  Dirichlet  tat,  betitelt:  „Sur  la  conver- 
gence  des  serles   trigoiiometriques    qui  servent  ä  re- 

Sr^senter    une    fonction    arbitraire    entre    des    limttes 
onkiöes.'^    (Crelie's  Journal   Band  IV.   p.  157.;     Bedeutet 

nämlich  h  eine  positive  Zahl  nicht  grosser  als  5-9    f(ß)    ^ine   von 

ß=:0  bis  j3=A  stetige,  positiv  bleibende  und  fortwährend  abneh- 
meiMte  Fimktlon  von  ^«  so  kommt  ea>  in  dieser  Abhandlang  dar- 
aaC.nii,  die  Grenze  des  bestimmten  Integrals 


■';■»' 


M- 


/'Sfw?: . 


ZQ  bestimmen,  iildem  die  poisiitlve  Gr^se  i  ins  Unendliche  wächst. 
Zu  dem  Ende  theilt  Dirichlet  das  Integtal  wie  folgt: 


7t  .  2n 


/'5f«ß*=/'Sf /»*+/ '  *f/w+.. 


7C 


••-/''^/wo+r^ww. 


(^. 


9K  '•'■■•  *B 

WO  -r-  das  grosste  in  k  (snthaUeoe  Vielbdi«  l^on  7  ist 

Dif)  Integrale  rechteir  Hand  sind  ahwechBcM  positiv  nod  Her. 
gatiy«,  :)e4€ts  devselbe«  ist  fthsolnt  kleto^r  »Is  da»  vorhergehende^ 
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Wird  t  gr5s8ttr9   so  ändern  sie  immerwfthreBd  ihre  Worthe»  wäh- 
rend ihre  Anzahl  in*s  Unendliche  wächst 

'•^j^/l[/J)8jJ  findet  sich 


(^D? 


-f^^^^ß'^T' 


Nach  unserm  Tlieoreni  ist  folglich 


TZ  ^71 


=/lO)/*'-^ay=5AO). 


■  >. 


Abel  hat  in  seinen  Untersuchungen  über  die  Binomialreihe^ 
(Crelle's  Journal  Band  i.  p.  311  ff.)  einige  Sätze  über  die  Ste- 
tigkeit und  Convergenz  der  unendlichen  Potenzreihen  aufgestellt, 
die  wir  in  dem  Umfange »  der  ihnen  dort  gegeben  wird,  gegen- 
wärtig noch  nicht  für  begründet  halten  können.  Abel  sagt  erstens 
! Lehrsatz  IV.) :  ,,  Wenn  die  unendliche  Reihe  ctq  4-  ^1^+  a^x^-\eic 
ur  einen  gewissen  Werth  von  x  (ß)  cbnvergent  ist»  so  wird  sie 
auch  für  jeden  (absolut)  kleineren  \yerth  von  x  convergiren.'* 
Zweitens:  »^Innerhalb  der  Grenzen  der  Convergenz  ist  die  Reihe 
überall  eine  stetige  Funktion  von  x,*^  —•  Die  gegebenen  Beweise 
sind  entschieden  unrichtig,  wie  der  Leser  leicht  finden  wird;  aus 
dem  Beweise  für  den  ersten  Satz  geht  u.  A.  blos  hervor ,  dass 
die  Reibe  nicht  unendlich  gross  ist,  wobei  sie  aber  oscilliren  kann. 

Nach  meinen  bisherigen  Untersuchungen  über  diesen  Gegen? 
stand  in  diesem  Bande  oes  Archivs  a.  a.  O.  ist  nur  festgestellt, 
dass  die  unendliche  Potenzenreibe  («o  "f  ^i^  ~h  ^^^  +  ••••)  in  dem 
Intervall  der  Convergenz  überall  eine  stetige  Funktion  von  x  ist, 
wenn  die  Convergenz  noch  statt  findet,  nachdem  alle 
Glieder  auf  ihre  numerischen  Werthe  reducirt  sind. 
Nach  dem  ersten  Theorem  kann  man  diese  letztere  Bedingung 
fallen  lassen,  wenn  die  Glieder  abwechselnde  Zeichen  haben,  fort- 
während kleiner  und  unendlich  klein  werden. 

Die  erwähnte  Bedingung  wird  indessen  in  der  Regel  erfüllt 
sein.  Sind  nämlich  Aq,  At,  A^,,,,.  die  absoluten  Werthe'  der  Co^f- 
fictenten,  so  können  drei  Fälle  unterschieden  werden,  nämlich 


MS 

1)  Dm  Verhfiltntss  ^r^  bleibt  bei  unendlich  werdendem  n 

kleiner  als  eine  bestimmte  endliche  GrDsse  L  ^wobei  es  sich  einer 
nse  nicht  zu  nähern  braucht)»   alsdann  convergirt  die  Reihe 

r  absoluten  Werthe  sicher  zwischen  :r:= — 7  und:r=s-|-y^  und 
nser  Theorem  findet  Anwendung. 


2)  Das  Verhältniss  wird  unendlich  gross;  alsdann  convergirt 
^ie  Reihe  für  Iceinen  \Vert|i:  von  :r  und  von  Stetigkeit  kann  dem- 
■Dach  auch  nicht  die  Rede-'äelnl.  DaUn  gehOrt  z.  B.  die  Reibe 
-=r  +  1.23:«+l.2.3a:»+ 1.2.3.40:*+ etc. 

:      V  ■      ■  •  '■■■■'•.■■ 

3)  Es  findet  wede^  der  erste  Fall  stati^  noch  der  zweite.  |}nter 
^lesier  Voraussetzung  kOnneh  wir  p[egenwirtit  weder  libM  dfe  Con- 
^^erffenz  noch  über  die  Stetigkeit  etwas  Allgemeines  feststellen, 
kleinen    dieser  Art  kommen   in  der  Analysis  freilich  selten  vor. 

Eine  solche  Reihe  w8red9  4  i«^-f-2jr'-fi^-h9jrH{^*-f  etc.,  welche 
oflTenbar  convergent  ist  von  0?=: — 1  bis  ar  +  l. 

Es  wird  häufig  behauptet«  dass  zwei  unendliche  Reihen 
HA  +  fli^ + «^9^  +  •••• »  60  +  ^1^  +  ^a^*  +  ••••  identisch  sein  müssen, 
also  ao=?Ao»,  ai  =  A|»  a^ss^  etc.»  wenn  sie  in  .einem.  Intervall 
voq  ^=0  bis  xz=ii  convergent.  bleiben  und  filr  dieselben  Werthe 
von  X  immer-  gleiche  Werthe  haben.  DiesmOsste  darauf  beruhen, 
dfäss  die  Summe  der  unendlichen  convergenten  Reihe  ji^o?-f;/t^* 
H|-yi^'+*««*  mit  X  zugleich  gegen  Null  convergirt  Aber  dies  musJEt 
npon  zweifelhaft  bleiben  in  den  Fällen  ^ob  solche  Fälle  m5g|ich, 
isj^  freilich  auch  noch  fragliches  wo  die  Reihe  nicht  mehr  coj^ver« 
genf  bleibt,  wenn  mau  ailei  Glieder  auf  die  numeriscben  Werthe 
reducirt 


» 


I  ■  : 

'," .  •  •  ■  :■  ■  u  ■    .     ■         :  •     . 

t-        .      '.  .  ■  ■    ■■  •  •         ■  t  .. 

;    i  .      ■  1  •  '  ■  ■      . 


•i 


..  '      . 


i     •■■'•■•..      V.  ;  ;       ,, 


[  liösnng  einer  Aufgabe  aiis  derZahlen- 
tbeorie  auf  geometrischem  W^ege. 


■'  I  "'Hemi  Dr.  H.  Bnrbenne, 

Lehrer  dn  HRthcraiil 

K  Riifi  <n 


■   höheren  GeHerbi'«KhuTe   i 


i 


'jlaf'drei  sich  rechtwinklig   schneidenden  Axen   irerden 

lichaniichen  DurthsthniUspuritte  aus  die  den  ganzcD  ZaB- 
,  y,  I  enf sprechenden  Längen  abgetragen,  und  zwar  kann 
dies  in  jedem  der  durch  die  sechs  Axen-Ähschnitte  bestimraten 
adit  Raunioctanteo  {geschehen.  Drei  solche  Axenabsdinitte  in  ir- 
gend  einem  Oclanten  bestimmen  die  Dimensionen  eines  recht- 
inbli^en  Paralleleiiipedes,  dessen  Eckdurchnieaser  mit  A  bezeich- 


net werde, 


a  dase 


fi  =  V:r»  +  ffa  +  ^' 


ist.  Denkt  man  sich  x,  y,  z  als  Griisaen  van  Kr&ften  in  den 
Richtungen  der  drei  Axen,  so  stellt  R  die  Resultirende  vor.  Der 
Strahl  R  bildet  mit  den  Axen  Winkel,  deren  Cosinns  in  demsel- 
ben Verhältnisse  wie  die  Grü^sen  x,  v,  i  stehen-  Indem  x,  y,  t 
sich  Sndern ,  resultireii  vom  Durcbsctinittspunkte  der  Axen  als 
Anfaniiapunkte  aus  unzählig;  viele  Strahlen,  deren  Län$;en  R  tbeils 
rational,  tbeils  irrational  sind  und  welche  uoterernander  theils  in 
rationalem,  theils  in  irrationalem  Verhältnisse  stehen.  Es  sollen 
nun  all^remein  zwei  Strahlen,  deren  Verhällniss  ein  rationales  ist, 
untersucht  werden.  Wir  betrachten  irgend  einen  Strahl  R' ,  für 
welchen  die  Grüssen  x,y,z  die  bestimmten  Wertbe  a,b,c  haben, 
so  dass 


R'  —  V^«  +  A«+c« 
ist,  nnd  Bachen  dazu  alle  müglichen  Resultirenden 


nnter  der  Bedingung,    daes   R  nnd 


eioeni  rationalen  Ver- 


fifiltnisse  zu  einander  atehent  das  hciMst,   wir  verlangen  die 
l<Isung  der  unbeetimmten  Gleichung 

a-«+y«  +  i'  =  (a'  +  6*  +  c>* 


ein t'aeh stell  Eigenech alten 
«ines  ins  Au^-e  zu  lassen. 

Jeden  der  unzfihlif^en  Strahlen,  fSr  welchen  das  Verh&ltnisa 
ticr  X,  y,  t  ein  rationales,  also  in  ganzen  Zahlen  ausdrückbares 
Ut,  »ofleti  nir  kurz  einen  gesetzlichen  Strahl  nennen.  Zwei  Strah- 
len, welche  in  derselben  geraden  Linie  auf  eutgegengesstzten 
Selten  des  Mittelpunktes  liegen,  haben  gleiche  Länee.  Sind  zwei 
Strahlen  gesetzliche,  so  ist  auch  der  zn  beiiien  seuLrccbte  Strahl 
ein  gesetzlk'her.  Zerlegt  man  einen  gesetzlichen  Strahl  (wie  beim 
Paralleloeramme  oder  Parallelepipede  der  Kräfte)  in  irgend  andere 
geBetzlicue  Strahlen,  so  werden  von  diesen  rationale  (ganze  oder 
gebrochene)  Vielfache  ihrer  Länge  abgeschnitten.  Nimmt  i 
von  gesetzlichen  Strahlen  rationale  Vielfache  ihrer  Länge,  so 
der  resullirende  Strahl  ein  gesetzlicher  und  seine  LSnge  ist  t 
'  '"    ^  i  derjenigen  LSnge,    ivomit  ei  •       —        • 

ergiebt  sich  leicht  Folgende» 


so  ist 


VielfajMte  derjenigen  LSnge,  ivomlt  er  aus  den  Grundasen  r^sul- 
tirt.     ]^P  ei   '   ' 

Sind  irgend  zwei  Strahlen  R  und  li'  gesetzliche  von  gleicher 
Grundlnnge,  so  ist  auch  der  ihren  Winkel  halbirende  Strahl  R" 
Aa  gesetzlicher. 

Wird  der  Winkel  zweier  Strahlen  R  und  R'  vom  Strahle  R" 
balhirt  und  es  sind  R  und  R"  gesetzliche  Strahlen,  so  ist  auch 
R'  ein  gesetzlicher  Strahl,  welcher  mit  R  in  einem  rationalen 
Verhältnisse  steht.  Nämllcb  da  R  und  R'  symmetrisch  liegen 
in  Beziehung  auf  R",  ^a  zerlegt  siefc  R  in  den  Strahl  R"  und 
den  dazu  senkrechten  Strahl  r,  der  auch  ein  gesetzlicher  ist,  auf 
gleiche  Weise,  wie  eine  gleiche  Länue  von  R,'  sich  zulegt  in  R" 
und  den  (legenstrahl  von  r,  der  auch  ein  gesefzlicher  ist. 

Um  also  zu  einem  gegebenen  Strahle  R'  sSmmlliche  Strahle» 
R  zu  Coden  1  welche  zu  R'  in  rationalem  VerhKllnisse  stehen, 
braucht  man  nur  irgend  einen  gesetzlichen  Strahl  JZ"  zu  nehmen 
und  R  so  zu  legen,  dass  R"  den  Winkel  von  R  and  W 
balhirt. 

Die  Projectioiien  des  Strahles  R'  auf  die  Axen  seien  a,  b,  c, 
die  des  Strahle«  R"  seien  tn,  n,  ^,  wo  m,  n,  p  beliehtge  ganze 
ZahUn  vorstelleu    und   die  Prnjectiutien  des  Strahles  ß  seien  x, 

«,  1.  Wenn  nun  R"  den  Wiiikel  der  beiden  anderen  Strahlen 
albirt,  so  erbült  man  für  das  Verhfiltniss  der  x,  y,  t  aus  den 
Formeln  der  sphärischen  Trigonoffletrie: 

x^'2m(am  f  An+cp)-a{Hi»+»«+p')- 
('  ■  s  =2p(nM  +  fin-ttp)— c(«*+tt'+;»»). 


i«8 


/Diei«  Werfbe  Uteen  die  obigv^GleieBang 


■        •       •  ... 

iD  ganzen  Zahlen  auf«  wobei  es  natfirllcb  nur  auf  das  Verhältnies 

^isrj^y,  2  (abgesehen  Tom 'Vorzeichen)  ankommt 
Man  erhält: 


Da  in  demselben  Raumoctanlien  Strahlen,  von  jeder  Länge 
aiiffret^n'y'  so  braucht  niaii  för  iM,  n^p  keine  i^egativen,  sondern 
mir  alle  mCglichen  positlviB»n  ganzen' Zahlen'  zu  setzen. 


D^e  Tötlsteheilde  Betracbtong  könnte  auth  auf  eure  Verallge- 
iheinerte  Weise  dargestlellt  werden»  aber  idi  wollte  hier  nur  auf 
die  Idee  hindeuten;  wii^  die  geometrischen  Eigenschaften  eines 
ff^dkeh  StrablenyeretrieÄ'iu^  Auffindung  numerischer  Gesetze  be- 
iiiit)Bt  werden  können.  -'■ 


,;  "1  ■     ■ 


» t  •  .  ■  ■     •        ■     I .  i 


e 


I  ■       .  ■     ■      •  ■  :  ■  •        . 

•  ■  ■     1  •  ■ 

*■  •  .  ,  .  •  ,  •  ••  -  ■.  }. 


Veliahgsaiifgralien  für  Schiller« 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Oskar  Schlomilch, 

an  der  poljtechiitscheB  Schule  zu  Drecden. 


In  der  ziveiten  Auflage  von  Herrn  Professor  Kunze's  schätz- 
barem  Lebrbuche  der  Geometrie  findet  sich  8.  331  nachste- 
hende historische  Notiz« 

„Albert  Gerhard  stellt  in  seinen  Zusätzen  zu  Ste- 
vin's  Werken  (Les  Oeuvres  IVIatheroatiques  de  Si- 
mon Stevirl  ietc.  par  Albert  Girard.  A  Leyde  16*34, 
fol.  pag.  169)  folgende  Reibe  Ton  Zahlen  avif,  in  welcher 
jedes  GFied,  vom  dritten  an,  durch  Addition  der  beiden 
vorhergehenden  (Glieder)  gebildet  wird: 


0.  1.  1.  9,  3,  5.  8,  13.  31.  34.  88.  89 


f  •••• 


' .  •  I 


•J 


.und  behauptet  von  Uir»  dM«i  |e  4mi  aufeinander  folgende 
Zahlen  näherungaweja  die  Verhlltnieaglleiler  einer  nach 
stetiger  Proportion  )<etbelRen  Linie  darstellen.  Wenn  a.  B. 
die  ganze  Linie  89  Tat,  ao  ist  nlhemngai^ela  68  der  grOa* 
aere  und  34  der  kleinere  Abaehnitt,  Indiim  belaabe  AaPro- 
porlioo  gilt89:»=xB5s34'u.a.  wJ«  < 

Beael6hhen   wfr'  dl^   bMgefh  ZahleVi  der  iRtike  nacfi  aplt  T^ 
Ti»  7a>  etc.»  ao  ist  einerselta 

(1)  TMOi  T^^t.  TnU"^  lt+i+ V«; 
ilMHriirhelta  fifr  uneikdlich  wächsende  n: 

(2)  Lim  J^  =  4(V8--l)   oder  Lim.^  =  t(V8+l). 

.Fflf  den. Beweis,  der  letzteren  Eigenschaft  berqft  sich  Herr 
Pritfessof  Knnze  auf  die  VerwahdRing  von  {(V^^IXin  einen 
Kett^nhnieli,  doch- ist  dies  eiq  iinauth)ger  UaiwM,  dttimdie  Glei- 
chung (2)  folgt  unmittelbar  aus  der  Beziehung  'ii-l-a—  ' «-f i  *f  ^n« 
Einlies  Interesse  dfirfte  vielleicht  die  iodependent^  Torrn  der  obi* 
^ZikM«n 'besitzet;  ich  theil^'rfe  hi^'Mff.'WStl  s1^  ifi'dem  obi- 
gen Werke  nicht  angegeben  ist  una^vvM)  Ihfe^llerl^ifnng'iTr'so- 
fem  eine  passende  SchOleraufgabe  bildet,  ala  ea  dazu  nur  der 
Kenntniaa  oes  binomischen  Satzea  für  ganze  poaitive  Exponenten 

und  der  unendlichen  Reihe  fOr  ) bedarf. 

1  — % 


Bezeichnen  wir  die  BinooiiAl^o^iBcienten  1»  m,  tiii(ifi— 1)»  u. 
a.  w.  mit  (m)o  •  (m)| »  (m)«  etc.  y  so  Ist 

(3)  T^i  =  (»)o  +  («-l)i  +  («-2), + (n-S),  + .... 

oder  auch 

Etwas  allgemeiner  wird  die  Sache»  wenn  man  die  Zahlenreihe 
V^t  Ug,  Uf^,  etc.  nach  dem  Gesetae 

(5)  C7,=0.    17,=V    ü,,,^,Ü^H.ßün 

Uldet;  ea  ist  dann  flir  pbaitiv«  a  md  ß:  •  •  ' 


.•I       •..  .  ..il.,.,;-      .;+:(|t«-3)|*»-«^ +...., 


nnd  aach     .•--'  .«.;.    ''•'.    '••■  ..'.*   .^    '"   * 


•     I 


^.  •  ...!,•      i,;k       «_  ^-^;  Z*^  l  ■  f  ^r    l.--it.|ii  ■   I    '.'"-'•  - 

^  ■:,••:"'•!..'■».•■•*.••■•♦'.■   J  .      '  *  ■        ■*  i     •     ■    ,  •   ■!• 

>    ;  BMel:MUii;  eiidiieh.die.2ftUenreibelF(y,>Ti»  F«»...:.  ^mf  dl« 
Weise,   daas  Vq  und  F|  jeanz  bdltebig  mlben  qua  <Ke  fibrieen 

«o  giif  die  Giei<ihung:  .;     .    , 

(8)  v»'p=Ti>D^i  +  (Fi-€fro)J7.,. 

worb  (7 die  vorige  Bedeutung  h»t.  ,,lil{l^)  lfm»  dj)j((lr  aiieli  «dveibe«: 

(9)  F«=FoPii+ FiQ.. 

.■.••..  i  ■      •      ■  .  ■  . 

und  darin  ist 


P«c;(»— ?)„«r-*P+ (»-r3)i«r-%+ («— 4)i,«"-«<J»,+^ 


«•-~l)oa"  +  («■*-S)iW-^/»'+  («ii-ay,«"<-T*j8>+-.- 


.  '1   ■>..■ 


'irw^  ans  Üiaii.<>bigep  itomitteibar  Folgtf.  ei^nab  lei<;l|t  iu^  jfm 
^giß^l€i$$enpi  Vptmw  &is  Pk  und  Qm 

t*  .       ;,::(     •     .       •      ■■  ■?:•  •     "•'    ■'       ■     '  "       .   (.:  .*.•   ;   .■  '     ■   :  ^  -       T       •■.ü'-i  •»' 


.1.  .  : 


f  :*  \  . 

■      •■  •  '  •         ■  .         :     .  .  .       j 


*  - 1  •  •  •  ■  • . 


.>    .    .< 


m  J  s  c  e  1 1  e 


Schreiben   des  Herrn  Director  Nagel  an  der  Realschule 

zu  Ulm  911  den  HArausgeb^r^      ;  - 

Der  bekannte  Lehrsatz:  Wenn  .die  Halbirungsliaien 
zweier  Winkel  eine^  Dreiecks  einander  gleich  sind,  so 
ist  das  Dreieck  gleichschenklig,    bat  seiner  Zeit  viele  Fe- 
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.  d«rn  in  fietvegung  gesetzt,  ohne  da*s,  so  viel  mir  brkunt  i&t, 
ein  Beweis  gefunden  Horden  tiSre,  n«1cher  den  Namen  eines 
walirliaft  elementaren  vom  Standpunkte  der  reinen  Ueometrie  aas 
verdiente.  Ich  glaube,  dass  es  mir  gelungen  ist,  einen  solchen 
zu  linden,  nnil  bltle  Sie,  denselbeti  in  llire  ^eschfitzte  J^eitschrin 
aufzuiiehnien,  ivenn  Sie  ihn  für  tverth  halten,  die  Aufmerksam- 
keit Anderer  auf  sich  zu  ziehen. 

Ich  gebe  von  zivei  bekannten  Eigenschaften  der  Hatbirane«' 
t'mie  eines  Winkels  aus,  welche  in  Beziehung  auf  die  nebensteh- 
ende Figur  sich  wie  fulgt   augdrGcken  lassen : 

Wenn(Tar,lV.  Fig.4.)imA-4-ßCeinWinkel  ^BCdurch 
£0  halbirt.  die  Hälbirungslinie  verlängert  wird,  bi» 
sie  den  um  A  ^ßC  beschriebenen  Kreis  in  E  trifft  und 
C£  gezogen  n  ird,    so  ist 

\)  BD.BE=AB.BC,    '2)  BE.DE=CE*. 

Das  erste  ergibt  «ich  bekanntlich  einfach  aus  der  Aehnlich- 
keit  der  Dreiecke  BCE  und  ABD,  das  zweite  ebenso  aus  der 
Aeholkhkeit  von  A  CDE  und  A  BCE. 

Beides  vorausgesetzt  ergeben  sich  folgende  swei  elniiiahe 
Lehrsätze : 

Lehrtatx  I. 

Wenn  (Tat  IV.  Tig.  SO  die  Halbirungslinien  BD,  CF 
der  beiden  Winkel  ^£C,  ^CB  eines  Dreiecks ^0C  ein- 
ander gleich  sind,  so  «ind  auch  ihre  Verlängerungeo 
DE,  FG  bis  an  die  Peripherie  des  um  A  ^ÄC  beschrie- 
benen Kreises  einander  gleich. 

Beweis. 
Wäre  DE  nicht  =f  G,  so  wäre  DE  ^  FG.   Im  ersten  Falle 


wäre  anch  BE^CG,  weil  BD=CF  wi,  also  wäre  BE.BD-> 
CG.  er  und  BE.DE'^CV.FG.  Daher  wäre  auch  AB.BC> 
^C.BC  (s.  oben  Satz  l.)  und  Ct:*>ÄG*(s.  oben  Satz2.).  Wesen  . 
des  ersten  wäre  AB>AC,  wegen  des  zweiten  aber  CE> BG, 
also  auch  ACBE<.  ^BCG ').  folglich  auch  2  ^  CBE-> 
2  ^  BCC,  d.  h.  Z  ABO  ^  ACB.  und  daher  ACy  AB  ;  folglich, 
da  nicht  beides  zugleich  stattßnden  kann,  kann  auch  DE  nicht 
>  FG  sein.  Ebenso  wird  bewiesen,  dass  DE  nicht  <fG  sein 
kann,  weil  sonst  wieder  zugleich  AB <,AC  und  AC^AB  sein 
müsste.    Folglich  rouss  DEz^FG  sein. 

Lehrsatz    II. 
Wenn  die  HalbirnngsliDien  BD,  CFiet  beiden  Wtn- 


I 
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ker  ABC  iiCiff  i  eines  Drelebks  ABC  ein  au  der  gleich 
fi4ndy8ee1ncl"fl!eee  Winkel  eelbet  einander  gleick  od«? 
tk  ABC  tut  glefrchachenkiig. 


••      .  •      ;'■■..     'B-ewel«.  ■..  •  •      ■     •      , 

Da  BDzsiCF  ist»  »o  ist  (nacK'  dem  yörifrien  Lehreatze)  auch 
tmr^^FG^  alsQ  lui^  BE9=iCGy  UA^Wxkk^E.DE^  CG.FG, 
4;ii.  .(?£>:ä:|i»C  alsnietauch  CE:giBG,  und  daher  ^  CBE 
:=  Z  BCG,  also  aueh  2  ^  CBEifs^  2  4^  BCG,  d.  b.  ^  ^C 
rf  A^A^B  oder  ^^JBC  gletcb^ebenkUg. 

j     '     •  . '  .  '  ■    .    •  '       • 

■  '  1!     .  »•  i       ;  ■:.;'.         .  .    t  i  ■.:;!.«'.■■ 


Einige   kleine  Notizen    von   Herrn   Hofrath   Dr.  Clansen 

f    *  f  .■•«-■.*•■  ••  ■••  «..  *  -*• 

I  •    *  1      ^    . .  ■     ■ '.  •  I  ,      ,   '  f    .  ,    »  .  *  ■•  ,  '       ■        .    .      r  :  i 

^^ 

Im  15ten  Bande  des  Arckira  p;  47&  -fehlt  die"  DetemhMMte 

(3447)«— 307(173)«  = —4. 

'»«■■•■   .V 
Doctor  Arndt   hat  die  GaossÜBchen  Zahlen  Disqnis.  aritbm. 

'.p.^  40ptf  «/jiremnthlij^h .  ni^bi  •  nachgefrec^et«  wo  /  diese  Dejtermfnaiite 

^  kh  hahe'doi^.b  eine  eigene' Methode  die  Zahl  -^--^ — in  ihre 
Factoren 

2071723  und  5363222357 


zerlegt    (S.  Archiv  Bd.  16.  p.  56.) 


.  1 


•   ■,  l  i  i      ,       •    '  •  •     ■  »  «      •  ■  »  ' 

_  Vo0i    Herausgeber. 

■    '    Es  ist  im  sphSrischeh  Dreieck 

sin(6— c)        1    .«  .  sin(c— a)       1  -^  •   sin(Ä— ö)        1  .^ 

T ^C0S5-4«+ — ,.       cos^l^-f — ^r ^cosa  C« 

sina  2       '      sino  2        '       sine  2 

—  sin(6'— c)  sinfgin(f— q)      sin(c-~g)  sinf8i«(f — 6) 
■^  ' '  sina     '     sin6sinc      '       sin6     *     sinesina 

siD(q — 6)  sinf8in(i— c) 
sine  sinasin6 
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_         "^^         J    [co««sin(*-rc)+cofii8B<e— «)-|-co«c»Mi(a-^)]siMi 
*""  sinasinftsioc  \^[8iüa8jn(b — e)-|-siD6sin(c— Hi)-|-8itic«$ii(ii— >^)]c«8t|  ' 

1 1'         . .  ... 

Aber»   trie  maQ.sogleich  durch  Entifickelung  der  SSniis  des  Winr 
kelbiDomien  findet: 


8inasio(6 — c) + din6sin(c  ^—  a)  +  shicsin((flr  —  6) = 0 . 


<    I 
Ir 


sin(6— c)        1  sin(c— -fl)        1  sin(a  — 6)        l^     ^ 

— 7 cos  5-4*+ .   w      6<N95^-f -. cos  rt  C*=:0 . 

sina  2       '       amb  z       "^      sine  2 

'  Aus  dieser  Gleichung  zwischen  allen  sechs  Stucken  des  sphä- 
riseheD  Dreieckes  mfissefi  steh  die  6aasi&'scheo  CrfeichniigMi  ah* 
leiten  lassen.    Wie  ist  dies  möglich?  ^     €L  ^ 


Vom  Heransgeber. 

■  •  ■  * 

Ich  hatte  neulich  eine  zußlRge  Veranlassung«  nidi  mit  iletn 
Beweise  des  folgenden  geometrischen  Satze«  zu  beschäftigen: 

Wenn    man     von     einem    Punkte    ausserhalb    eines 

fleichseitigen  Dreiecks  gerade  Linien  nach  den  Ecken 
es  Dreiecks  zieht,  so  ist  die  Summe  derQuadrate  die- 
ser drei  Linien  dreimal  so  gross  als  die  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  Entfernungen  des  Durchscbnitts- 
punkts  der  drei  Huhenperpendikel  des  Dreiecks  viiii 
einer  seiner  Ecken  und  von  dem  ausserhalb  des  Drei- 
ecks angenommenen  Punkte. 

Unter  den  verschiedenen  Beweisarten»  weiche  Ich  bald  fund^ 
scheint  mir  namentlich  eine  für  Anfanger  lehrreich  zu  sein;  auch 
kann  man  bei  dem  Beweise  xweckn&ssig  neben  rein  geometri- 
schen Betrachtungen  trigonometrische  und  arithmetische  Be- 
Ijp'achtungen  in  Anwendung  bringen;  und  weil  Ich  nun  Sätze,  die 
solche  sehr  verschiedenartige  Betrachtungsweisen  zulassen,  für 
besonders  instructiv  fOr  Anfänger  upd  zu  de^en  Uebung  vorzugs- 
weise geeignet  halte,  so  will  ich,  so  unbedeutend  die  Sache  an 
sieh  Ist,  hier  ralttheiien,  was  ich  über  ilen  mir  früher  ganz  unbe- 
kannten Satz  fand» 

Thcil  W.  31 
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Das  g^ebene  gleichseitige  Dreieclc  eei  ABC  <Taf.IV.Fig.&); 
der  DurcDsdinittspoiilct  seiDer  drei  HOfcenperpendilcei  sei  O,  wo 
aiso  bekanntlich  AO^=;BO=CO  ist;  der  gegebene  Punict  aus- 
serhalb des  Dreiecks  sei  G. 

Sehr  leicht  und  wohl  suerst  wird  Jeder  auf  den  folgenden 
Beweis  verfallen.        .    ^     ■ 

Von  dem  Punkte  G  fiille  man  auf  die  drei  Hohenperpendi- 
kel  des  gegebenen  sleichseitigen  Dreiecks  ABC  die  Perpendikel 
GH^  GJs  GK;  so  ist  nach  einem  aligemein  bekannten  geontetii- 
schen  Satze: 

GA*=:A0»+GQ*—iAOxHO*), 
GB»=:  BO»  +  C?0«  +  WOXjJO, 
GC*=CO*  +  GO»-2COxKO. 

Addirt  mab  nun  diese  drei  Gleiehnngen  zusammen,  so  erhih 
man,  weil,  wie  schon  bemerkt,  ^0=£0=CD ist,  die  Gleichoog: 

GA^  +  GB^  +  GC 
s=:3(A0»+  GO*)  +  2AOxiJO  —HO  -  KO), 

,  I 

und  der  zu  beweisende  Satz  würde  also  bewiesen  sein»  wenn  mu 
zeigen  könnte,  dass 

JO^SO--KO=zO  oder  JO=BO^KO 

ist.  ^  . 

Einem  mit  den  ersten  Elementen  der  ebenen  Trigonometrie 
bekannten  Anfanger  wird  nun  wahrscheinlich  die  sich  sogleich  da^ 
bietende  Bemerkung  nicht  entgehen,  dass  die  Linien  HOy  JO, 
KO  die  Cosinus  der  Winkel  GOH,  GOJ,  GOK  ffir  den  Halb- 
messer 60  sind,  so  dass  also,  wenn  wir  die  in  Rede  stehenden 
drei  Winkel  der  Reihe  nach  durch  y,  as,  z  bezeichnen,  der  Be* 
weis  darauf  ankommt,  zu  zeigen,  dass 

cosa:  =  cosy  +  cosz 


V    *)  0er  Anfäofi;er  wurde  wahrscheinlich  zuerst  geneigt  sein ,  die  ihn 
geläufigere  Gleichung 

aniuwenden;  aus  dieser  Gleichung  folgt  aber 

GA*=G0^  —  A0^'~2A0XAff 

=GO*^AO^-^2AOXiffO'^AO) 
=zG0^^A0^+2A0^'^2AaxB0 
i     =A0*  +  G0*'^2Aaxff0. 

Dergleichen  Bemerkungen  wie  Torstehende   sollte  der  geometrisdie 
Elementarunterricht  immer  sorgfältig  berücksichtigen. 
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bt    Um  betragen  aber  die  beiden  Winkel  AOE  nnd  COE  be- 
falnntlfeh  60  ^  und  es  ist  also  ' 

y=Ö0O— a?,  2=60o+a?; 

so  dass  der  Beweis  sich  jetzt  darauf  redncirt,  zu  zeigen^  dass 
die  Gleichung 

cos  a: = cos  (60^— 0?) -f  cos  (OCK' -f  or) 

Allgemein  richtig  ist.    Weil  nun  aber 

cos  (60^— a?)=cos60^.  coso?  -f  sinßO^.  sinor, 
cos  (60^  4*^)  =cos60^.cos^  —  sin60^.sin^ 

Bst,  so  reducirt  sich  die  obige  Gleichung  auf 

cos  o:  =  2  cos  60^ .  cos  4?. 
Aeiuinntliqh  ist  aber 


also 


cQs60o=sin(gOo-60o)sssin309=^> 


«   1 

cosdrt=  2  •  ^  .cosar=oos«* 


Da  dies  eine  identische  Gleichung  ist,  so  ist  wirklich  allgemein 

cosd?=cos(60^— ar)-f  cos(60^-f  :i?) 
und  folglich  auch 

JOz=BO+KO  oder  JO—HO-KOszÜ, 
also  nach  dem  Obigen 

G^«+GÄ«  +  GC*=3(ilO«+  GO«), 

folglich  die  Richtigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  dargethan. 

Vielleicht  wird  der  mit  dem  obigen  Satze^üicb  bescbftfligende 
Anftnger  sich  nun  sa^en,  dass  bei  einem  solchen  rein  geometri- 
schen Satze  wie  dem  m  Rede  stehenden  die  Anwendung  trigono* 
metrischer  Formeln  einer  guten  geometrischen  Methode  nicht  ganz 
gemftss  ist;  er  wird  also  versuchen »  dieser  trigonometrischen  Rech- 
nung eine  geometrische  Form  zu  geben.  Sieht  er  nun,  wie  das 
Jeder  y  wer  einen  solchen  Versuch  wast ,  sogleich  thun  wird, 
seine  Figur  an»  so  wird  ihm  gewiss  bald  einfallen ,  dass«  weil  die 
Winkel  GHO,  GJO,  GKO  rechte  Winkel  sind»  die  drei  Punkte 
Bf  J»  K  in  dem  Kreise  liegen  müssen»  den  er  sich  über  GO 
als  Durchmesser  beschrieben  denken  kann.  Die  Linien  OH,  OJ, 
OK  sind  dann  drei  von  dem  in  diesem  Kreise  liegenden  Pui)kte 
O  ausgehende  Sehnen  dieses  Kreises;  die  beiden äussersten Seh- 

8l» 
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neu  OH  und  OK  tUiemen  einen  Winkel  von  120«  ein,  Oiiil  di^ 
ser  Winkel  nird  von  der  mittleren  Sehne  CJ  balbirt.  H&U  nnD 
der  Anliinger  diese  Bemerhune;,  die  bei  einigem  Geschick  ifan 
sctiM'erlicIi  entgehen  wird,  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  wird 
er  leicht  darauT  kommen.  Aixsb  es  eich  um  den  Beweis  eines  g«h 
metrischen  Salzes  handelt,    welcher  also  lautet: 

Wenn  von  einem  beliebigen  Punkte  O  (Taf.lV.  Fi- 
.  ^nr   7.)     in    der    Peripherie    eines    Kreises    zn-eibelie- 

[bige.  einen  Winkel  von  120°  (=^n.)       elnaehliessendo 

Sehnen    OH   und    OK    auagezoeen   werden    und    dieser 

'  Winkel  durch  eine  dritte  Sehne  OJ  balbirt    ivird.   so 

I   ist  diese  dritte    Sehne    immer    der   Summe   der    beiden 

anderen  Sehnen  gleich. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  nicht  schvrer  fallen.  Denn 
zieht  der  Anfänger  ffJ,  JK,  KU,  so  bemerkt  er  auf  der  Stelle, 
dass,  in  Folge  des  Satzes  von  den  Peri|)heriewinkeln,  die  Wio- 
bei  JHK  unSjKH  rcspective  den  Winkeln  JOK  und  JOff  gleich, 
also  wie  die  letzteren  selbst  einander  gleich  sind,  so  dass  jeder 
der  beiden  Winkel  JBk  und  JKH  zwei  Drittheile  eines  rechten 
Winkels  oder  fiO»  beträgt,  folglich  das  Dreieck  HJK  bekanntlich 
gleicbseitif;,  also  HJ=HK  ist  Wird  nun  OK  auf  OJ  abgetrir 
gen,  nämlich  Ji,  =  OA:  gemacht,  so  sind,  weil  die  Winkel  HJh 
and  HKO  einander  gleich  sind,  in  den  Dreiecken  HJL  nnd  BKO 
'  offenbar  zwei  Seilen  und  der  eingeschlossene  Winkel  gleich,  diese 
,  Dreiecke  folglich  einander  congruent.  Abo  ist  Z,//=  OH.  Daher 
ist  das  Dreieck  OHL  gleichschenklig,  und  folglich,  weil  ZHOL 

=  3Rist,  gleichseitig,  also  OL=^OH.  Daher  ist  OJ=OL 
■t^LJ=Oä+OK,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Auf  eine  andere  Art  kann  aber  unser  Satz  anf  folgende  Art  be- 
wiesen werden,  und  dies  ist  eigentlich  der  Beweis,  auf  den  ich 
hier  aufmerksam  machen  wollte,  da  er  mir  für  AnfKüger  beson> 
ders  lehrreich  scheint. 

Man  ziehe  in  Taf.  IV.  Fig.  8,  die  Linien  DE,  EF,  FD,  wo- 
durch das  gleichseitige  Dreieck  DEF  entsteht;  ausserdem  siebe 
man  die  Linien  GH,  GE,  GF;  so  ist  in  den  Dreiecken  BGC, 
CGA,  AGB,  deren  Seiten  BC,  CA,  AB  in  />,  E,  F  balbirt 
sind,  nach  einem  bekannten  Salze: 

GB^  +  GC^==^(aD*  +  BD^, 
GC*  +  GA^==HGE^  +  CE*), 
GA^  +  GB*=1{GF^  +  AF*i; 

id  nach  der  Addition  zugleich  durch  i 


also,    wenn  man   addirt 
dividirt: 


«.<"+ f-'^*  +  GC»=:  6\D»+ G£«+ Gf »+ fiß«  +  C£»+ .Sl/'«. 
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oder,,  wie  8<^leicb  erbellet:  ^ 

irlT  aber  ^ 


1  ■  I 


*  ■       » 


mid  bmudbeA  lUinliche  BezAicbnun^a  för  die  gleiebitefttigee  Drei« 
ecke,  4ie^  «icb  ^w  dem  Dreiecke  Z>£F  h.  «.  w.  ebeü  Bo.conatruir 
,ren  lassen ,  wie  das  Dreieck  DEF  aus  dem  Dreiecke  ABCiX»Mf^) 
struirt  worden  ist;  so  erhalten  wir  überjiaupt  eine  Reihe  von  Glei- 
chungen von  der  folgenaen  Porm: 


> .  .1 


Si  =  s,  +  J^i, 

u.  8.  w.  '•>'*  ; 

S»-^  ~  ^»-t  +  4^«Tei 

Addirt  man  diese  Gleichungen  zusammen  und  hebt  auf»  was 
sich  aufheben  läanl»  #o.^hä|t'tean  dicr 


'  ■  •!     .!:.      I .  I 


S=Ä,4  i(2+-2i  + -2,+.."  +  2«-,+2—i). 

•  « 

Nun  erbellet  aber  sehr  leicht»  dass 
also 

folglich 

={1+1  +  (1)"  +  «;»  +  ....  +  ft)»'**i*  •' 

ist    Daher  ist  nach  dem  Obigen 

«=«„+•  tl+i+(J)H(i)'+""+a)^M-S. 
Nach  der  hebtß  von  den  geometrischen  Pntgreasioiien  ist  aber 

■ ..  i+i+(»«+Ci)»+.".+ö)"-*=T^=4rt-Ö)"i, 


'■..-.  I  :  : 


•: ': 


I : 

•  i.' 


'      / 


kB 


Lisst  man  jetzt  ii  In's  Unendlicbe  wacbsoD»  9q.iiI^(qrtrl^bBr 
iMtr  Su  iricb  der  Grftnze 

weil  die  gieicheeitigen  Dreiecke  wie  DEF  n.  e.  w.  8|ch  inmer 
geMÜev'  und'  gedtoer  auf  eitfett  -blokiNefii  Pmifct  -MMAttcnfÜelieii ; 
inid'(i)"> nähert  vidi  der  GrXi»e  l9aU.    'Gtlit  ittan-  ab6  -in  der 

für .  in'e  UnÄidlicb  wacbsende  |i  ippi  den>  Grfoien  filier»  «o  eriiSit 
flum  offenbar  die  Gieicbnng:     ;    '. 

'd.  b.  die  Gldchang: 

,    »'-        '  .    .  -'^• 
Es  int  aber 

•T  ,  i.        ■■       .... 
-■...»».      .■  ■• 

also 

i<lP*+ BC7»+CiP=«.^0«+2.ilÖ><(/>0+iSÖ+FO) 

=  6.ilO*-f6.ilQx/>0; 

und  weil  nun  DO  die  HSifte  von  JO  M,  weil  das  Dreiedc  BDO 
oSmbar  die  Hfilfle  des  Dreieclm  ABO  voo  gleicher  H5he  mit  er- 
sterem  ist,  so  ist 

AB*+ßC^+  CA^=6.AO^-tS.AOxhAO 

=:6.AO^  +  3.AO^=:9.A(^, 

i(^B^  +  BC*+CA*)=3.AO^; 

also  nach  dem  Obigen 

GA^+  GB^+GC^=3(AO^+G0ß), 

weldies  der  an  beweisende  Sats  ist 

Wril  der  Begriff  der  Grinse  ei^ntlieh  der  Grundbcueriff  der 
gesammten  höheren  Mathematik  in  ihrer  neueren  DarsteUung  Ist 
und  sich  durch  diese  ganie  Wissenschaft  hindurch  sieht,  ja  Im- 
mer wiederkehrt,  so  oft  man  in  derseilien  nur  ein  Blatt  nmscUSgt, 
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Überhaupt  eine  strenge  Daretellupg^  namentlich  der  höheren  Ana* 
lysis»  ohne  Immer  auf  diesen  Begriff  aurflckzukoromen,  sar  nicht 
möglich  Ist;  so  scheinen  fietrachtüngto  wie  die  «oUffetfv  auf  ele- 
mentare geometrische  Sätie.  anMwandly  für  den  Unterriöktyon 
Anfängern,  die  in  der  MathematuE  weiter  gehen  wollbn,.  einienMhr 
wohl  b^srCiodeten  Werthsu  haheiiy  und' soll teji  sorgßiftig  benutzt 
werd^n^  wo  sie  nur  irgend  sich^ darbieten,*  um  .den-  An&n^r  <so 
bäh  als  möglich  mit  dfem  slrengen  fiegriffe  der  Gt linse  und  deir 
strengen  Anwesdung  desselben  bekannt  zu  machen;  G.' 


i'i 
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Resaltate  meteorologischer  Beobachtungen  vom  Herrn  Pro- 
fessor der  Physik  Thoihais  Egid  Heller' da]i!er..Uä  dein 
..      Unter£eichnetßn  von  einem  halben  Jahrhunae^e/     ' 


6r Osste  Kälte. 

1796»,  26.  Januav  .  •  -2(K>R. 
1798»  90.  Januar  . 
1820,  16.  Februar . 
WSa,.^.  Janiiar  . 
18^»  \  Februar  . 
1849»  3.  Januar 


—24,6 
-20;3 
—23,8 
-25,0 
T-27,0 


•'.  j 


1790,  M.  Jini  ^ . 

1799,  17;  Augnsi 
18iQ0.  30.  Mai  : ; 
laOO,  lB.,4luM 

1800,  16.  Augut 
1802,  9.  Annist 
18Ö7,  3I,1tJi  . 
1807,  31.  Aogiut 
1806,  31.  Jdi  . 
1811.  ,29.  Jali  . 
1819,  8.  Jnli .    . 

1822,  2.  JuU     . 

1823,  37.  Angnst 

1824,  4.  Jnli     . 

1825,  8.  Juli .    . 

1826,  2.  Augnst 

1827,  2.  August 

1828,  6.  JuU .    . 

1829,  2S.  Jali    . 

1832,  14.  Jnli    . 

1833,  26.  Juli  . 
1834»  13.  JnU  . 
184%  5.  Jnli .  . 
1844,  23.  Juni  . 

FttMn,  4«*  39.  ftiImM  18B3. 


1796. 17.Aag.  deaMittag*  -1-32«  tL 


+22,0 

*aö;3 

422,0 

^23,0, 

+26,3 

+47,0 

+25,7. 

+25,6 

+25,1 
+24,2 
+26,1 
+26,3 
+25,0 
+26.0 
+26,8 
+26,3 
+28,0 
+26,0 

+26.2 
+26.0 
+27.0 
+24,0 
+24,0 


Pf.  0«feff«f4fr«  CMMifiMr  M«diziMilr*tb. 
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Voifa   Herausgeber. 

.  In  dem  in  Eogland  sehr  beHebtoo  ScliUBahrMehrbndiQ  ton 
E.  Riddle^  finde  ich  S.  33.  den  folgenden  sehr  einbcheoBe* 
frei«  des  pythagoriisefaen  Lehrsatzes,  der  wen^stens  mir  bis 
jetzt  unbesannt  war.  Da  mancher  Leser  des  Arraivs  steh  wahr* 
scheinlich  mit  mir  in  demselben  Falle  befinden  wird»  so  thtile  idi 
den  Beweis  hier  mit,  ohne  erstv  wasTieDcicIit  meine  Pflicht  alt 
Herausgeber  wäre,  wozu  es  mir  aber  gerade  jetzt  an  Zeit  nd 
auch  an  Lust  gebricht,  alle  möglichen  geometrischen  Lehrbüdier 
durchzumustero ;  hier  mit* 

Man  fälle  (Taf.  IV.  Fig.  9.).  von  A  auf  die  Hypotenuse  BC 
das  gewuhuliche  Perpendikel  ÄL,  rerlängere  es  nach  beiden  Sei* 
ten  bin,  bis  HK  in  M,  das  verläneerte  DE  in  O  gesehnitt« 
wirdji  und  verlängere  dann  auch  Blfühef  B  hinaus,  nis  DE  in 
N  geschnitten  wird.    Dann  ^i  offenbar  J^  EDN^ft^LABC^  weil 


BD  =  AB.  ^BDK=::^BAC  und  offenbar  j^DBN±==j^ABC 
ist,  da  ABB  und  CBN  rechte  Winkel  sind,  die  den  W&nW  ABN 
als  gemeinschaftlichen  theil  enthalten.  Also  ist  BN=zBC:=BH 
xmi  (B#  Paralltlogramme  ABNO  und  BLMH  haben  daher  gleiebe 
Ginndlinie  und  Hiiiie,  sind  also  einander  gleich.  =  Weil  mm  aber 
auek  AB^  offenbar  dem  Parallelogramme  ABNO  wegen  deicber 
Grundlinie  und  Hohe  gleich  Ist,  so  ist  AB^=^  Rechteck  jSJjMB* 
Gahz  eben  so  auf  der  anderen  Seite  AC^:=.  Rechteck  CXflf^ 
Kläo  BC^^AB^^AC^,  w.  z.  b.  w. 

Dass  FG,  wenn  man  es  über  F  hinaus  verlängert,  auch  auf 
den  Punkt  O  treffen  muiss,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  offenbar 
EOr:zDN=AC=AF  ist- 

Mir  scheint  dieser  Beweis  wohl  werth  zu  sein ,  beim  Unter- 
richte in  den  Elementen  der  Gieometrie  benutzt  zu  werden.      G. 


^  A  Treatise  on  NarirBties  and  Nautical  Astronomy.    By  Edward 
Rid4|et    Fifth  Editioa.    JUndea  1849. 


Berichtigung. 

in  Taf.  IV.  Fig.  3.  Theil  XVI.  muss  noch  die  Linie  ilC  ge- 
zogen werden. 

Theil  XIX.  Seite  228.  Z.  6  statt  J  setze  man  G. 

99  >»  99  9$         ^»     '^  M  a  99  >>  "• 

,,         ,9       ,y     230.  Z.  5  V.  u.  statt  k  setze  man  2A:. 
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Jilterarlsclier  Serlclit 


Oeschlchte  der  Mathematik  und 

Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften (zu  Wien).  Zweiter  Jahrgang.  1852.  Wien. 
Aus  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei. 

Den  ersten  Jahrgang  dieses  Almanachs  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  zu  Wien  hahen  wir  im  Literat.  Ber. 
Nr.  LXVIII.  8.  873  angezeigt,  und  freuen  mia,  jetzt  den  zweiten 
Jahrgang  anzeigen  zu  können.  Der  Grund»  weshalb  wir  diesen 
Almanach  besonders  anzeigen,  ist  schon  a.  a.  O.  angegeben:  weil 
derselbe  nämlich  eine  Angabe  der  wichtigsten  Lebensumstände 
und  der  Schriften  einer  ziemlich  grossen  Anzahl  trefflicher  Mathe- 
matiker und  Physiker  enthält.  Was  in  dieser  Beziehung  der  erste 
Jahrgang  wegen  der  Kürze  der  bis  zu  seiner  Herausgabe  verstat- 
teten Zeit  noch  nicht  leisten  konnte,  ist  in  diesem  zweiten  Jahr- 
gange  mit  möglichster  Vollständigkeit  nachgeholt  worden,  und  wir 
alten  daher  diesen  Almanach,  besonders  in  seiner  jetzigen  Ge- 
stalt, fär  einen  nicht  unwichtigen  Beitrag  zur  Literaturgeschichte 
der  Mathematik  und  Physik,  so  wie  der  Naturwissenschaften  über- 
haupt, weshalb  wir  die  Leser  unserer  Zeitschrift  wiederholt  auf 
denselben  aufmerksam  zu  machen  nicht  verfehlen.  Ausserdem  ist 
derselbe  natürlich  auch  in  so  fern  von  grossem  allgemeinen  Inter- 
esse, weil  er  sehr  vollständige  Nachrichten  über  die  Einrichtung 
und  die  Arbeiten  einer  der  ersten  Akademieen  der  Wissenschaf- 
ten enthält,  welche,  ungeachtet  ihres  bis  jetzt  nur  kurzen  Beste- 
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bens,   doch  schon  eine  sehr  grosse  und  sehr  erfolgreiche  wissen 
schafHiche  Thätigkeit  entfaltet  hat. 


In  dem  Journal  des  savants.  Mai.  1852.  findet  man  den 
dritten  und  letzten  Theil  des  Berichts  von  dem  trelTlichen  Biot 
über  die  Corre  spondan  ce  of  ISir  Isaac  Newton  and  Pro- 
fessor Cot  es.  Dieser  dritte  Theil  ist  in  mehrfacher  Beziehung 
besonders  interessant,  hauptsächlich  aber  deshalb,  v^eil  Biot  darin 
die  vielbesprochene  Frage  discutirt,  ob  Newton  die  Principien 
ursprünnlicn  in  derselben  Weise,  wie  er  sie  der  Nachwelt  über- 
geben bat,  d.  h.  auf  synthetischem  Wege  verfasst,  oder  ob  er  die 
Resultate  ursprunglich  analytisch  gefunden,  und  dann  der  Darstel- 
lung nur  eine  synthetische  Fassung  gegeben  habe,  wofür  als  Grund 
angegeben  uird:  l'habitude  qu*avait  Newton,  de  Toiler  sa  pensöe, 
et  de  cacher  sa  personne,  memes  dans  les  lettres  scientifiques» 
oü  il  prenait  la  part  la  plus  active.  Biot  entscheidet  sich,  wie 
zu  erwarten  stand,  lür  die  zweite  Alternative,  dass  nämlich  alle  in 
den  Principien  niedergelegten  Resultate  ursprünglich  analytisch 
gefunden  worden  sind.  Dass  eben  diese  ganz  synthetiscl^e  Fas- 
sung die  Lectäre  der  Principien  sehr  schwierig  macht,  ist  eine 
I'edem  Mathematiker  bekannte  Sache,  und  Biot  fuhrt  in  dieser 
Beziehung  ein  sehr  merkwürdiges  und  offenes  Geständniss  von 
Euler  an,  welches  wir,  allen  den  Mathematikern,  die  gleichfalls 
Schwierigkeiten  bei  dem  Studium  der  Principien  fanden,  zum  Trost, 
hier  vollständig  mittheilem  £uler  sagt  nämlich  über  sich  selbst: 
„Quod  Omnibus  scriptis.  quae  sine  analysi  sunt  composita,  id  po- 
tissinium  mechanicis  obtingit,  ut  lector,  etiam  si  de  veritate  eorum, 
quae  proferuntur,  convincatur,  tamen  non  satis  claram  et  distin- 
ctani  eorum  cognitionem  assequatur,  ita  ut  easdeni  quaestiones,  si 
tantilluni  immutentur  proprio  niarte  vix  resolvere  valeat;  nisi  ipse 
in  analysin  inquirat,  easdemque  propositiones  analytica  metbodo 
evolvat.  Ideni  oniniuo  cum  Newtoni  principia  perlustrare  coepis- 
sem,  usu  venit,  ut  quamvis  plurium  problematum  solutiones  satis 
percepisse  mihi  viderer,  tamen  parum  tantum  discrepentia  proble- 
mata  resolvere  non  potnerim.  Illo  igitur  jam  tempore,  quantum 
potui,  conatus  sum  analysin  ex  synthetica  illa  niethodp  elicere» 
easdemque  propositiones  ad  meam  utilitatem  analytice  pertractare» 
quo  negotio  insigne  cognitionis  meae  augmentum  percepi.  **  — 
Schliesslich  spricht  Biot  sein  allgemeines  Urtheil  über  Newton 
unumwunden  aus,  und  schliesst,  Bezug  nehmend  auf  die  theologi- 
schen Untersuchungen,  mit  denen  Newton  sich  bekanntlich  gleich- 
falls vielfach  beschäftigt  hat,  mit  den  folgenden  bemerkenswerthen 
Worten:  „IMon  savant  ami,  le  Docteur  Brewster,  m'a  formelle- 
ment  declare,  que  .»rinterpretation  donnee  par  Newton  des  pro- 
„pheties,  «independamnient  de  Tevidence  historique  et  morale  sur 
„laquelle  eile  repose,  peut  etre  developpee  jusqu'ä  la  pleni- 
,.tude  d'une  demonstration."  Vingt  ans  se  sont  ecoules  de« 
puis  clue  j'ai  re^u  de  lui  cet  avertissenient  charitable,  que  j'ai  du 
regarder  comme  une  promesse  de  m'eclairer.  Je  snpplie  instam- 
ment  le  Docteur  Brewster,  de  ne  pas  tarder  ä  le  faire,  et  rendre 
bientot  sa  demonstration  publique;  car,  a  Tage  auquel  nous  som- 
mes  tous  deux  parvenus,  il  pourrait  arriver  dun  moment  ä  Tautre, 
quV  ne  se  trouvat  plus  en  positlon  de  me  la  donner,  ou  moi  de 
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la  rec^voir.     II  devrait  inline  se  faire  scrupule  de  Tavoir  gard^e 
pour  iui  seuL  pendant  si  longtemps.  *' 

FSr  Biot  ist  Newton  un  horarae,  qui,  comme  g^om^tre,  et 
comme  experimenteur,  est  sans  egal.  Par  la  reunion  de  ces  deuz 
genres  de  genie,  ä  leur  plus  haut  degre,  il  est  sans  exemple.  Sur 
868  travaux  scientifiques,  qui  ont  reculä  les  bornes  de  Tesprit  hu- 
niain,  repose  sa  gloire  tout  enti^re.  8es  ecrits  sur  la  Chronologie 
et  les  proph^ties  sont  de  tours  de  force  d*eruditioD,  sans  r^sultat. 
Les  Premiers  sont  iinperissables;    des  autres  ii  ne  reste  rieo. 


Aritbmetik. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  und  niedern  Analysis  zum 
Gebrauche  bei  Vorlesungen  und  zum  Selbst  -  ÜRter- 
richte  bearbeitet  von  Dr.  G.  Radicke»  Professor  an  der 
Rhein.  Friedrich  -  Wilhelms  •  Universität  zu  Bonn. 
Zweite  mit  einer  Zulage  vermehrte  Ausgabe.  Berlin. 
(Nicolal'sche  Buchhandlung.)    1853.   8.    2  Thir.  15  Sgr. 

Einer  Buchhandlung,  die  einen  so  geachteten  Namen  in  ihrem 
Schilde  führte  wie  die  Nicolai'sche  Buchhandlung  in  Ber- 
lin, hätten  wir  es  in  der  That  nicht  zugetrauet,  dass  sie  sich 
dazu  entschliessen  kOnnte,  solche  alte  verlegene  Waare  wie  die 
obige,  mit  einem  vorgeklebten  neuen  Titelblatte,  und  einem  auf 
dem  Titel  übrigens  komischerweise  mit  dem  in  literarischen  Din- 
gen ganz  ungewöhnlichen  Namen  einer  „Zulage*^  bezeichneten 
Anhange  versehen,  zu  dem  im  vorliegenden  Falle  enormen  Preise 
von  2  Thlr.  15  Sgr.  als  eine  „Zweite  Ausgabe''  wieder  zu 
Markte  zu  bringen.  Mässte  das  Archiv  nicht  fürchten,  sich  viel- 
leicht gar  einen  Injurienprozess  zuzuziehen,  so  würde  ein  solches 
"Verfahren  hier  ohne  Weiteres  mit  dem  Namen  bezeichnet  werden, 
mit  welchem  es  jeder  rechtlich  denkende  Mann ,  auch  ohne  dass 
wir  den  Namen  hier  aussprechen,  für  sich  belegt.  Aber  wenig- 
stens die  Leser  des  Archivs  dringend  zu  warnen  vor  dieser  8pe- 
culation,  ist,  diesen  gegenüber,  unsere  Pflicht,  der  wir  also  hier- 
mit nachzukommen  nicht  verfehlen,  ohne  dieselben  übrigens  sonst 
von  dem  Ankaufe  des  mancTies  Gute  enthaltenden  Buenos  abhal- 
ten zu  wollen,  auf  dessen  weitere  Besprechung  wir  aber  bei  einem 
solchen  Verfahren,  wie  es  hier  unzweifelhaft  vorliegt"^},  nicht  ein- 
gehen können. 

Logarithmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  Bero- 
linensis  et  numerorum  vulgarium  ab  1  usque  ad  100000 
et  functionum  trigonometricaruro  ad  decades  minuto- 
Tura  secundorum,  auctore  Carole  Bremiker,  Dr.  Ph. 
Berolini    (Nicolai).    1852.    8.    4  Thlr. 


*)   Die  Vorrede  z.  B.  ist  unterzeichnet:    Bonn,  den  3.  Aagust  1847* 
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Es  ist  bekannt,  dass  man  bei  den  meisten  astronomischem^ 
anderen  Rechnungen  mit  sechsstelligen  Logarithmen  gerade,  Air 
auch  vollkommen  ausreicht,  indem  fünf  Stellen  zu  i^enig,  siebenW 
len  zu  viel  sind.     Daher  ist  auch  schon  oft  von  mit  dem  astn» 
mischen  Calcul  innigst  vertrauten  Gelehrten,  die  zu  unsern^  gii» 
ten  Mathematikern  und  Astronomen  gehören,   der  Wunsch  anpr 
sprochen  worden,    dass  solche  sechsstellige  Logarithmentafeln ii 
recht  zweckmässiger  Weise  angefertigt  werden    möchten.     Aich 
hat  man  diesem  so  oft  und  so  dringend  ausgesprochenen  Wunsch 
schon  in  mehrfacher  Weise  zu  entsprechen  gesucht.      Da  die  h^ 
treffende  Literatur  unsern  Lesern    gewiss  im  Allgemeinen  hinrei- 
chend bekannt  ist,  so  wollen  wir  nur  beispielsweise  auf  eine  Tt* 
fei  hinweisen,  die,  wie  es  wenigstens  scheint,  fast  ganz  übersebei 
worden  ist,  aus  welchem  Grunde,  wissen  wir  nicht.    Dies  sind  die 
Tabulae  Logarithmorum  notis  decimalibus  sexexpree* 
sorum.   Auetore  G.  A.  Jahn.    Lipsiae.  1844.    Diese  sechs- 
steUigen  Tafeln  geben  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  lOOOOQ, 
die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen   für  den  ersten 
Grad  von  8ecunde   zu  Secunde,   für  die  übrigen  Grade  von  drei 
zu  drei  Secunden.     Die  letztere  Einrichtung,   die  freilich  für  den 
Gebrauch  in   so   fern  sehr  bequem  ist  und  alle  Anerkennung  ver- 
dient, weil  dadurch  die  Möglichkeit  gegeben  ist,  die  Proportional* 
theile  immer  ganz  leicht  uiid  sicher  bloss  im  Kopfe  zu  berechnen, 
hat  auf  der  andern  Seite  den  Nachtheil  herbeigeführt,   dass  die 
Tafel  sehr  voluminös  geworden  ist,  weil  die  ganze  Tafel  541  Sei* 
ten  in  Quart  umfasst.     Vielleicht  ist  es  gerade  dieser  Umstand, 
welcher  der  Verbreitung  der  Jahn'schen  Tafel  hinderlich  gewesen 
ist,  vielleicht  auch  ausserdem  das  ziemlich  graue  Papier,  was  aber 
wenigstens  unsern  Augen  gerade  sehr  zusagt.      Denn    gegen    die 
Gorrectheit  der  Tafel  haben   wir  wenigstens  keinen  Grund  Zwei- 
fel zu  erheben,  und,  haben  wir  sie  auch  nicht  viel  gebraucht,  so 
ist  sie  uns  doch  nicht  gerade  unbequem  vorgekommen.    Indem  wir 
diese  Tafel,  deren  Preis  von  1  Thlr.  5  Sgr.  auch  äusserst  niedrig 
gestellt  ist,  gelegentlich  in  Erinnerung  bringen  wollten,  kehren  wir 
nun  wieder  zu   dem  vorliegenden  Werke   des  Herrn  Bremiker 
zurück. 

Wir  halten  diese  Tafel  für  in  jeder  Beziehung  höchst  ausge- 
zeichnet, überlassen  es  aber  natürlich  den  Lesern,  sich  mit  ihrer 
Einrichtung  aus  ihr  selbst  genauer  bekannt  zu  machen,  die  übri- 
gens von  der  gewöhnlichen  zwar  nicht  wesentlich  abweicht,  lo- 
dess  doch  auch  einige,  wenn  auch  nur  kleine,  aber  den  siebern 
Gebrauch  fördernde  Abänderungen  enthält.  Hauptsächlich  aner- 
kenniinjjswerth  ist  es,  dass  der  Herr  Vf.  in  der  trigonometri- 
schen Tafel  die  goniometrischen  Functionen  bis  zu  0^.20'  von  Se- 
cunde zu  Secunde,  für  die  übrigen  Grade  von  10  zu  10  Secunden 
hat  fortschreiten  lassen,  welche  höchst  erapfehlenswerthe  Einrich- 
tung sich  z.  B.  in  der  trefflichen  Callet'schen  siebenstelligen  Ta- 
fol  eben  so  tindet,  und  von  der  neuen  Ausgabe  der  Vega'scben 
Tafel  sich  gleichfalls  anzueignen  leider  mit  Unrecht  unterlassen 
worden  ist-  Druck  und  Papier  der  Bremiker'schen  Tafel  lassen 
für  uns  nicht  das  Geringste  zu  wünschen  übrig,  und  erinnern  an 
die  besten  derartigen  Erzeugnisse  der  englischen  Presse.  Man- 
cher dürfte  indess  noch  wünschen,  dass  z\i  den  Tafeln  ein  grün- 
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Itch es  Papier  genoromen  worden  wäre^  wie  dies  z.B.  In  den  treff- 
lichen englischen  Tafeln  von  Shortrede,  die  Bessel  so  sehr 
empfahl,  geschehen  \sU  Das  Intervall  von  10  zu  10  Secunden 
•cheint  uns  für  die  Bequemlichkeit  des  praktischen  Gebrauchs  ganz 
hinreichend  zu  sein,  das  Volumen  der  Tafeln  bleibt  in  Folge  die- 
ser  Einrichtung  ein  sehr  massiges,  und  wird  nicht  ein  aller- 
dings einigerniassen  unbequemes  ^  wie  das  der  vorher  erwähn- 
ten Jahn  sehen  Tafel,  bei  aller  sonstigen  Verdienstlichkeit  dieser 
letzteren.  Die  sehr  lehrreiche  Einleitung,  die  Arcuum  Longitu- 
dines  pro  radio  1,  die  Transniutatio  arcuum  in  hor^s 
earümque  partes,  die  Tabula  temporis  siderei  mutandi 
in  tempus  medium  und  die  Logarithmi  constantes  sind 
natürlich  nicht  bloss  sehr  angenehme,  sondern  auch  nüthige  Zu- 
gaben, und  beweisen,  wie  vollkommen  Herr  Bremiker  mit  allen 
an  ein  solches  Werk  zu  stellenden  Forderungen  bekannt  ist,  und 
wie  sehr  er  allen  etwaigen  Wünschen  entgegen  zu  kommen  ver- 
steht Wir  wünschen  diesem  trefflichen  Werke  aus  vollkommen- 
ster Ueberzeuffung  die  weiteste  Verbreitung.  Freilich  wird  der 
Preis  von  4  Ihirn.,  wenn  er  auch  im  Verhältniss  zu  der  höchst 
eleganten  und  trefflichen  Ausstattung  nicht  zu  hoch  erscheint,  dock 
vielleicht  Manchen  abhalten,  sich  in  den  Besitz  eines  Werkes  zu 
setzen,  von  dem  man  dringend  wünschen  muss,  dass  ein  möglichst 
niedriger  Preis  jeden  auch  nur  wenig  bemittelten  Mathematiker 
in  den  Stand  setzen  möchte,  sich  dessen  Gebrauch  nicht  entzie- 
hen zu  müssen. 


Heclianik. 

Leonhard  Euler's  Theorie  der  Bewegung  fester  und 
starrer  Körper  mit  Anmerkungen  und  Erfäuterungen 
herausgegeben  von  J.  Ph.  Wollers,  Dr.  und  Professor 
(zu  Berlin).  Erste  Abtheilung.  Mit  5  Figuren-Tafeln. 
Cireifswald.  C.  A.  Koch's  Verlagshandl.  (Th.  Kunike.) 
]853.    8. 

Als  wir  im  Literar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  707.  das  Erscheinen  des 
zweiten  Theils  der  von  Herrn  Professor  Wolfers  in  Berlin  un- 
ternommenen Uebersetzung  von  Euler's  Mechanica  sive  mo- 
tus  scientia  analytice  exposita,  worin  Euler  die  Bewe- 
gung eines  Punktes  behandelt,  anzuzeigen  das  Vergnügen  hatten, 
a)rachen  wir  am  Ende  jener  Anzeige  den  Wunsch  aus,  dass  es 
errn  Professor  Wolfers  gefallen  möchte,  auch  Euler's  Theo- 
ria motus  corporum  solidorum  seu  rigidorum.  Ed.  nov. 
Gryphisw.  1790.  4.,  welche  der  Bewegung  eines  Körpers  ge- 
widmet ist,  zu  übersetzen.  Wir  freuen  uns  sehr,  anzeigen  zu  kön- 
nen, dass  dieser  Wunsch  schon  jetzt  in  Erfüllung  ge{j;angen  ist, 
indem  uns  wenigstens  die  erste  Abtheilung  einer  von  Herrn  Pro- 
fessor Wolf  er  8  verfertigten  Uebersetzung  des  genannten  schönen 
und  wichtigen  W^erkes  vorliegt.  Dass  Euler's  Theoria  motus 
corporum  solidorum  seu  rigidorum  in  wissenschaftlicher  Bo- 
aiehung  noch  wichtiger  ist,  als  die  Mechanica  sive  motus 
scientia  analytice  exposita,  ist  jedem,  Euler's  Leistungen 
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ZU  würdigen  verstehenden  Mathematiker  bekannt,  und  Herr  Pro- 
fessor Wolfers  hat  sich  daher  nach  unserer  Ueberzeugung  durch 
die  Uebersetzung  jenes  Werkes  fast  noch  ein  grösseres  Verdienst 
uni  die  Wissenschaft  erworben  als  durch  seine  frühere  Arbeit, 
weil  durch  diese  Uebersetzung  die,  wie  es  scheint,  namentlich  von 
jüngeren  Mathematikern  nicht  nach  Verdienst  gekannte  und  be- 
achtete Theoria  motus  corporum  solidorum  seu  rigido- 
Tum  gewiss  —  woran  wir  keinen  Augenblick  zweifeln  —  wieder 
ganz  in  Ihre  alten  Rechte  eingesetzt  werden  wird.  Denn  Euler's 
Werke  veralten  nie,  und  müssen  für  alle  Zeiten  die  Hauptgrund- 
lagen des  mathematischen  Studiums  bleiben,  so  viele  und  so  grosse 
Fortschritte  auch,  weniger  in  materieller  Rücksicht,  als  in  Bezug 
auf  wahrhafte  mathematische  Strenge  und  Evidenz,  namentlich  die 
analytische  Wissenschaft  in  neuester  Zeit  gemacht  hat.  Dass  Herrn 
Professor  W o  I  f  e  r  s '  s  Uebersetzung  allen  Anforderungen,  die  man 
an  dergleichen  Arbeiten  zu  machen  berechtigt  ist,  vollständig  ^ 
nügt,  brauchen  wir  jetzt  nicht  erst  zu  versichern ,  da  die  JVIatne- 
niatiker  aus  seinen  früheren  Leistungen  wissen,  wie  genau  er  sich 
mit  dem  in  Euler's  Schriften  herrschenden  Geiste  bekannt  und 
vertraut  gemacht  hat.  Ausserdem  hat  er  aber  auch  wieder  durch 
eine  Reibe  höchst  zweckmässiger  Anmerkungen,  die  mit  richtigem 
Takte  auch  hier  vom  eigentlichen  Werke  gesondert  sind,  so  dass 
Euler's  Werk  ganz  rein  vor  uns  liegt,  alle  sich  etwa  findenden 
Schwierigkeiten  vollständig  beseitigt,  und  dadurch  dem  BedOrfniss 
der  weniger  Geübten  in  sehr  geeigneter  Weise  entsprochen.  Die 
äussere, Ausstattung  lässt  nichts  zu  wünschen  übrig,  und  die  Ver- 
lagshandlung hat  jedenfalls  auch  Anspruch  auf  den  Dank  der  Ma- 
thematiker, indem  sie  dem  grossen  wissenschaftlichen  Eifer  des 
Herrn  Üebersetzers  durch  ihre  Bereitwilligkeit,  das  Werk  zu  ver- 
legen, freundlich  entgegen  kam.  Mögen  daher  Alle,  welche  für 
das  Studium  der  Mechanik  sich  interessiren,  dieses  Werk  sich 
angelegentlichst  empfohlen  sein  lassen,  und  möge  dasselbe  eben 
so  wie  sein  Vorgänger  dazu  beitragen,  Euler's  Geist  stets  unter 
uns  zu  erhalten!  Namentlich  auch  Jüngern  Mathematikern  empfeh- 
len wir  dieses  Werk  zum  eifrigsten  Studium,  wobei  wir  noch  be- 
merken, dass  dasselbe  das  Studium  des  frühern  Werks  keineswegs 
unbedingt  voraussetzt,  sondern  dass  dasselbe  durch  und  in  sich 
selbst  verständlich  ist,  wofür  Euler  durch  eine  dem  Werke  vor- 
angesetzte, in  der  vorliegenden  Uebersetzung  126  Seiten  um- 
fassende, Einleitung  gesorgt  hat.  Dem  Erscheinen  der  zweiten 
Abtheilung  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Termischte  Schriften. 

In  dem  Bulletin  phys. -mathem.  der  Kaiserlichen  Aka- 
demie   der    Wissenschaften    zu    Petersburg    finden  8\ch 
einige   ausgezeichnete   Abhandlungen    des  Herrn    ObservatoT  Dr. 
CJausen  zu  Dorpat,  auf  die  wir  unsere  Leser  aufmerksam  ma- 
chen müssen: 
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T.  IX.  Nr.  23.    Ueber  den  Werth  des  Kettenbruchs 

b 


a-\- 


a+l+ 


6+2 
"+^+  a+3+  etc. 


wenn  6  grüsser  als  a-fl  ist. 

Schon  Euler  und  später  Stern  in  Crelle's  Journal  T.  VIIL 
8.  42«  haben  diesen  Kettenbruch  untersucht.  Wenn  es  auch  Herrn 
Claus en,  wie  er  selbst  sacct,  nicht  gelungen  ist,  die  Theorie 
desselben  in  aller  Allgenieinneit  zu  entwickeln ,  so  hat  er  doch 
mehrere  bemetkenswerthe  Resultate  gefunden,  die  zum  Theil  zur 
Berichtigung  der  früheren  Untersuchungen  dienen. 

T.  IX.  Nr.  24.  Ueber  die  Form  architektonischer 
Säulen. 

Diese  früher  von  Euler  und  Lagrange  untersuchte  Frage 
bat  der  Herr  Vf.  einer  neuen  Untersuchung  unterworfen»  wobei 
es  ihm  wider  Erwarten  gelungen  ist,  die  Differentialgleichung,  de- 
ren allgemeine  Integration  Lagrange  nicht  versucht  hatte,  auf 
elliptische  Transcendenten  zurückzuführen.  Dabei  zeigte  es  sich, 
dass  die  zweckmässigste  Form  vom  Cylinder  abweicht,  und  dass 
das  Volumen   dieses   bei  gleicher  Höhe  und  Tragkraft  sich  zum 

/  3 
Volumen  jener  Form  wie  1  •  V  T  ^^^''^^l^* 

T.  X,  Nr.  2.  Ueber  den  Einfluss  der  Umdrehung 
und  der  Gestalt  der  Erde  auf  die  scheinbaren  Bewe- 
gungen an  der  Oberfläche  derselben. 

Die  sinnreiche  Idee  Foucault's,  die  Umdrehung  der  Erde 
durch  ein  einfaches  um  einen  Punkt  schwingendes  Pendel  Jedem 
anschaulich  zu  machen,  die  in  neuester  Zeit  bekanntlich  so  viel 
Aufsehen  gemacht  hat,  so  dass  man  die  betreffenden  Versuche 
selbst  vielfach  vor  das  grosse  Publikum  gebracht  hat,  veranlasste 
Herrn  Hofrath  C lausen,  diese  Bewegung  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  einer  strengen  und  ausführlichen  analytischen  Unter- 
suchung zu  unterwerfen,  bei  der  er  von  den  Formeln  ausgeht,  die 
Gauss  in  Benzenberg's  bekanntem  Werke  über  die  Umdreh- 
ung der  Erde  gegeben  hat.  Wir  empfehlen  diese  gründliche  ana- 
lytisch -  mechanische  Untersuchung,  in  der  auch  auf  die  sphäroi- 
dische  Gestalt  der  Erde  Rücksicht  genommen  worden  ist,  allen 
denen  sehr,  welche  an  dem  Foucault'schen  Versuche  das  gebüh- 
rende Interesse  nehmen;  nur  muss  man  nicht  etwa  glauben,  mit 
bloss  elementar  •  mathematischen  Kenntnissen  an  das  Studium  die- 
ser Abhandlung  gehen  zu  können,  indem  dieselbe  vielmehr  den 
analytischen  Scharfsinn  und  analytische  Kenntnisse  vielfach  in  An- 
spruch nimmt.  Aber  ohne  diese  Kenntnisse  wird  man  auch  nie 
eine  vollkommene  Einsicht  in  Foucault's  Versuch  erlangen  können. 
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wobei  wk  Indesfl  .audi  nldift  die  Versuche  tadeln  vrollen,  sondern 
denselben  vielmehr  das  Wort  reden,  welche  dazu  bestimmt  sind, 
iiül  mnglicbirt  elementarer  oder  populärer  Weise  die  Grunde  des 
Foucault'schen  Ver.suchs  möglichst  zur  Anschauung  zu  bringen, 
eben  well  ciieser  Versuch  bereits  vielfach  vor's  grosse  Publikum 
G^ebracht  worden  Ist.  Den  Mathematiker  kann  aber  nur  eine  solche 
Eni  Wickelung,  wie  wir  sie  in  der  vorliegenden  grtmdlichen  Abhand- 
lung des  Herrn  Verfassers  finden,  vollkommen  befriedigen,  und  ist 
auch  allein  geeignet,  ein  wahres  Verstäiidniss  dieses  höchst  inter- 
essanten Gegenstandes  zu  vermitteln. 

MS/anges  mathematiques  et  astronomiques.     T.  /. 

Ueber  die  Olbers'sche  Methode  Gometenbahnen 
zu  berechnen. 

Jedem,  der  sich  mit  der  Berechnung  der  Cometenbahnen  be- 
schäftigt hat,  sagt  der  Herr  Verf.,  ist  es  bekannt,  welche  grosse 
Erleichterung  durch  die  Olbers'sche  sehr  sinnreiche  Methode  er- 
langt wurde,  und  dass  wir  einen  grossen  Theil  der  berechneten 
Bannen  dieser  Methode  verdanken.  Einige  Astronomen  haben  die 
Behauptung  aufgestellt,  dass  die  durch  die  Olbers'sche  Methode 
erlangte  erste  Annäherung  viel  grosser  sei,  als  die  erste  Annähe« 
rang  durch  die  übrigen  bekannten  Methoden,  und  zwar,  dass  jene 
die  Annäherung  bis  auf  Grossen  der  zweiten  Ordnung  exci.  geben, 
wenn  man  die  Grossen  erster  Ordnung  den  Zwischenzeiten  pro- 
portional setzt;  während  die  Laplace's'che  und  andere  Methoden 
diese  Annäherung  nur  bis  auf  Grossen  erster  Ordnuns:  exci.  geben. 
Diese  letztere  Behauptung  sucht  der  Herr  Vf.  in  cliesem  lesens- 
werthen  Aufsatze  zu  widerlegen,  wobei  er  mit  Recht  ganz  im 
Geiste  seines  verewigten  Gönners,  des  trefflichen  Olbcrs,  zu 
handeln  glaubt,  der,  aller  Eitelkeit  fremd,  jeden  auf  einen  Irrtbum 
gegründeten  Ruhm  gewiss  von  sich  zu  entfernen  gesucht  hätte. 
Kein  Leser  wird  auch  diesen  Aufsatz  des  verehrten  Herrn  Ver- 
fassers ohne  vielfache  Belehrung  aus  der  Hand  l^en. 
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JLIterftrlsclier   Bericlit 


Oeometrie  und  Trigonometrie. 


Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementar  -  Geome 
trie.  Ebene  und  körperliche  Geometrie.  Zum  Selbst- 
unterricht mit  Rucksicht  auf  die  Zwecke  des  prakti- 
schen Lebens  bearbeitet  von  H.  B.  Lflbsen.  Klit  190 
Figuren  im  Text.  Hamburg.  Perthes,  Besser  &  Mauke. 
185L    8.    1  Thlr. 

Ausführliches  Lehrbuch  der  ebenen  und  sphäri- 
schen Trigonometrie.  Zum  Selbstunterricht  mit  Rück- 
sicht auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens  bear- 
beitet von  H.  B.  Lübsen.  Hamburg.  Perthes,  Besser 
&  Mauke.    1852.    8.    21  Ngr. 

Herr  Lübsen  in  Hamburg  hat  sich  schon  durch  seine  frü- 
her erschienenen  Lehrbücher  der  Arithmetik  und  Algebra  und  der 
analytischen>Geometrie  von  ganz  ähnlicher  Tendenz  wie  die  beiden 
obigen  verdient  gemacht.  Alle  diese  Lehrbücher»  auch  die  bei- 
den obigen  hier  anzuzeigenden,  zeichnen  sich  durch  eine  unge- 
meine Deutlichkeit  sehr  vortheilhafl;  aus,  und  enthalten  überall  in  sehr 
verständiger  Auswahl  von  den  betreffenden  Wissenschaften  allemal 
das,  was  fllr  das  praktische  BedOrfniss  nOthig  ist  and  zu  demselben 
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ia  nuchster  Beziehung  steht,  ohne  die  für  tüchtige  {iraktitcbe  A.n- 
wendung  der  Mathematik  bestimmte  Kraft  des  Kuabens  und  J&ng- 
lings   durch    eine  Menge  oft  sehr    unnützer  Sätze    und  Säfiühen 
eher    zu  schwächen    und    zu   ermilden  als  zu  stärken,    wie  leidet 
viele  unserer  Lehrer  immer  noch  thun.    In  dem  nördlichsten  Theile 
unser«    deutschen   Vaterland«,    in    Hamburg,    Bremen,    Holstein, 
Schleswig,  Ostfriesland  u.  s.  w.- scheint  man  in  dieser  Beziehung; 
einen  viel  richtigem  und  sicherem  Takt  zu  besitzen  als  in  vielen 
andern  Theilen  desselben,     Oesbalb    giebt  es   aber  auch   dort  et^ 
ungemein  viele  tflchlige,  namentlich  praktische  Mathematiker,  on<^ 
namentlich   sollen  die  t'riesen   in  dieser  Beziehung  sich  auszeict^^ 
nen.  „In  Ostfriesland"  pflegte  mein  verewigter  Freund  Dirksft^ 
in  Berlin,  dem  die  Strenge  in  der  Mathematik  das  Hüchste tvt^j.^ 
oft  zu  sagen,    „ist  jeder  Bauer  ein  Mathematiker",   und  er  seihä/ 
war,  so  viel  ich  mich  erinnere,  ursiirünglich  ein  gewöhnlicher  os^ 
friesischer  Landschulmeisler    gewesen,'  wenn    mich    auch  meine 
Erinnerung  vielleicht  trügen   kann.    Herrn  Lubsen's  BüchersiiHi 
der   deutlichfite  Ausdruck   dieses    wahrhaft  tüchtigen    praktischen 
mathematischen  Sinnes,    ohne  übrigens  der  Strenge  der  Darstel- 
lung wesentlich  etwas  zu  vergeben,  und  wir  empl'ehlen  sie  daher 
»echt  sehr  zur  Beachtung.     Wer  ihren  Inhalt  sich  vollständig  an- 
geeignet hat,  wird  zu  den  vielfachsten  praktischen  Amvendongea 
der  Mathematik  berabi^seiri,    insofern  er  vorläulig    auf  die  An- 
wendung  der    höheren  Theile    der  WiBsenschaft   verzichtet.    Di« 
Geometrie  enthält  auch  schon  die  (jrundzüge  der  Feldmesskunst, 
des  ^Ivellirens,    und  der  praktischen   Körpermessung,    auch  der 
Ausmessung  der  Fässer,  u.  s.  w. 

Knaben  und  Junglinge,  welche  für  ein  praktisches  Fach,  doa 
auf  eiiter  mathematisch eo  Basis  ruhet,  bestimmt  sind,  mfiasen, 
natürlich  bei  völliger  Strenge,  so  schnell  als  möglich  durch 
die  Theorie  hindurch  gefuhrt,  und  nicht  mit  Gott  weiss  was  ßir 
geometrischen  Theoremen  und  Problemen,  direkten  und  rcciprokeo, 
—.so  viel  Vergnügen  dieselben  auch  zuweilen  dem  eigentlichen  theo- 
retischen Mathematiker  darbieten  kOnnen,  sollten  sie  auch  für  die 
Wissenschaft  selbst  oft  nicht  von  besonderer  Bedeutung  sein,  — 
gequHlt  werden.  Dann  muss  mOgüchst  schnell  die  vielfachste  und 
allseiligste  praktische  Anwendung  folgen,  und  die  sogenannte  for- 
melle Geistesbildung,  die  man  durchjene  Sütze  und  Sützchen  su 
fordern  meint,  wird  Ijei  diesen  tüchtigen  praktischen  Naturen  sich 
dann  schon  vnn  selbst  Gnden,  wenn  nur,  was  wir  immer  voraus- 
setzen, die  theoretische  Grundlage  eine  völlig  strenge  and  för 
die  hüntlige  praktische  Anwendung  völlig  ausreichende  war. 
Herrn  Lubsen's  in  vieler  Beziehung  sehr  zu  empfehlende  Lehr* 
bficher  scheinen  uns  ein  interessanter  und  sehr  ansprechender 
Ausdruck  dieses  gewiss  sehr  richtigen  pädagogischen  und  metho- 
dischen Grundsatzes  zu  sein,  weshalb  wir  sie  hier  allen  Lehrern, 
4ie  solche  Knaben  und  Jünglinge,  wie  oben  von  uns  naher  be- 
I  ^lehnet  worden  sind,  aufiteal-  und  anderen  ähnlichen  Schulen  w 
('unterrichten  haben,  was  gewiss  für  den,  der  selbst  praktiscben 
I  Sinn  hat,  ein  sehr  anziehender  und  seegensreicher  Lobensbenif 
tat,  bestens  haben  empfehlen  wollen.  Schliesslich  möchten  wie 
i  tHMih  wünschen,  das«  Herr  Lübsen  sein  Talent  xu  einer  ähnli- 
B^ltcn   Bearbeitung   der   Differentinl-    und  Integralrechnung  anvvea* 
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GompendiuiQ  der  darstelUnden  Geometrie  nebst 
einiger  AoweDdung  deraelben  auf Schattenbestiromung 
und  Perspective.  Für  Realscholen  als  auch  aum 
Selbstunterricht  verfasst  von  Justus  Nigria,  Archi- 
tekten und  Professor  der  darstellenden  Geometrie» 
des  geometrischen  Zeichnens  u.  s.  w.  an  der  uffentli- 
cben  städtischen  Ober- Realschule  zu  Presburg. 
Mit  eiirSteiotafeln.    Presbur^.    Krapp.    1853.8. 

Dieses  Lehrbuch  enthält  nicht  bloss  die  Elemente  der  eigen^ 
lieben  descriptiven  Geometrie,    sondern   auch  die  Elemente  des 

geometrischen  Zeichnens  mit  Einschluss  der  Perspective  und  der 
»chattenconstruction ,  Alles,  namentlich  die  letzteren  Gegenstände« 
nicht  etwa,  wie  öfters  geschieht,  bloss  praktisch  dargestellt,  son- 
dern aus  strengen  geometrischen  Betracntungen  abgeleitet.  Viele 
LehrbOcher  der  descriptiven  Geometrie  enthalten,  wie  es  uns 
scheint,  namentlich  für  nie  Zwecke,  denen  sie  dienen  sollen,  zu  viel. 
Das  vorliegende,  welches  für  den  Unterricht  auf  einer  Realschule  be- 
stimmt ist,  scheint  uns  eine  richtige  Mitte  sehr  gut  getroffen  zu 
haben i  und  enthält,  wie  schon  erinnert,  ausser  der  eigentlichen 
G^om^trie  d^scriptive  noch  manches  Andere,  was  för  den  Unter- 
richt auf  einer  Realschule  von  Wichtigkeit  sein  kann.  Da  wir 
längst  sehr  gewOnscht  haben,  dass  der  Unterricht  in  der  descrip- 
tiven Geometrie,  welcher  für  künftige  mathematische  Praktiker  von  der 
grOssten  Wichtigkeit,  und  zugleich  fQr  die  Bildung  des  mathema- 
tischen Geistes  gewiss  eben  so  fruchtbringend  ist  wie  die  übrige 
Geometrie,  daher  auch  auf  den  Lehrplünen  der  sogenannten  hö- 
heren Bürger-,  Real-  und  Gewerbschulen  namentlich  in  Oester- 
reich.  Baiern,  Würtemberg  mit  Recht  längst  das  volle  Bürger- 
recht erhalten  hat*),  unter  die  Unterrichtsgegenstände  aller  sol- 
cher Schulen  aufgenommen  werden  muee:  so  empfehlen  wir  das 
vorliegende,  wie  es  uns  scheint,  recht  praktiscne  Buch,  allen 
Lehrern  an  solchen  Schulen   zur  Beachtung. 


Hecbanlk. 

Beitrag  zur  Theorie  der  Seilpolygone  und  der 
Kettenlinie  von  Dr.  Th.  Spieker.  Programm  des  Her- 
zogl.  Carlsgymnasium  zu  Bernburg.  Bernburg.  1852.  4. 

In     diesem     lesenswerthen  Programm   hat   der  Herr  Ver- 


#*P*i****— »i**^- T-^ 


*)    lu  Frankreich  versteht    sich  dies    seit  ileni  bernbmten  Erfinder 
der  OeoineCiie  d6scripti?e  natürlich  ganz  von  selbst. 
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fasser   diejenigen    Seilpölygone    einer    besonderen  CBtenackuag 
unterzogen»  an  denen  lanter  parallele  Kräfte  wirken,  wozu  nv  ele- 
mentare Sätze  nuthig   waren.      Ans  den  aaf  diesem  elementareo 
Wege  gewonnenen  Sätzen  hat  er  dann  gleichfalls  durch   ckneu- 
tare  Betrachtungen  die  meisten  Eisenschaften  der  Kettenlinie  ab- 
geleitet, indem  man  dabei  sonst  gewöhnlich  nnmittelbar  tob  dcrDiffe- 
rentialgleichung  der  Kettenlinie  ausgeht,   und  die  ganze  Betrach- 
tung gleich  von  vorn  herein    in  das  Gebiet  der  Differential-  «id 
Integralrechnung  hinüber  führt.    Er  ist  dabei  selbst  bis  znr  Recti^v 
fication   und  dem  Krümmungshalbmesser  fortgeschritten,   und  b^^^ 
dient  sich   überhaupt   in   seiner  ganzen  Schrift  der  höheren  Ab^ 
lysis  sonst  gar  nicht,  als  nur  bei  dem  Satze  §.  !2!2.  über  deo  Schw^^u 
punkt  des  Seilpolygons,   wo  die  Anwendung  derselben  wohl  a«^ 
nicht  leicht  umgangen  werden  konnte,    da   es  bei  dieser  CBler- 
suchung  auf  die  Bestimmung  eines  Maximums  ankam.   Wir  hatca 
allen  Untersuchungen,  welche  Betrachtungen,  die  sonst  aar  ait- 
telst  der  höheren  Analysis  angestellt  zu  werden  pflegen,    ia  das 
Gebiet  des  sogenannten   Elementaren   hinüber  führen,    überhaifl 
Immer  das  Wort  geredet;    um  so  mehr  thun  wir  dies  bei  einen 
praktisch  so   wichtigen  Gegenstande  wie  die  Kettenlinie  ist,  nd 
wenn  es  in  so  ansprechender  und    strenger  Weise  geschieht  m 
In  dem   vorliegenden   Programm,    von  dem  wir  daher  recht  sehr 
wünschen ,  dass  es ,  wie  leider  oft  bei  solchen  SchriAen  geschieht 
nicht    unbeachtet   bleiben  muge.    Möge   der  Herr  Verfasser  ktür 
fahren,    seine  schonen  Kräfte  in  demselben  strengen  mathemafi- 
schen  Sinne  andern  derartigen  Untersuchungen  in  widmen. 


Astronomie« 

Wuntier  des  Himmels  oder  gemein  fassliche  Dar- 
stelluni;  des  Welt  syst  eins.  Von  J.  J.  v.  Littrow.  Vierte 
Auflage.  Nach  dem  neuesten  Zustande  der  Wisseu- 
schatt  bearbeitet  von  Carl  v.  Littrow,  Director  der 
k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Dritte  und  Vierte  Lieferung. 
Stuttgart.     Hoffmann.     12'.,  Ngr.    . 

Indem  die  beiden  ersten  Abtheiliinsren  dieses  ausgezeichneten 
Werks,  welche  wir  im  Literarischen  Berichte  Nr.  LXXIV.  S.U3S. 
angezeigt  haben,  hauptsächlich  die  Einleitung,  und  die  Erste 
Haupt- Abtheiluug.  The ori sehe  Astronomie  oder  all- 
iremeine  Erscheinung  des  Himmels,   enthielten«  enthalten 
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das  vorliegende  dritte  und  vierte  Heft  die  Zweite  Haupt  Ab- 
tlieilnng.  Beschreibende  Astronomie  oder  Topogra- 
phie des  Himmels  und  den  Anfang  der  Dritten  Haupt- 
Abtheilung.  Physische  Astronomie  oder  Gesetze  der 
himmlischenBewesungen.  Hauptsächlich  hat  uns  die  jetzt  voll- 
ständig vor  uns  liegende  Topographie  des  Himmels  sehr  grosses 
Vergnügen  gemacht  und  grosse  Belehrung  gewährt,  weil  wir  darin 
alle  am  Himmel  in  älterer,  neuerer  und  neuester  Zeit  gemachten 
Entdeckungen  mit  grosser  Sorgfalt  und  Genauigkeit  zusammen- 
gestellt, und  oft  mit  höchst  interessanten  Betrachtungen  begleitet 
gefunden  haben.  Dass  dem  verdienten  neuen  Herausgeber  des 
vVerks  hier  zu  Zusätzen  ein  grosses  Feld  eröffnet  war,  weiss  Je- 
der, wer  die  neuere  Geschichte  der  Astronomie  kennt,  und  dass 
Herr  Carl  v.  Littrow  diese  Gelegenheit,  das  Werk  seines  ver- 
ewigten Vaters  in  der  in  Rede  stehenden  Beziehung  auf  eine  dem 
jetzigen  Zustande  der  Wissenschaft  ganz  entsprechende  Weise  zu  ver- 
vollständigen, nicht  ungenutzt  gelassen  hat,  brauchen  wir  unsern  Le- 
sern wohl  nicht  erst  zu  versichern,  daseine  Genauigkeit  in  solchen  Ar- 
beiten sich  schon  bei  anderer  Gelegenheit  in  der  vicUachsten  Weise  be- 
währt hat,  und  ihm  die  umfassendste  Kenntniss  des  Gegenstandes  zur 
Seite  steht.  Der  Herr  Herausgeber  besinnt  natürlich  mit  der  Sonne.Dass 
er  sich  hier  auch^  über  die  namentlich  bei  Gelegenheit  der  grossen 
Sonnenfinsterniss  vom  Jahre  1851  vielfach  discutirte  Frage  über 
die  Sonnen-Atmosphäre  ausspricht,  versteht  sich  von  selbst. 
„Weit  unmittelbarer  aber''  sagt  er  „wird  die  Existenz  einer  Son- 
nenatmosphäre durch  die  merkwürdigen  Erscheinungen  dargethan, 
die  man  bei  totalen  Sonnenfinsternissen  beobachtet.  Gäbe  es  aus« 
ser  der  Photosphäre  keine  Hülle  der  Sonne,  so  müsste,  da  der 
Mond,  wie  wir  bald  sehen  werden,  wahrscheinlich  keine  oder 
doch  eine  sehr  dünne  Atmosphäre  hat,  in  dem  Augenblicke,  wo 
der  IVIond  die  Sonne  ganz  bedeckt,  die  Stelle  des  Himmels,  welche 
von  beiden  Gestirnen  eingenommen  wird,  lichtlos  und  höchstens 
durch  ihre  völlige  Dunkelheit  von  dem  übrigen  Firnianiente  zu 
iinterscheiden  sein.  Dem  ist  aber  nicht  so ,  sondern  es  zeigt  sich 
eine  sehr  helle  Glorie  um  beide  Himmelskörper.  Mit  dem  Fern- 
rohre eiptdeckt  man  an  der  inneren  Grenze  dieser  Glorie  röthliche 
Flecke,  theil^  unmittelbar  auf  dem  Mondrande  wurzelnd,  theils 
in  Wolkenform  von  demselben  getrennt,  wie  sie  Fig.  45.  auf 
Taf.HI.  nach  einer  Zeichnung  von  Biela  vom  8.  Juli  1842  und  Fig.  46. 
a.  b.  nach  einer  Beobachtung  des  Herausgebers  im  Jahre  1851  dar- 
MeWt  Die  Glorie  sowohl  als  die  rothen  Flecke  gehören 
unzweifelhaft  der  Sonne  an,  da  beide  Erscheinungen, 
wie  der  Mond  über  die  Sonne  hingeht,  auf  der  einen 
Seite  der  Scheibe  an  Grösse  ab-,  auf  der  andern  zu- 
nehmen*). Da  unmittelbar  nach  dem  Verschwinden,  so  wie 
unmittelbar  vor  dem  Wiedererscheiuen  der  Sonne  und  gerade  an 


*)    Resultat  aller  voriirtheiUfreien    und  den  Gegenstand  gehörig  zu 
würdigen  verstehenden  Beobachter.  G. 
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den  Stellen  des  Bioodraode«,  iro  diese  kleinsten  Phasen  der  Sooae 
Statt  finden ,  also  beider  Körper  Ränder  «iich  an  nächsten  stehen, 
sieb  eis  rotber,  sichelf»raiiger  Saom  zeiet,    so  mns8  man  Term- 
Iben ,  dass  die  Pbotosphäre  der  Soone  von  zTrei  Schalen  nmgebci 
ist,    deren  eine  ihr  zunächst  liegende  in  rotheni  Lichte  leuchtet, 
deren  zweite,  weit  nmiaogreichere,  weisses  Licht  hat.  Jene  rotfce 
^Schichte   wurde   dann   an  j^ewi^wen  Stellen  empor^^triehj»,  uod 
bildete  so  die  unter  dem  Kamen  Protuberanzen   bekannten  Lickt- 
LGscheL    Ueber  die  Ursachen  dieses    Emportreibens    ist  es  bis 
jetzt    nicht  gelungen,    etwas   Bestimmtes   zu  erforschen;    indeu 
haben  die  Beobachtungen  von  1S51  einen  Zusammenhang  swischea 
den  Protoberanzen  und  den  Sonnenflecken  und  Fackeln  Iwahrscheis* 
lieh  Seemacht,  da  sich  mehrere  Protnberanzen  an  Stellen  gezrij^t 
haben,    wo   kurz  vor  oder  nach  der  Finstemiss  Flecken  und  Fa- 
ckeln gesehen  waren.     Da  «vir  nach   dem  Obigen  die  Sonneofc- 
cken  als  Krater   in  der  Photosphäre  annehmen  müssen,   so  liegt 
aoch  die  Voraussetzung    nahe,    dass  GastrOmungen .  ans  diesen 
Kratern  Statt  finden ,  und  Jene  Emporhebungen  der  rothen  Schiebte 
bewirken/'    Wir    hoffen  durch   die   Mittheilung   der  Torsteheoden 
ungemein  klaren  und  einleuchtenden   Darstellung    uns    den  Dank 
unserer  geehrten  Leser  erworben  zu  haben,  und  hoffen,  dass  die- 
selben daraus  zugleich  entnehmen  werden,  was  sie  iH>n  denfibrt- 
gen  Partieen  dieses  ausgezeichneten  Werkes  zu  erwarten  haben, 
^ie  oben  gegebenen  Erklärungen  sind  in  der  unmittelbarsten  Wdse 
ans  genauen  Beobachtungen  geschupft,  und  traeen  eben  deshalb, 
gerade  bei  einem  solchen  Gegenstande,     wie  dem    TorliegeodeOi 
den  Charakter  ächter  Naturforschung  an  sich.     Ganz  in  derselben 
schonen  Weise  wie  die  Sonne  werden  nach  der  Reihe  besprochen: 
Alerkur;  Venus;  Mars;  die  Asteroiden;  Jupiter;  Saturn;  Üranos; 
^ieptun   (bei  welchem  die  Geschichte  seiner  Entdeckung  aasßh^ 
lieh  erzählt  wird);  der  Mond;  die  Monde  der  vier  äussersten Pla- 
neten; die  Kometen;  die  Anzahl,  Entfernung  und  Gr«isse  der l<iX* 
Sterne;  die  Doppelsteme;    die  veränderlichen  Sterne;    die  Stent- 
gruppen   und    Nebelmassen    des   Himmels.     Unsere  Literatai  bt 
kein  Werk  aufzuweisen,   welches  eine  so  vollständige  und  so  an- 
sprechende Darstellung    der  Topographie    des  Himmels  enthielte 
wie  das  vorlie'gende,    und   der  Herr  Herausgeber  hat  sicn  dardb 
dasKelbe      den    Dank    aller    Freunde,     sowohl    der    Astronomie 
überhaupt,  als  auch  der  beschauenden  Astronomie  insbesondere,  in 
hohem  Maasse  erworben,  und  wird  dieser  herrlichen  Wissenschaft 
durch  sein  ausgezeichnetes  Werk   auch  gewiss  immer  noch  mehr 
Freunde  erwerben. 

Den  beiden  letzten  Lieferungen ,  welche  der  physischen  Astro. 
noniie  gewidmet  sein  werden,  sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen- 
und  werden  nicht  säumen,  dieselben  unmittelbar  nach  ihrem  Er 
scheinen   anzuzeigen. 


Ueber   die    Fortschritte     der    Astronomie    in     dem 
letzten    Deceniiium.      Besonders     abgedruckt    aus    f. 
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V.  Littroiv*«    Kalender    f'tlr  alle   Stände    fflr    die   Jahre 
1851,   1852,   1853. 

Uer  von  Herrn  C.  v.  Littrow  herausgegebene  Kalender 
rar  alle  Stände  entbäR  in  seinen  Jahrgängen  J851,  1852,  1853 
eine  sehr  interessante  Darstellung  der  Gescliicbte  der  astronomi- 
schen Entdeckungen  in  dem  letzten  Decennium,  welche  wir 
ansern  Lesern  aus  vollkommenster  Ueberzeugnng  recht  sebr  zur 
Beachtung  empfehlen,  da  sie  schwerlich  an  einem  anderen  Orte 
das  an  astronomischen  Entdeckungen  so  reiche  letzte  Decennium 
In  eben  so  vollständiger  und  interessanter  Weise  charakterisirt 
finden  werden  als  in  den  drei  letzten  Jahrgängen  des  obigen  über- 
haupt sehr  empfehlenswertben'  Kalenders  für  alle  Stände.  Der 
Jahrgang  1851  bespricht  die  Kometen,  der  Jahrgang  1852  die  neu 
entdeckten  Planeten,  der  Jahrgang  1853  die  Fixsterne;  und  wir 
wOssten  in  der  That  nicht,  was  uns  bei  diesen  höchst  lehrrei- 
chen historischen  Darstellungen,  die  ausserdem  noch  manche  ein- 
zelne besonders  interessante  Notizen  enthalten,  wie  z.  B.  die  im 
Jahrgang  1851.  S.  24.  mitgetheilte  Stelle  aus  Hevels  Cometo- 

Sraphia.  pag.  320.  über  den  Kometen  von  1652,    nach  welcher 
ie  Duplicität  des  Biela*schen  Kometen  keineswegs  Isolirt  dasteht, 
noch  hätte  zu  wünschen  übrig  bleiben  sollen. 


De  magnitudinc  relativa  numeroque  accnrato  stel- 
larum  ^uae  solis  oculis  conspiciuntur  fixarum.  Com- 
raentatio  qua  orationem  ex  lege  publica  a  se  baben- 
dam,  ad  munus  Matbematum  Professoris  ordinarii  in 
Academia  Regia  Manasteriensi  adeundum,  indicit 
Eduardus  Heis,  Philos.  Doctor  et  Prof.  Publ.  Ord.Mo- 
nasterii  Guöstphalornm.    1852.    4. 

Der  Herr  Vf.  des  vorliegenden  Programms  hat  sich  bekannt- 
lich durch  seine  Beobachtungen  der  Sternschnuppen,  seine  theo- 
retischen Untersuchungen  über  dieselben,  und  seine  Beobaehtun- 
gen  der  veränderlichen  Sterne  schon  anerkannte  Verdienste  erwor- 
en.  In  diesem  sehr  lehrreichen  Programm  unterwirft  er  die  re- 
lative Grosse  der  mit  blossem  Auge  sichtbaren  Sterne  einer  aus* 
lOhrlichen  Besprechung,  beschreibt  seiue  Beobachtungs-  und 
Rechnungs-Metnode ,  vergleicht  die  Resultate  seiner  Beobachtun- 
gen mit  Argelander^s  und  J.HerscheTs  Bestimmungen  u.dgl., 
0O  dass  wir  dieses  Programm  aus  vollkommenster  üeberzeugung 
uosern  fflr  die  in  demselben  so  lehrreich  besprochenen  Gegen- 
stände sich  interessirenden  Lesern  zur  sorgfaltigen  Beachtung 
empfehlen  können,  namentlich  allen  denjenigen,  welche  derglei- 
chen, Liebhabern  der  Astronomie  besouders  deshalb,  weil  sie 
einen  Kesonderen  Instrumentenapparat  gar  nicht  in  Anspruch  neh- 
men, dringend  zn  empfehlende  Beobachtungen  selbst  anzustellen 
beabsichtigen. 


* '  .  .  .      -K- 
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Physik. 

Die  Physik  in  ihren  wichtigsten  Resultaten  dar- 
gestellt von  Friedrich  Zamniiner,  Dr.  Phil,  undaus- 
serordentj.  Prof.  an  der  philosophischen  Universität 
zu  Giessen.  Mit  11  lithographirten  Tafeln.  Stuttgart. 
Frankh.   1852.  8.     2  Thlr.  8  Ngr. 

Dieses  neue  Handbuch  der  Physik  bildet  eine  Abtheilang  der 
^yNeuen  Encyklopädie  der  Wissenschaften  und  Kün- 
ste" Vielehe  die  auf  dem  Titel  genannte  Buchhandlung  heraas- 
giebt.  Der  Zweck  desselben  ist  hauptsächlich  eine  Vorbereitung 
zum  Verständniss  der  praktischen  Anwendungen  der  Physik,  eine 
Vorbereitung ,  welche  jedoch  eine  gründlich  •  wissenschaftliche  sein 
soll.'  Wir  sind  der  Meinung ,  dass  der  Herr  Verfasser  diesem 
Zweck  zunächst  dadurch  in  sehr  verständiger  Weise  zu  entspre- 
chen gesucht  hat,  dass  er  sein  Augenmerk  hauptsächlich  autdie 
gründliche  Darstellung  und  Erläuterung  derjenigen  Lehren  der 
Physik  richtete  >  welche  in  ihren  Resultaten  als  ausgemacht  und 
feststehend  angesehen  werden  können,  so  dass  er  also  das  noch 
Hypothetische  weit  weniger  berücksichtigte.  Da  nur  Ersteres, 
nicht  Letzteres,  für  die  praktische  Anwendung Werth  haben  kann, 
so  ist  das  von  ihm  in  dieser  Beziehung  eingeschlagene  Verfabreo 
jedenfalls  als  ein  sehr  zweckmässiges  zu  bezeichnen.  Was  ferner 
die  Darstellung  selbst  betrifft,  so  hat  er  sich,  was  dem  Zwecke 
des  Buchs  gleichfalls  vollständig  entspricht,  überall  einer  einfa- 
chen Sprache  und  grüsster  Deutlichkeit  befleissigt,  so  \yie  deon 
endlich  auch  von  den  Elementen  der  Mathematik,  wo  es  der  be- 
absichtigte Zweck  erforderte,  ein  häuBger  und  sehr  verständiger 
Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Wir  glauben  daher  das  vorliegende 
Buch  als  seinem  Zweck  recht  wohl  entsprechend  empfehlen  zu 
können,  und  machen  alle  diejenigen,  welche  die  Lehren  der  Phy- 
sik nach  irgend  einer  Richtung  hin  praktisch  anzuwenden  beab- 
siclitigen ,  auf  dasselbe  aufmerlksam.  Den  Inhalt  hier  besonders 
anzugeben,  ist  nicht  nüthig,  weil  er  der  übliche  ist.  Dass  der 
mechanische  Theil  besondere  Berücksichtigung  gefunden  hat,  ver- 
steht sich  von  seihst;  aber  auch  der  optische  Theil  wird  dem 
künftigen  Optiker,  die  Abtheilung  über  Elektricität  dem  künftigen 
Telegraphisten,  u.  s.  w.  eine  gute  Vorbereitung  auf  ihr  künftiges 
Fach  gewähren.  M^ge  dem  Buche  daher  die  verdiente  Beachtung 
zu  Theil  werden. 


977 


JLtterartoelier   Berlclit« 


Arithmetik. 

Compendintn  der  hSheren  Analysis  von  Dr.  Oskar 
SehlOmnch,  Professor  an  der  polytechniscfaen  Schule 
xn  Dresden.    Braunschyreig.  Vieweg.  1853.    2  Rtblr. 

Ein  ffutes  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrechnung  ge- 
hört nach  unserer  Meinung  zu  den  Seltenheiten.  Selbst  nach 
Cauchy*s  trefflichen  Vorarbeiten,  durch  welche  diesen  Discipli- 
nen  bekannUich  eine  ^anz  neue  Grundlage  gegeben  worden,  bleibt» 
wie  wir  aus  dem  Munde  berühmter  Gelehrten  gebort  haben,  im- 
mer noch  Vieles  zu  thun  Qbrig.  Cauchy's  Methoden  sind  zwar 
im  Wesentlichen  streng  und  gründlich  (dasssie  dies  nicht  überall 
sind,  wird  sich  im  Verlauf  unserer  Recension  zeigen),  aber  in 
vielen  Punkten  gewiss  noch  der  Vereinfachung  lahjg.  Gründ- 
lichkeit und  m5^glichste  Einfachheit  ist  das  Ziel,  welches 
der  Bearbeiter  einer  wissenschaftlichen  Discipün  überhaupt  zu  er- 
streben hat.  Inwieweit  der  Verfasser  des  in  der  Ueberschrift  ge- 
nannten Buchs  diese  Aufgabe  gelöst  hat,  wollen  wir  einer  kriti- 
schen Beleuchtung  unterwerfen. 

Die  erste  Section,  die  Differentialrechnung,  verbreitet  sich  in 
neun  •  Capiteln  der  Reihe  nach  über  Differentiation  der  Funktionen 
mit  einer  und  mehreren  Variabein,  über  Anwendungen  auf  bühero 
Geometrie,  vieldeutige  Symbole,  Maxima  und  Minima,  die  Reihen 
vop  Taylor  und  Maclaurin,  Convergenz  und  Divergenz  der  un- 
endlichen Reihen  und  über  imaginUre  Funktionen ,  während  in  einem 
Anhange  noch  von  den  höheren  Differential  quo tienten  der  zusam- 
mengesetzten Funktionen  die  Rede  ist.  Vermissen  könnte  man 
hier  die  Reibenentwickelung  der  impüciten  Funktionen,  nament- 
lich die  Reihe  von  Lagrange,  ferner  Cauchy's  Theorie  über 
die  £[enn zeichen  der  Entwickelung  der  Funktionen  in  convergente 
Reihen  (Moigno  Legonsp.  150),  endlich  Fourier'sMethode^die 
Wurzeln  der  numerischen  Gleichungen  zu  entdecken.  Doch  wird 
sich  die  Reichhaltigkeit  des  Materials  immer  nach  dem  jedesmal 
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liiseii  Bediirrniss  uriil  Hem  Zweck  des  Buches  zu  richten  haben.  — 
0ie  Vertheilung  des  Stoffs  betreffend,  fällt  am  meisten  auf,  duss 
die  durch  den  Rest  begrenzte  Taylor'sche  Reihe  nicht  in  den 
Vordergrund  gestellt  iat;  sie  muss  bei  vielen  Untersuchuqgeu ,  die 
im  Buche  vorhergehen,  z.  B.  liei  der  Betrachtung  der  FunktioneD 
mit  mehreren  Variaüeln,  die  Grundlai-e  bilden,  wie  sich  netter 
bin  zeigen  wird.  Eine  bedeutende  Abweichung  von  den  eonst  üb- 
lichen Uaretellungen  besteht  darin,  dass  der  Verfasser  bei  der 
Entnickeluni;  der  Fanktionen  in  unendliche  Reihen  nach  dem 
MaclauriD''Bchen  Satze  die,  wie  er  eich  in  der  Vorrede  aus- 
drückt,  immer  umständlichen  Restbelrachlungen  vermieden  hat. 
Dem  gewühnlieben  Kennzeichen  für  die  Gültigkeit  der  Entwtcbe- 
lang  snbslituirt  er  nämlich  zunächst  pag.  r28  ein  anderes,  und 
dann  pag.  130  noch  ein  einfacheres,  vvas  freilich  für  die  Reiben- 
entwickelungen  eine  sehr  grosse  Bequemlichkeit  darbieten  würde, 
wenn  es  nur  richtig  wäre.  Wir  Kommen  weiter  unten  daianf 
zurück.  Diese  Theoreme  über  die  Gültigkeit  der  Ent\tickelung 
werden,  merkwürdig  genng,  erwiesen,  ohne  dass  von  Converseni 
der  Reibe  irgend  em  Wort  gesagt  wird.  Ohne  diesen  vnrlSuugn 
Begriff  kann  man  doch  weder  mit  der  Entivickelung  irgend  eine 
Vorstellung  verbinden,  noch  halten  wir  einen  Beweis  für  ihre  GQI- 
■  tigkeit  fOr  mSglicb.  In  Ca|i.  VIII.  n.  155  wird  sodann  gezeigt,  wie 
das  frühere  Kennzeichen  für  den  Bestand  der  Maclaurin  BCbeB 
Reibe  mit  dem  über  die  Convergenz  derselben  übercinsttmiBl. 
Darnach  wfirde  folgen,  dass  diese  Reihe  immer  richtig  ist,  weei 
sie  convergirt,  was  aber  durchaus  falsch  ist.  Nach  dieser  allge- 
meinen Ucbersicht  wollen  wir  nun  in  ein  näheres  Detail  eingefaM. 
Der  Begriff  der  Stetigkeit  ist  anders  gefasst  als  bei  Cauchy. 
Die  von  letzterem  aufge^iiteltte  Definition,  nach  welcher  y:=fU)  j 
eine  von  a:^a  bis  x^^b  stelige  Funktion  von  x  ist,  wenn  sie  I3i 
jeden  Werth  von  x  in  diesem  Intervall  einen  einzigen,  endlichen, 
reellen  Werth  erlangt,  und  nenn  ausserdem  filr  jeden  Werth  tod 
X  zwischen  a  und  b  die  Differenz  /(j; -(■  i) — f[x)  mit  i  unendUch 
klein  wird,  ist  einzig  und  allein  natürlich  und  richtig.  Ebenso 
verändert  sich  f\x)  von  j;=n  an  stetig,  sobald  f{a)  einen  einzi- 
gen, endlichen,  reellen  Werth  hat  nnd /^a-f  i}— /li)  mit  i  unend- 
lieh  klein  wird.  Schinmilch  stellt  (Seite  3  und  6)  zwei  Defini- 
tionen der  Stetigkeit  auf,  deren  eine  er  aus  geometrischen  Be- 
trachtungen ableitet  Zuerst  heisst  es:  „Die  Funktion  y=.f[x) 
TetläuR  stetig  von  x-=a  bis  x^=/t,  wenn  der  Uebergang  von 
y  =  a  bis  y^ß  mit  Durchlaufung  aller  zwischen  k  und^  einschAlt- 
oaren  Zwischenstufen  gesrhehen  ist,  wo  a  wnd  ß  die  Wertbe  der 
I  j/  für  x^=a.  ar  — fi  resp.  bedeuten  sollen."  Dies  beruhl  jedenfalls 
"lOf  einem  Irrthnm.  Man  denke  sich  A  >  o,  j5>  o.  c  als  einen  Wertt 
jwischen  a  und  6,  endlich  eine  Funktion,  die  tiür  x  =  c  ebenfalls 
Aen  Werth  ß  erlangt.  Dieselbe  kann  nun  von  j=a  liis  ar=e 
■lle  Zwischenstufen  zwischen  a  nnd  8  durchlaufen  (was  sicher  ge- 
schehen mnss,  wenn  sie  nach  Cauchy's  Begriff  stetig  voo  se=a 
bis  x  =  e),  aber  von  x  =  e  bis  x^b  kann  sie  imaginär,  nnenä- 
Reh ,  vieldentig  u.  dgt.  werden ,  und  unter  diesen  VoraHssetzvDEen 
würde  man  sie  doch  nicht  Rir  stetig  halten  können  von  x:=aWä 
x^b.  Der  obigen  Delinition  bann  nur  dann  ein  Sinn  untei 
w«nn  y  van  t— n  bis  x  =  b  furlwSbrend  wächst, 
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'  P^B,  oder  fortrrähreiHl  abnimmt,  wenn JÜ  <  a  ist  D!e'l7iäfed 
ruue,  duss  /t-x)  unstetig  wird,  wenn  es  UHiss^n  zwisuheii  a  un 
ß  gieltt,  irciche  nicht  uls  ZwiBcbeiin'erthe  der  Variatteln  erachei 
nen,  eiitlililt  wenigstens  nicht»  (Jiirichtiees.  Auf  Seite  6  h eiset  ei 
„Die  Funkliaii  f{.r)  bleibt  an  der  ätelFe  x  =  k  «»ntinnirlich  ocjq 
erieidtit  daHeli>st  eine  Unterbrechung  der  Stelteiceit,  jcnaciidan 
die  Differenz  /T£  +  d)— /(|  — »)  mit  d  und  e  cleicnzeitig  verscbwi« 
det  oder  nicbt,"  Zunächst  kann  gar  nicht  die  Rede  »eii 
tigkeit  an  einer  Stelle,  sondern  nur  von  Stetigkeit  von  der  StelK 
all  oder  in  der  Nähe  derselben;  man  wiril  ?iälniebr  bestirnmlfl 
sagen:  die  Funktion  wird  Tür  den  speciellen  Werth  von  x  imag 
nSr  oder  unendlich  oder  unbestimmt  etc.  Andererseits  stelle  ma 
tieb  vor,  dass  m+ö)-Aä).  A^— 0— AJ)  «'ch  derselben  von  Nu 
verschiedenen  drenze  A  nähere,  nenn  ö  und  f  gegen  die  Null  coi» 
verglren,  in  welchem  Falle  fix)  in  der  Nfihe  von  £  unstetig  seltf 
wird;  die  Differenz  /lS-\-d)-flS-,}=m+S)-m~lf{i~t)~m 
wird  dann  mit  S  und  i  unendlicli  klein,  uud  folglich  ntlrde  ' 
Funktion  in  der  Nübe  vun  £  nach  Schlümitch  stetig  sein, 
dem  Vorhersehenden  wider^^pricht.  ScblOmllcb  ist  auf  diese! 
Begriff  durch  Uetrachtunc  ein?r  Kurve  gettifart,  an  der  dem  Wortl 
^  =  f  zwei  verschiedene  Urdinaten  entsprechen,  während  sie  son« 
stetig  verläuft.  Er  scheint  (Iberhaupt  der  Meinung  zu  sein,  dasj 
die  geometrische  Darstellung  einer  zwischen  zwei  Cr 
«tetigen  Funktion  in  einem  ununterbrochenen  Zuge  zwischen 
diesen  Grenzen  bestehen  milssfe;  selbst  Cauchy  sagt  (Le^oiu 
|)ag.  Vi):  „Ces  conditions  ne  peuvent  ätre  satisfaites,  qu'autaM 
que  les  differi^ntg  points  forment  une  ligne  continue  entre  les  limi; 
tes. "     Dass  diese  Vorstellung   aber  unrichtig   ist,    kann    i 

der  Funktion  y=3:sin-  sehen.  Diese  verschwindet  für  ^^Qb 
behSlt  immer  bestimmte  reelle  Werthe,  auch  wird /tO-)-i)~/(^ 
=  i6in-:  mit  I  unendlich  klein,  lolglich  ist  die  Funktioa  tnime 
stelig,  und  doch  ist  der  Zug  von  a-=  — ^  bis  :c^  +  |  durch  de^ 
Werth  :i;:=0  unterbrochen.  Zwischen  x^O  und  a::=+|  ode* 
auch  x=:~-l  nnd  a:=^0  zeigt  diese  Funktion  uneudlich  vietn 
Maxima  und  Minima,  wenn  f  eine  gewisse  Kleinheit  erreicht  hata 
Man  kann  weder  sagen,  dass  sie  von  ^=:Oan  wfichst,  noch  daal 
sie  abnimmt.  Folgendes  Bild  (Taf.  11t.  Fig.  1%)  veranschaulichl 
den  Lauf  der  Funktion. 

Sieht  man  von  den  Falten  ab,  wo  eine  Funktion  zwischen  zwef 
Grenzen  imaginäre,  unendliche  oder  vieldeutige  Werlhe  erlangtig 
so  scheint  (ihrigens  noch  keine  unstetige  analytische  Funktion  beH 
kannt  zu  sein,  wenn    man    nicht  etwa  manche  unendliche  conveHi 

fente  Reihen  oder  bestimmte  Integrale  nnführen  will.     So  ist  dt«« 
«nklion  .i»m(l— ar) +  a;*^'(l-^)  +  .i:^+*(l-:c)   in  Inf.  unstetig- 
in  der  NShe  von  x  =  l,  denn  für  diesen  Werth  ist  sie  ==0,  vvähh 

rend  sie  gegen  die  Grenze  s  convergirt,  wenn  x  sich  der  Einheit 
nähert. 

Das  Kapitel  über  Differenzitung  der  einfachen  Funktionen  isl 
iosefem  gut  abgehandelt,  als  wenig  vorausgesetzt  wird,  nicht  ein^ 


laal 
ichl 
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mal  der  Binomische  Satz  fär  positive  ganze  Exponenten.  Nur  bei 
der  Diffierenzinrng  der  Potenz  (p.  18)  ist  nns  eine  Ungenanigkait 

aufgestosseo.    Ans  der  Gleichung  -V-^=iar^*,  die  für  alleu- 

tionalen  l  bereits  erwiesen,  soll  unmittelbar  hervorgehen,  da« 
sie  auch  für  irrationale  X  gilt,  insofern  man  für  l  saccessii« 
Brüche  setzen  kann,  die  sich  dem  Irrationalwerth  ohne  Ende 
nähern.    Dieser  Behauptung  kann  jedenfalls  nur  die  VorsteUoBg 

ZU  Grunde  hegen,  dass  ganz  allgemein  -^-g^ — =ljim» — g^  **• 

indem  der  veränderliche  Bruch  l  gegen  die  Grenze  /  convergbt, 
j  -     Lim.  f{x  + 1,  /)  — /(a;,  /)       Lim.  Lim. fjx+u  X) — fjjc»  X)     „ 

i  t  X       %  i  ' 

müsste  also  erwiesen  werden,   dass  man  zu  demselben  R«8idtai 

gelangt,  wenn  man  in  dem  Ausdruck  ' : euier- 

seits  zuerst  i  gegen  Null  und  dann  X  gegen  /,  andererseits  h- 
erst  X  gegen  /  und  dann  i  gegen  Null  convergiren  lässt  Diesiil 
aber  im  Allgemeinen  gar  nicht  einmal  richtig,  wie  an  Beispidei 
leicht  gezeigt  werden  konnte.  Wie  man  im  geeenwärtigen  Fall» 
diesen  Zweifel  heben  kann,  wollen  wir  hier  der  Kürze  wegei 
nicht  weiter  zeigen. 

Ganz  ähnliche  Zweifel  erweckt  der  Beweis  des  auf  Sdte  34 
vorgetragenen  Satzes.  Ist  nämlich  2=^11,0),  wo  m  und  v  wie- 
derum Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  «  sind,  so  soll  •^ 

wiesen  werden,  dass  ~g^=g^g^  +  g^g^.    wo  g^,  g^    parüelb 

Differentialquotienten  bedeuten.  Aendert  sich  x  um  Joe,  so  wer* 
den  u  und  v  die  Aenderungen  ^u,  Jv  erfahren,  und  man  ht 
^  ^/(^  +  ^^'  ^) "^  A">  ^)  '^^  f^^ + -^"'  yi+i^r)— /(u+ ^11»  v)  ^ 
Jx'^  Au  'Jx'^  Jv  ^' 

Nähert  sich  nun  Jx  der  Null,  also  auch  du,  Jv,  so  ist  zunic&it 

klar,  dass  der  erste  Theil  rechter  üand  sich  der  Grenze  ^  *   j- 

nähert.  Bliebe  in  dem  zweiten  Theil  rechter  Hand  /1u  ziraädut 
constant,  während  Jv  an  die  Null  geht,  so  erhielte  man  die  GrCBM 

K — ' — Ö-;  da  aber  auch  z/a  gegen  die  Null  geht,  so  ist  dii 

vfiu  vS  vv 
richtige  Grenze   ^  *   ^.    Allein  diesen  Schlüssen  liegt  offenbar 

eine  unrichtige  Hypothese  zu  Grunde.  Während  nämlich  ^v  mA 
der  Null  nähert,  kann  z/u  nicht  einstweilen  constant  bleiben,  deno 
da  t<  und  v  Funktionen  von  x  sind,  so  ist  immer  eine  sleick- 
zeitige  Aenderung  dieser  abhängigen  Variabein  verhanaen,  and 
wenn  man  die  Sache  aus  diesem  Gesichtspunkt  betrachtet,  so 
lässt  sich  schlechterdings  nicht  absehen,  was  aus  dem  Ansdrack 

f{u  -f  z/u,  V  +^v) — f{u  +  Ju,  v) 

wird,  wenn  Au  und  Av  gleichzeitig  gegen  Null  convergiroo. 
Uebrigens  glaubt  Referent  noch  nirgends  einen  richtigea  Beweii 
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dts  obigen  Theorems  gelesen  zu;  ibäboD.  Wir  wilrdeadtenCregen* 
etend  etwa  Mf  felgeDde  Weise 'behandalife:  Ffir  drei  «bhangigei 
Variabele  s.  B.  sei 

vo  Qp^pff,!  Funktionen  von  d^  np^häng^en  y^iab(B||i  rseji)  .410^ 
len.    Bezeichnen  wir  die  partiellen  Differ6htialqaötient6h  k-  «« ,'  g^v 

•K-  resp.  mit  9(:r>y,x)«  '^{x^y^x)»  X(^«yj^)»  ^o  ist  bekanntlich 


I  ■  t  ■  1 


fißi  y'^dg,.z+Jx)a:/^x,  y,  z-^-Jz)  +  ^(«;  y  +  9'Jy,zf^z)Jy;     , 

■l       ••■.  '     ■■•  ■  1  ;  .1.'  ..."  .  •  i       ■       ■         l^       ■ 

folglich 


Js 


+3K^,y>*+ö''^x)^- 


Hier  iat  9  ieine  Funktion  von  x^  «[,   x,  Jx,   Jy,   Jx;     &  eine 
Funktion  von  x^  y,  x,  Jy^  Jx\  d'^eine  Funktion  von  x^  v,  z,  Jz, 
so  aber»    dass  Jede  dieser  Funktionen  zwischen  0  und  1  bleibt, 
welche  Werthe  man  auch  den  Grössen »  von.  denen,  sh/  abbSn^ef^«, 
beilegen  mag.    Lfiisst  man  nun  ifjr  sich  der  Null  nähi^riit/so  wer- 
den Jxt   ^y,  A%  gleichzeitig  ubendlicb  blein,  und  man  wird  antf' 
der  Stelle  übersehen,  dass  die  vorhergehende  Gleichung  übergeht, 
In  die  CrrenzglelÄung. 

."•■....       '       ■  .       .      '  ■ 
.    ^{x^y^z)    ,    .  .hx    ■■    -.      •  v3jf  .    /v   fj    .it 


du  däf ^dühy\'dadi 
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bune  gilt  Aber  nur  so  lan^e,   dis  die  Funktionen  und 
Ditterentialquotienten  stetig  bleiben/ 
Bu  kurz  ist  die  Differenzirung  der  impliciten  Funktio- 
nen abgehandelt,   indem  nur  der. eine  Fall  beleudbtet  ;wird,   wo 
Gl  ~ 


Diese  Gleichun 
ihre  ersten 

Etwas  zu  kurz  ist  die  Differenzirung  der  impliciten  Funktio- 

¥\ 

eine  Gleichung  von  der  Form /(o:, y)  =3 0  gegeben  ist 

Die  Theorie  der  Differentiation  der  Funktionen  mit  mehre- 
ren «nabhKngigen  Varlabeln,  welche  &  38 — 40  absolvirt 
wird,  ist  uns  ganz  «Bverständlicb  geblieben.  Wir  liroileii  dies  dem' 
Herrn  Verfesser  nicht  so  sehr  zum  Vorwerf  »aehen,  da  uns  die 
mrtüten  Schriftsteller  in  diesem  punkte  unklar  au  sein  sdieinen^ 
wenigstens  ist  delr  fi^|rlff  itw  DiffereniMs'  einer  Funktion  toä 
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>ik.-  Äat  Seite  42  nird  die  Ableitung 


Da  fehlt  nun  der  ^r  tiicM  leicht  zn 
e  Grenze  mit  dem  durch  euccessive 
nlen     Differential  quo  tienten     iden- 


ist  der  Benei 


e*i 


für  die  Gleichung  g-^  =  ^ 
wie  man  nach  dem,  was  oben  gesagt  wor- 
vird.  Nach  einem  richtigen  Beiveise  dieser 
in  den  meisten  Lehrbüchern  vergebens. 


nicht  streng  genug, 
den,  leicht  Müden  ' 
Gleichung  sucht  n 

Der  Satz  p.  60:  „Verschwindet  f"(.-v)  für  einen  speciellen 
Werth  von  x,  ohne  dass  zugleich  fx^O  ivird,  no  lindet  in  dem 
betreffenden  Punkt  der  Kurve  ein  IdFI  exionspunkt  statt",  ist 
falsch.  Es  ist  vielmehr  erforderlich,  dass  die  erste  der  Alileitun- 
^ea  fix),  f"Xx)  etc.,  welche  nicht  verschwindet,  von  ungera- 
der Ordnung  sei.  Würde  also  z.  B.  f"'(x)  =  Q,  f'f'(x)^0,  so 
fände  kein  Wendepunkt  statt,  wie  bei  der  Funktion  /{x)  =  a-i-ba: 
■\-  gx*  für  x=0. 

Die  Theorie  des  Krümmungskreises  wird  wohl  am  besten  aus 
der  allgemeinem  Theorie  der  Berührung  hüherer  Ordnungen,  von 
welcher  sich  in  diesem  Buche  Iceine  Spur  ßndel,  her!;e1eitet. 
Denn  die  allgemeinen  Methoden  verdienen  immer  den  Vorzug.  , 
Ks  ist  auch  nicht  geradezu  nachgewiesen,  dass  der  Osciilations- 
kreis  sich  unter  allen  denkbaren  Kreisen  am  Engsten  an  die  Kurve 
anschliesst,  auf  welchen  Punkt  es  doch  gerade  ankommt.  Herr 
Prof.  Schlümilch  betrachtet  den  KrflmmungsmitteJpunkt  als  den 
Durchschnitt  zweier  unendlich  benachbarter  Normalen  der  Kurve. 

Von  dei  Evolute  einer  ebenen  Kurve  hätten  die  beiden  Ei- 
genschaften erwiesen  werden  sollen:  1)  dass  der  Krümmungsra- 
(lius  die  Evolute  immer  tani;irt,  und  namentlich  2)  dass  die  Diffe- 
renz zweier  Krümmungsradien  immer  dem  zwischenliegenden  Bo- 
gen der  Evolute  gleich  ist;  die  letztere  Eigenschaft  deshalb,  weil 
es  pag,  73  heisst:  „Die  Benennung  Evolute  kommt  daher,  dass 
man  sich  die  ursprüngliche  Kurve  durch  Abwickelung  eines  um 
die  Evolute  gelegten  Fadens  entstanden  denken  kann." 

In  der  Theorie  der  Linien  von  doppelter  Krümmung  vermis- 
sen wir  die  Bestimmung  der  Osculations  ebene,  der  Haupt- 
normale, des  Torslonsmaasses.  Das  letztere  ist  besonders 
wichtig,  wenn  es  sich  um  die  Frage  handelt,  ab  eine  rfiumlicbe 
Kurve  von  einfacher  oder  von  doppeller  Krümmung  ist.  Den  Be- 
griff der  anschliessenden  Ebene  und  der  Hauptnormale  kann  man 
nicht  wohl  entbehren,  um  eine  deutliche  Ansicht  vom  Krümmungs- 
kreis zu  erlangen.  Die  von  Schlomilch  gegebene  Bestimmung 
des  Krümmungsmittel  punktea  einer  doppelt  gekrümmten  Linie  ist 
ziemlich  willkührlich.  Er  sucht  nümlich  den  Durchschnitt  zweier 
unendlich  benachbarten  Normalebenen  und  tättt  auf  denselben  ein 
Perpendikel  von  dem  betracfateten  Punkte  aaa,  (reiches  dann  der 
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Kiümmungsradins  ist;  oder  auch  der  Kriimmnnesradiiis^  ist  die 
Grense,  gegen  welche  das  VerhBltiiise  des  BogeDdiffereDtials  zum 
ContingeDswinki^l  coDFereirt,  wenn  beide  unendlich  klein  werden. 
Gebrigeos  vereinfacht  sich  die  Formel  10)  Seite  82,  indem  man  findet 


Die  Behauptnii|r  aof  Seite  86,  dass  der  Ort  der  Krummnngs- 
mittelpunkte  eine  Evolute  der  gegebenen  Cnrve  sei,  beruht  wohl 
auf  einer  Uebereilunj;.  Das  Gegentheil  hiervon  ist  schon  lanee 
erwiesen;  bei  einer  iLurve  von  dopjpelter  Kimmung  berühren  aie 
Kriimmunffshalbmesser  weder  den  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte, 
noch  ist  das  Differential  des  Krfimmuneshalbmessers  dem  Diffe- 
rential des  Bogens  dieser  Kurve  gleich.  Die  letztere  ist  somit 
keine  Evolute. 

Die  bei  der  Bestimmung  der  so  wichtigen  Lehre  von  den 
Maximitf  und  Minimis  angewandte  Methode  fuhrt,  weiter  entwickelt, 
nicht  auf  die  einfachen  Bedingungen  hin,  auf  welche  es  in  diesem 
Gebiete  in  letzter  Instanz  ankonunt.  Ist  nämlich  uz=:f(x,  y,  z....) 
die  zu  untersuchende  Funktion,  so  betrachtet  der  Herr  Verfasser 
jT,  jf,  :....  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  /,  wonach  nun 
das  Problem  zufolge  der  Theorie  für  Funktionen  mit  einer  un- 
abhängigen Variabein  auf  die  Untersuchung  der  saccessiven  Ab- 

CM    c^n 
leituugen  ^,  7^  etc.  zarückkommt.    Diese  höheren  Difforential- 

quotienten  fallen  nun  immer  verwickelter  aus,  je  weiter  man  geht, 
z.  B.  fi!r  zwei  Variabele: 


0«  _  r«  cj"      r«  rjr 
et       cjrcf       cyr/ 

ex       cuc^ 


ä?""««VäFy  +-c-rcyc*rV^c^Vcr/    ^  cjr  a 


u.  s.  w. 


and  wenn  auch  nachher  immer  einzelne  Glieder  wegfallen,  wie  z.B. 

?:— =0.  s-=::0  sein  rauss,  so  muss  man  doch  vorher  die  obisen 
?x  cy 

Ableitiinsren  voHstSndig  entwicfcelB.  Basirt  man  aber  die  Tbf.-ne 
vom  Gröbsten  und  kleinsten  auf  die  oben  entwickelte  eLiif<:ire 
Reihe  tur  /\j-  +  aA.  jf+cÄ'^  z  +  ch'.  eic,  so  stellt  sich  tc:  i*- 
liebig  viele  VarMbele^ein  einfaches  Resultat  heraus,  nach  ^veki^zi 
es  nur  auf  die  Betrachtung  des  Differentials 


:^m  =  (^k  +  ~  *'  +  ....  Y 


fnach  der  $3rmbolischen  Be.zeichnung)  ankommt :  wen&fslekh  die  Be- 
ding vn^n  datulr.  dass  eine  «anze  homogene  FoaktioB  mehrerer 
Variabeln  ihr  Zeicten  akht  j^dertj  sieb  ailgieBeui  aar  schwer 
aalwicbeb  lass«k 


985 


_Wir  selieD  uns  nun  im  Interesse  der  WisseiischaR  leider  ee- 
nütbigt,  die  Hauplirrthümer  in  dem  Buche  zu  berüliren.  Anf 
Seite  1-27  und  128  lind«n  sich  folgende  Theoreme: 

1)  Bleiben  die  FunlitJonen  f{x),  fix),  f'{a-)  etc.  endlich  und  ste- 
tig inuerhaib  des  Intervalls  x  bis  x-\^h,  so  gilt  die  Formel 

>ut  : 


und  zwar  für  alle  x  and  k,  nelch«  der  Bedingung 


2J  Bleiben   die  Funktionen /Jar),  f(x),  fix)  de.  endlich  i 
stetig  innerhalb  des  Intervalls  U  bis  x,  so  ist 


n.x)=m  +/'(0)«  ^  Q^**+ -■ 


r  für  alle  x,  welche  der  Bedingung 


l.2....(r.-l)- 
Genflgeleisten. 

Dua  diese  Bedingungen  unzureichend  sind,  zeigen  wir  an  in 


Hi«l8t  BJ»a:^': 


-a;"-',  also  für  :r=:l,  Lini(njl(,ar»-')  =!0[ 


L 


also  BlOsste  die  obige  Reihe  l'tir  o'^l  irelten,  was  keinen  Sinn 
bat,  indem  Abel  in  Crelle's  Journal.  Bd.  3.  bewiesen  bat,  das« 

cTi — ö»  Ti — ^»  i"i — 1  etc.  eine  divergente  Reihe  ist.  Damit 
21og2     31os<l     4log4  ° 

überhaupt  die  Maclaurin'scbe  Reihe  Gültigkeit  habe,  muss  sie 
vor  allen  Dingen  couverg.ent  sein;  dies  drückt  aber  die  ßedin- 

Bing  Lini(n^Ma:''-')— 0  keinesweges  aus.    Auf  Seite  130  beweist 
err  Prof.  SchlÜmilch,  duss  man  der  Bedingung  Lira  (»^la;c^>) 

^aO  die  folgend«  vai  Dom  x<„Uixa-if~—  subgtituiren kUnne.  Diese 
Bedingungen  sind  aber  durchaus  nicht  idcnfisch,  aus  der  Eweiten 
folgt  allerdings  dip  erste,  aber  nicht  umgL-kebrl.  Die  letztere  Be- 
dingung drückt  bekaunllich  die  Convcrgenz  der  Reihe  aus;  >vare 
sie  richtig,  so  würde  folgen,  dass  die  Maciaurin'scbe  Reihe 
immer  fix)  znr  Summe  bat,  wenn  sie  convergent  ist.  Aber  aucb 
dies  ist  faJscb,  nie  Caucby  (Le^on»  pa^.lOS'l  a»  (ftN^wiÄ-awilirii- 


I 

J 


femS" 


leigt  hat.    EohTicIielt  man  die  Funktion  e-*'  +  «~-*» 
claurin'echen  Satze,  so  findet  sich 


e-«'  +  c-? 


l-:r«  + 


1.2 


1.2.3^1.2.3.4 


—  etc.j 


alle  Differentialquotienlen  der  Funktion  sind  stetig,  die  Reihe  ist  für 
alle  Werthe  von  x  convergent,  und  doch  ist  die  obige  Gleichung 
fatfich.  denn  die  Surame  der  unendlichen  Reihe  ist  =t-^^,  d.  h. 
nnr  dem  ersten  Gliede  linker  Hand  gleich.  Entwickelt  man  also 
f{x)    nach   dem  Satze  von  Maclaurin    in    die  unendliche  Reihe 


A0)f:c/'C0)+p2^''^Ö'  +  " 


ao  genfigt  e:a  nicht,  die  Bedingungen  der  Oonvergenz  dIesCT  I 
festzustellen,  um  sie    der  Funktion   gleichsetzen  zu    künnen. 
verfährt    aber  Schlrmiilch    bei   allen  seinen  Reihenenttvickeldn- 
gen.     Die  Sache  ist  auch  ganz  klar,    Bezeichnet  nämlich  (p(jc,  n) 
den  Rest  der  Reibe,  so  ist  genau 


A^)=/):o)+AO)x+-+ 


a^-i  +  (p{x,  n). 


■M 

eit.    OI^^ 
celdn- 


Convergirt  nun  bei  nnendticb  wachsendem  n  die  Summe  der  Reffi_ 
gegen  die  Grenze  &{x),  der  Rest  gegen  die  Grenze  ^{x),  ao  folgt 
&(x)-{--^{a-)  =  t\x),  also  kann  ©(jrjnur  dann  —f{x)  sein,  nenn 
i^{x)  verschniiidet. 

Eine  zweite  Frage  ist  die,  ob  eine  nach  aufsteigenden  ganzen 
Potenzen  von  x  geordnete  convergente  Reihe  mit  der  Maclau- 
riu'schen  identisch  sein  mussl  Cauchy  und  Schlümilch  be- 
haupten dies  (Legons  p.  105 ;  Compendium  p.  147) ;  aber  die  gege- 
benen Beweise  sind  nicht  streng.  Cauchy'e  Betreis  besteht  da- 
rin, dass  er  die  Gleichung  /ta:)=Oo-(-fl,a;  + Ojar^-f..,.  succ.  diffe- 
renzirt  und  dann  immer  a:  =  0  setzt,  wo  es  sieb  fragt,  ob  man  a 
klein  genug  nehmen  kann,  dass  die  Summen  ai-|-2ff3a:-f3a3.z^-|-...., 
1.2<Ia^-2.3o,a:-^3.4(I»ar*-^-.....  etc.  den  Grenzen  o,,  1 .2aae(c.  be- 
liebig nahe  kommen.  Schiömitch's  Verfahren  kommt  im  We- 
sentlichen eben  darauf  hinaus.    Es  ist 


-^ — '■ =an-^an^x-\rftK\iX^  -f  etc.; 

wenn  nun  die  Reihe  ii^x,  a^x^,  a^x^,  etc.  immer  convergent  bleibt 
Ton  a:  =  0  l^sa:— 1,  so  ist  zu  beweisen,  dass  die  Summe  der  Reihe 
mit  X  unendlich  klein  nird.  In  meiner  Abhandlung:  „Bemerkun- 
gen zur  Couvergenz  etc."  (Archiv  XX.  p.  45)  habe  ich  gezeigt, 

dassdiesimmerderFallistjwenndasVerhSltniss —^^  eine  endliche 
Griisse  nicht  übersteigt.    Wie  die  Sache  steh  id  dea  ütKignt  J 
' —  veibSlt,  bleibt  e'mstneiVtn  iwcWeXW^.        


n  WrUr  ^^ 


''^  -AiirSeitH  131  hetsst  «b:  „Die'anH  dem  Theöretn  von 

lauriti  abgeleiteten  Gleichangen  dQrfen  auf  ^eirShnlich«  Weise 
dilTerenzirt  werde»,  ohne  dass  das  Gilltigkeitsint ervall  der  Varia- 
bein zu  ändern  wate."  Dies  ist  falsch,  denn  wenn  die  Reihe 
Og  +  a^x-i-a^x'  +  ....  convergent  i«t,  so  braucht  nicht  a,  +2a^ 
■^iUiX^  +  :■■  eine  convergente  Reihe  eq  sein. 

Auf  Seile  135  —  36  ist  die  Eatwickelubg.  von  aefta  feM^iIwft. 
IHaa  bat  freilich  ,  ,  i     ,;;    ,      >    ,, 

8ec;r=:I  +  a-cosa:)  +  (I*-co8a:)H-.  Tdr  -f  <a:<+f  ^ 

jetzt  aber  die  einzelnen  Glieder  nach  Potenzen  von  a  entwickeln 
Dod  dann  in  irgend  einer  Ordnung  die  Glieder  zu  vereinigen,  ist 
nicht  erlaubt  (vergl.  meine  Abhandlung  Archiv  XX.),  Ebenso  steht 
der  Grenzübergang  auf  Seite  142  nicht  frei. 

Auf  Seite  156  ist  bewiesen,   dass  u^,,  u,,  u,,....  eine  conver- 

gente  Reihe  ist,  wenn  Lim  1  {—^ Im  |  >  1-    Es  fafitte   hier 

aach  bewiesen  werden  sollen,  dass. die  Reibe  divergent  ist,  wenn 

i'ene  Grenze  kleiner  als  die  Einheil  auslallt.  Dies  konnte  sehr 
eicht  durch  die  Ungleichung 

bewerkstelligt  werden,  indem  man  beachtet,  dass  die  harmonische 
Reihe  divergent  ist. 

Bei  dem  Satze  Seite  158  fehlt  der  wichtige  Zusatz:  j.dass 
die  Glieder  fortwahrend  abnehmen." 

Der  Satz  auf  Seite  161  ist  falsch,  wo  es  heisst:  „Der  Dilfe- 
rentialquotient  von  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  ist  die 
Summe  von  den  Differentialquotienten  der  einzelnen  Glieder,  Je- 
dncb  nur  dann,  wenn  sowohl  die  ursprüngliche,  als  die  abgelei- 
tete Reihe  convergirt."    Es  ist  z.  B. 

log  (!  +  «)  =  Wl  -?il]  +  [2rv|  -  Ji)]  +  [.r'(^  -  j»)i  +  elc. 

für  2  =  1,  dagegen 

nicht  richtig  fQr  a:=l.  Die  Differentiation  einer  unendlichen  con- 
vergenten  Reihe  ist  im  Allgemeinen  niemals  erlaubt,  wenn  auch 
die  abgeleitete  Reihe  immerbin  convergenl  ist.  Der  Fehler  in 
Schlümilcb's  Reweis  liegt  in  dem  Auettruck;  „es  vermindern 
"'''"    ijle  p."  I 


1,         achiü 
I         sich  a 


... ,  i^lau  du  RMDlUt  unserer  bisherige«  Betraobtungen  über  die 
DiffereiitiahrQflbnung  des  Herrn  VerfafiseTs  Gir  denselben  nicht 
sehr  günstig  ausgefallen  ist,  bedauert  Referent  um  so  mefar, 
als  ihm  das  inaiheniatische  Talent  des  Herrn  Professor  Schlü- 
milch,  der  eich  bereits  durch  auder«  ausgezeichnete  Arbeiten 
einen  wohlbegründeten  Ruf  erworben,  nicht  verborgen  iet.  Wir 
würden  uns  geschmeichelt  fühleii,  wenn  Heir  Schliimilch  unsere 
Ansichten  nicht  geradezu  verwerflich  Rinde  und  vielleicht  hei  einer 
späteren  Itearbetiung  des  Buches  darauf  Rücksicht  nähme.  Ge- 
spannt sind  tvir  aufdie  Integral  rech  Dung,  über  welche  sich  bof- 
fentlidi  ein  guostigeres  UHbeil  wird  f&llen  lassen.     '       > 

«uj-.ft)tTA*«i"»Aifl>.Ä*wMil89?r  r-.ir.;i:i  „.;,!.■(>.;•.  s;;..v..ir.  ■*,->; 

i-i    .in-:.i-i'/   ti:;  f ';-.;i;»  -lib  -,ii;.d.nt>  v.iii-.  i.u-.üii  .■>  iKiiib  i..iii 
|il:>l!.  ..-.ijd;i     .{./.  /  v:.::.-..'.  ■aoiühn.-.-lüi:  niliiiH  .!^H)  AMIl  liV"  i 
.i  .il  id-mi  '-t  1  ii;»«  "liiü  •^i";i;ia.l«Mi'>i;>  t»I. 
•vjf.i"-'  -ni»  ...  ..M  .»   .„«  H-.iib    .ii>^:ii"'id  U  '<(•[  ii;.K1i./, 

TjiiNibiii;:!)'!  aili  ii-<iiili  iilii»l 


..■1-..IJ.    -tf: 
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JLIterarteclier   tterlelit< 


Arftbmetik. 

Compeiidinm  der  hnhern  Analyais  yon  Dr.  Oskar 
SchlOniilch»  Professor  an  der  polytechnischen  Schnle 
zu  Dresdien.  2te  Section.  (Integralrechnung.)  Braun- 
schweig. Vieweg.  1853.  2Rthlr.   (Vgl. Liter. Ber.r*r.LXXIX.) 

Die  Integralrechnung  zeichnet  sich  durch  Reichhaltigkeit  des 
Material^  aus.  Man  finclet  hier  Gegenstände  abgehandelt»  die  man 
in  den  meisten  derartigen '\Verken  gänzlich  vermisst,  z.  B.  die 
nach  den  Sinussen  und  Cosinussen  der  vielfachen  Bogen  fort- 
schreitenden Reihen  von  Foorier«  die  Foüri er' sehen  Doppel- 
integrale »  den  Integrallogarithrous  und  Integralsinus,  endlich  den 
freilich  nur  sehr  kurzen  Abriss  einer  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen.  Die  Darstellung  ist  übersichtlich  eehalten,  und 
überall,  wo  es  abgeht,  an  geometrische  Betrachtungen  an^e- 
Jcnüpft  worden,  was  dem  Verständniss  der  Sachen  ohne  Zweifel 
sehr  forderlich  ist.  Referent  hat  auch  mehrere  dem  Verfasser 
eigen thümliche  Betrachtungen  wahrgenommen;  dahin  gehören  die 
Theorie  der  periodischen  Reihen  von  Lagrange  unclFourier, 
die  Capitel  über  Integrallogarithmus  und'  Integralsinus,  der  Be- 
weis für  den  Ausdruck  der  Betafunktion  durch  drei  Gammafunk- 
Honen,  für  welche  Jacob!  (Grelle  Bd.  II.  S.  307.),  Dirich- 
let  und  Poisson  andere  Herleitungen  gegeben  hab^n. 

Was  jedoch  die  in  dem  Werke  befolgten  Methoden  .anbetrifft, 
so  kann  Referent  sich  nicht  enthalten,  auf  einzelne  Darstellun- 
gen aufmerksam  zu  machen,  die  nach  seiner  Ansicht  einer  stren- 
gWin  Begründung  bedürfen. 

.  Di^  Herleitung  des  Summenausdrucks  für  ein  bestimmtes  In- 
tegral giebt  manchen  Zweifeln  Raum.  Es  kommt  (S.  192)  darauf 
an,  zu  zeigen,  dass  die  GrOssen  p«,  p«,.... On  beliebig  klein  ge- 
macht werden,  indem  man  weiss,  dass  g-,  mit  d]  unendlich  klein 
wird,  ^2  "^1^  '»9  während  di  constant  bleibt,  g^  mit  dg,  während 
ii  und  ^2  constant  bleiben  u.  s.  w.  Kannte  man  über  alle  8 
willkührlich  verfügen ,  so  wäre  die  Sache  klar.  Nun  muss  aber  die 
Summe  aller  8  stets  =6  — a  sein,  also  kann  man  nur  über  n — 1 
der  Grossen  8i,  8^y.,..8n  willkührlich  verßigen,  und  es  folgt  nun 
nicht,  dass  man  jede  der  n  Grössen  gi,  ^,*...pi»  beliebig  klein 
machen  kann.  An  Moigno's  Beweis  ist  eben  dasselbe  auszu- 
setzen.   Es  ist  merkwürdig,  dass  dl%  meisten  der  uns  bekannten 

Band  \X.  ^ 
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Scbriftsteller  über  höhere  Analysis  nicht  einmal  für  einen  so  ein- 
fachen Satz  einen  richtigen  Beweis  gegeben  haben.  Seite  203 
ist  *ein  kleiner  Irrthum.    Bei  der  Integration  der  Gleichung 

f(a^,r  +  Jr)^f(;r,  r) _df{je,  r) 

ist  B  als  Constante  behandelt^  während  es  in  der  Regel  eine  Funk- 
tion von  a:  ist;  statt  c/djr  muss  also  ftdx  gesetzt  und  gezeigt 
werden«  dass  fidx  mit  e  unendlich  klein  wird»  wenn  die  Integra- 
ti,ons&;reDzen  endlich  sind.  Dieser  Nachweis  erfordert  einen  Satz 
von  den  bestimmten  Integralen,  uqd  erst  in  dieser,  im  Bache  spä- 
ter vorkommenden  Theorie  kann  der  Satz  über  das  Differeoziren 
unter  dem  Integralzeichen  vorkonnmen. 

Die  Darstellung  der  Zerlegung  der  gebrochenen  raüonalen 
Funktionen  in  Partialbrüche  hat  uns  wenig  zugesagt.  Es  ist  näm- 
lich nirgends  die  Möglichkeit  der  angenommenen  Formen  (vir 
die  Zerlegung  nachgewiesen,  denn  daraus,  dassman  nach  der  Methode 
der  unbestimmten  Co^fficienten  immer  ebenso  viele  Gleichungen 
erhält,  als  Coäfficienten  vorhanden  sind,  folgt  doch  nicht,  dass 
sich  aus  diesen  Gleichungen  (wenn  auch  linear)  immer  besti  ni  mte 
und  endliche  Wertheergeben.  Uebrigens  giebtes  in  dem  Falle, 
wo  der  Nenner  imaginäre  Factoren  bat,  eine  viel  einfachere  Zer- 
legungbart, als  die  allgemeine. 

Seite  239  vermissen  wh*  einen  wichtigen  Beweis.  Auch  konnte 
der  Satz  sogleich  verallgemeinert  werden,  nämlich,  wenn  Ui»'n^ 
«3,....  eine  Reihe  von  Grössen,  deren  Glieder  stetige  Funktionen 
von  X  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  sind,  und  wenn  die  Reihe 
fflr  alle  x  zwischen  a  und  6  convergent  ist,  also  eine  Summe 
f{x)  hat,   so  ist 

/b  pb 

Uidx  -\-  I     u^Sx  +  etc. 

ebenfalls  eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  =/    f(x)dx  ist. 

a 

Setzt  man  Ui  -f  v^-\-....  +  Un=SHy  t/n-fi  -f  ^n^+  in  inf.  =  Rn,  so  ist 

/b  ph  pb 

f(x)dx  =r-  /     tndx  + 1     Rn8x ; 

a  a  a 

« 

daraus  nun,  dass  Rn  mit  n  =  Qo  verschwindet,  muss  bewiesen  wer- 
den,   dass   /     i^nd^:!;  ebenfalls  unendlich  klein  wird.    Dieser  Nach- 

a 

weis  ist  wiederum  mit  Hülfe  eines  bekannten  Satzes  über  be- 
stimmte Integrale  zu  geben.  Uebrigens  dürfen  a  und  b  nicht  un- 
endlich gross  sein. 

Zur  approximativen  Quadratur  entwickelt  der  Verfasser  die 
Simpson 'sehe  Regel;  dieselbe  ist  zwar  praktisch  sehr  bequem, 
doch  fehlt  es  an  der  Bestimmung  der  Fehlergrenze.-  Referent  be- 
dieot  sich  gewöhnlich  der  schönen  Methode  von  Newton,  welche 
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vortreflTIich  in  Min  ding 's  »»Integralrechnung**  auseinandergesetsEt 
ist  und  nach  der  Verbpssening  von  Gauss  sehr«  grosse  Genauig- 
keit giebi    (Jacobi  in  Crelle's  Journa)  Bd.  I.  p.  301  ff.) 

Seite  306  ff.  wird  mit  Recht  darauf  aufmerlcsam  gemacht,  dass 
das  Differenziren  unter  dem  Integralzeichen  nicht  erlaubt  sei,  wenn 
eine  der  Integrationsgrenzen  unendlich  4st.    Der  Verfasser  will  nun 

^  ermitteln  aus 

/®  Sa: 

c-**  sin  ro?  — • 

0 

Er  findet 

JU  P^  /»OD 

-5-  =  #      6-**  cos  rxdx  +  /      pe-**  Bx, 

o  o 

indem  er 

dsiüarr         ,  -    ^ 

^^—  =  a;(co8ar-frt 

setzt.    Er  betrachtet  nun  aber  wieder  p  als  Constarfte,  indem  er 

/OD  />QD 

0  O  I 

t 

nimmt,  was  offenbar  falsch  ist»  da  p  der  obigen  Gleichung  zu- 
folge eine  Funktion  von  x  ist. 

S.  316  ist  Missbrauch  getrieben  mit  dem  Differenziren  einer 
unendlichen  Reihe,  worauf  wir  schon  öfter  aufmerksam  gemacht 
haben.  S.  317  ist  eine  einfacheReihe  ohne  Weiteres  in  eine  Doppel- 
reihe umgestaltet,  welche  Methode  häufig  fehlerhafte  Resultate  giebt. 

Die  Herleitung  der  periodischen  Reihen  von  Fourier  gehurt 
im  Wesentlichen  Dir ic biet  (Crelle's  Journal  Bd.  4.);  der 
Verfasser  hat  es  indessen  auf  Vereinfachung  dieser  so  schö- 
nen und  strengen  Methode  abgesehen.  Herrn  Schlömilcb's 
Beweis  würde  sich  in  der  That  durch  seine  Einfachheit  sehr  em- 
pfehlen, wenn  er  nicht  erheblichen  Zweifeln  ausgesetzt '  wäre. 
Diese  Zweifel  bestehen  in  folgenden  Punkten:    1)  Indem  gezeigt 

wurde,  dass  /-  f{()coaAtdt   einen    endlichen    Werth   behält» 

wenn  k  unendlich  gross  wird,  musste  auf  die  Fälle  Bezug  ge- 
nommen werden,  wo  f*(t)  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  unend- 
lich, unbestimmt  oder  unstetig  wird.  2)  Nachdem  bewiesen  wor- 
den,   dass,/    f(fi sin klBt  mit  il  =  od  verschwindet»  falls /tO  von 

a  bis  b  end'lich  bfeibt»  setzt  Schlömilch 


r 


auf  diesen  Fall  kann  aber  das  vorhergehend«  Theorem    nicht  1 

gewandt  werden,   da  fll)  für  (=0  anendlich  werden  kann,    da , 

nämlich,  wenn  F'(x)  unendlich  gross  ist.  —  Uebrif^eiis  plt  die 
Forme)  (5)  p,33'2  der  gegebenen  Herleitung  gemäss  nar  für  eia 
ganzes  ungerades  /',  mithin  ist  der  Dirichlel'sche  Satz  weit 
allgemeiner. 

Bei  Abhandlung  der  Euler'schen  Integrale  hätte  uohl  der 
Legendre'sche  Salz,  von  dem  Üirichlet  einen  so  meisterhaf- 
ten und  einfachen  Beweis  gegeben,   nicht  fehlen  dürfen. 

Von  Seite  365 — 'J5  werden  die  einfachsten  Eigenschaften  der 
elliptischen  Integrale  emterund  ziveiter  Gattung  entwickelt.  Re- 
ferent vermisst  die  elliptischen  Funktionen  der  dritten  Art,  sowie 
die  elliptischen  Funktionen  mit  imaginärem  Argument ;  ancb 
dürften  wohl  .'Vnwendungen   auf   die   Lemniscaten  am  Orte  gewe- 

Die  Herleitang  der  Additionsfornieln  hätte  manche  weit1äa6ge 
Transformationen  überQüssig  gemacht,  wenn  der  Herr  Verfasser 
die  Formet  (15)  p.  368  zum  Auegangspunkl  gewählt  hätte.  Uehri- 
gens  hat  er  nicht  nachgewiesen,  dä&s  diese  Formel  immer  reelle 
Werthe  von  to  liefert.  Uie  Division  der  elliptischen  Funktionen 
betreffend,  hat  sicheln  Irrthum  eingeschlichen,  indem  es  Seite  372 
helsst,  dass  zur  Bestimmung  der  Amplitude  91  immer   die  Auflö- 


sung t 


algebraischen  Gleichung  vom 
eine    gerade    Zahl    =2n , 


rade  7«*  nölhig  sei.    Ist 
hat    man    bekanntlich 

smara'2nß=~'xT/:,  wo  ;E=8inam|3,  y  =  cosamß,  1  — <dam^,  Pta, 
!ha  ganze  algebraische  Funktionen  von  x^,  die  erste  vom  Grade 
{'in)^  —  4 ,  die  andere  vom  Grade  ('>!'i)^ ;  macht  man  nun  die  Gleicboi 

8inam'2n(3=  ^  ^tt/'T^^^^T^^*^ 

Ui  der  Modulus)  rational,    no  kommt  ain^mlriß  =  e(x^ , 

Funktion  ö  vom  Grade  8/i*  ist.     um  also  sin  am  ^  zu  bestimm 

ist  die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  Grade  2(2b)'  erforderfn 
Wollte  Herr  Schlömilch  auf  diesen  Gegenstand  nicht  ausfKn 
lieber  eingehen,  so  musate  die  Bemerkung  übet  den  Grad  i 
aufzulüseriden  Gleichung  wohl  überhaupt  wegfallen.  Damit  iili|i| 
lieh  dieser  Grad  der  kleinstmüglichste  werde,  darf  die  Bestimmoi 
von  sinammd,  cosammfS,  ^aaimß  mit  Hülfe  des  Additionsth^j 
rems  nicht  durch  willkührliche  ZerOillung  des  Arguments  mß  f 
genommen  werden.    Setzt  man  z.  B.  6^  zusammen  aus  2ß  und  4 


so  steigt  der  Nenner  .S  in  sinamßjJ^-n 

den  408len  Grad,  dagegen  nur  auf  den  36sten  Grad,  wenn  €. 

3^  +  3^   zusammengesetzt  wird.    Nur    nnter  der  besonderen  Voi 

aussetzung,  dass 2nj3 immer  ans  nß-t-jiß,  (2it-fl)j3  aus  nß-i-(_n+V^ 

zusammen  gesetzt    wird,     luhrt    die    Bestimmung     von    sinam- 
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1  1 

eoBBrn-ßt  Jsaa—ß  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  nfl  (oder  2m^^ 

wenn  es  sich  um  sinam  bandelt  und  m  gerade  ist).  Der  Beweis  dieses 
Theorems  erfordert  jedoch  ein  näheres  Eingehen  auf  den  Gegenstand. 

Bei  der  Landen 'sehen  Substitution  haben  wir  ebenfalls  einige 
Bemerkungen  zu  machen.    Es  ist 

2  2  2 

wo 

8in(29i  —  g>)=Ä;sing>,  sln(292— ^i)=/risin9x  etc. 

Dass  nun  kn  gegen  die  Einheit  convereirt»  wenn  n  unendlich  wird^ 
hat  der  Verfasser  nicht  erwiesen«  Auch  fehlt  die  Bestimmung  der 
Fehlergrenze  bei  Anwendung  dieser  Formeln.    Setzt  man  nämlich 

2      '  2  2-  /«  \ 

«o  ist  leicht  zu  erweisen,  dass  der  begangene  Fehler  kleiner  als 

2       2  ä      2sin'Ky»-i-y.),    „.i^^.  p,-,^  u. 

liebig  Iclein  gemacht  werden  kann.  Ebenso  ist  im  Fall  der  Ver- 
kleinerung des  Modulus  nicht  gezeigt »  dass  der  letztere  sich  der 
Null  nähert.    Macht  man  hier 

^  sin29>  ^ 

tangg)-i  =  ^^^^^.^g2y,  etc. 

''(Ä,^^;— — 2 — '""~2 — 2 — 9>-»+-'» 

80  Gndet  sich  der  Fehler 

r< (i+*-i)(i  +  k^ ....(1  +  A-n) I (^ '^^^  j^ -i). 

convergirt  also  gegen  Null. 

Die  Werthbestimmuns  der  Fouri  er 'sehen  Doppelintegrale 
(S.  409)  beruht  auf  der  Ümkehrung  der  Integration;  mir  scheint 
aber  eine  solche  Umkehrung  nicht  Immer  zulässig,  wenn  die  Grenzen 
der  Integration  unendlich  sind.    Die  Formel 


1 


scheint  einer  genauen  und  gründlichen  Untersuchung  zu  bedSTfen. 
Ist  z.  B.  fl9'):=i\,    so  hat  sie   trohl  keinen  rechten   Sinn,    dsia 


-r 


>  unbestimmt  ist. 


Die  Exi 


des  Integrals  einer  Differenlialgleichnng  von  i|^| 
1,{x,y)  wird   zuerst  durch  geometrische  BetrachtuDgen 
dargethaD.     Diese  Ansicht  der  Sache  (p.  437)    ist  iedenfalls  nohl 
nicht  die  rechte.    Die  Differentialgleichung  sei  nämlich  ^^ 

Geht  man  von  den  Anfaugswerthen  .r^O,  y=r  ans,  so  ergiebt 
sich  durch  Wiederholung  der  Tangen tenconsfruction  die  Gerade 
v=r,  welche  bekanntlich  das  singulare  Integral  der  Gleichung 
darstellt.  Der  Kreis  a:*-f  j*=:r'  geht  ebenTalls  durch  den  Punkt 
:r=0,  y=^T,  er  genfigt  auch  der  Differentialgleichung  uod  re^rS- 
sentirt  ein  .particuläres  Integral.  Wäre  nun  die  geometrische 
Ansicht  der  Sache  die  angemessene,  so  müasten  sich  doch,  trenn 
man  die  Construction  von  einem  bestimmten  Punkte  an  liegiont, 
gleichzeitig  das  singulare  und  parliculäre  Integral  ergeben,  «ean 
beide  vorhanden  sind.  Ebenso  gehen  durch  den  Punkt  x=di, 
y  =  ka  der  Kreis  y=W^ax— J:*+ärt^,  und  die  Parabel  y=Y nxY,a\ 
deren  Gleichungen  resp.  das  particuläre  imd  das  singulare  Inte- 
gral der  Gleichung    „-=„ Voa:— y*+ia*    darstellen,  wifi- 

rend  die  Tangentenconslruction  wiederum  nur  das  singulBre  Inte* 
gral  liefert.     Uebrigens  konnte  der  Herr  Verfasser  analytisch  sehr 

leicht  nachweisen,  dass  der  Differentialgleichung  ^^'/(x,y)  tticH 

mehr  als  zwei  Integrale  genügen,  deren  eines  das  allgemeine,  das 
andere  das  singulare  ist. 

Seite  447  vermissen  wir  den  Beweis  dafür,  dass  ein  integrirender 
Factor  immer  existirt,  wenn  ^S.r^V^^I'ci"  ^'""ständiges  Differential  ist 

Die  Integration  der  linearen  Differentialgleichungen  ivird  zu- 
erst an  dem  Falle  durchgeführt,  wo  die  Gleichung  von  der  zwei- 
ten Ordnung  ist.  Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  hätte  dei 
Verfasser  das  Problem  von  Anfang  an  allgemein  behandele  klin- 
neu.  Sehr  sonderbar  ist  die  Herleitung  des  Integrals  der  Glei- 
chung eJa+^ef +''S— 0  '■fir  J«"  Fall,  dass  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung :*  +  ni  +  6^0  einander  gleich  sind.  Sind  die  Wurzeln  zu- 
erst verschieden  (^  und  A«),  so  setzt  Schliimilch  il^  =  "^t  ~(~  ' 
und  hat  y=c^.'(t^  +  Cje'«).  Macht  man  S  =  0,  so  kann  immer 
nur  herauskommen  y=;Const.  c^-'-,  der  Verfasser  verwandelt  aber 
e''-'  nHch  der  Esponentialreihe,  findet  y=z  e^^  ( C+ C.c+i CA j;' +.-..) 
und  gelangt  nun  zu  der  Form  j={C+  C'x)e^-'.  Da  er  aber  C'=C^ 
seeetzt  hat,  so  ist  C=0  mit  ö=^0,  und  somit  kann  keine  neue 
Form  herauBkommew. 
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Uebrigens  hat  Referent  bei  der  Integration  der  linearen  Dif. 
ferentialdeibhungen  in  den  ihm  bekannten  Werken  überall  den 
Beweis  daför  vermisst,  dassdaA  Integral  immer  auf  die  bekannte  ange- 
nommene Form  gebracht  werden  kann,  waf«  doch  sehr  wesentlich  ist. 

Die  Integration  der  totalen  Differentialgleichungen  mit  mehre- 
ren Variabeln  ist  sehr  kurz  behandelt.  Referent  ist  der  Meinung, 
dass  dieser  Gegenstand  ganz  wegbleiben  konnte,  denn  mit  Halb- 
heiten ist  doch  nichts  anzufangen. 

Die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen,  welche 
den  Schluss  des  Buches  bildet,  wird  auf  die  Integration  von  si- 
multanen Gleichungen>zurfickgef£ihrt.  Die  ganze  Herleitung  (p.  528  ff.) 
ist  aber  dem  Referenten  ganz  unverständlich  geblieben  (nament- 
lich p.  529)  und  mnss  auf  ganz  andere  Weise  gegeben  werden. 

Stralsund,   den  17.  April  1853. 

.  Dr.   Arndt. 

Veber    eine    Saminlaiiff    Ton    bestiiiiiiiten 

Iiiteipraleii. 

Data  dem  Mathematiker  Tafeln  nothig  sind,  bedarf  wohl  nicht  eines 
Beweises;  insbesondere  braucht  er  solche,  die  ihm  die  Resultate  ver- 
schiedener, oft  oiuhseliffer  Forschungen  in  der  Ordnung^  v^r  die  Augen 
bringen  sollen,  wie  er  sie  su  benutzen  Anleitung  findet.  Wer  ist  nicht 
froh,  dass  Andere  vor  ihm  die  Logarithmen  berechnet  haben;  sonst  .würde 
ihr  Gebrauch  ihm  wohl  versagt  sein,  und  doch  konnte  er  sie  selbst 
berechnen  nach  festg^esetzter,  gleichförmiger  Behandlungs weise.  Diese  aber 
fehlt  gäpzlich  bei  einer  anderen  Art  von  Ausdrucken,  den  bestimmten  Inte- 
gralen, und  desshalb  durfte  bei  deren  häufigem  Gebrauche  eine  Tafel 
wohl  nicht  fehlen  unter  den  mathematischen  Hülfsmitteln.  Es  ist  aber 
dem  nickt  so:  obschon  bei  anderen  Sammlungen  auch  wohl  Tafeln 
mit  einigen  bestimmten  Integralen  mit  aufgenommen  sind,  so  ist  doch, 
meines  Wissens,  nicht  da,  was  man  einigermassen  vollständig  nennen 
könnte.    Woran  aber  kann  dies  wohl  liegen? 

Erstens :  Ist  die  Methode  der.  ganzen  Integralrechnung  gewissermas- 
sen  eine  indirecte,  so  gilt  diess  namentlich  von  der  Lehre  von  den  be- 
stimmten Integralen.  Es  ist  nur  durch  eine  grosse  Anzahl  ganz  verschie- 
dener Methoden  gelunf^en,  die  Formeln  zu  sammeln,  die  uns  jetzt  zu 
Gebote  stehen.  Natthdem  für  diese  von  Euler,  Cauchy,  Le^^endre, 
Poissoui  Laplac«  der  Grund  gelegt  wurde,  sind  seitdem  die  Me- 
thoden vermehrt  und  durch  eine  Menge  Mathematiker  zur  Ermittelung 
neuer  Formeln  angewandt  worden.  Diese  Arbeiten  sind  überall  in  Jour- 
nalen and  in  den  Abhandlungen  der  verschiedenen  Academien  zerstreut. 
Daher  ict  wohl  nicht  ein  Jeder  in  der  Lage,  diese  verschiedenen  Resul- 
tate zu  beaatsen,  weit  weniger  sie  alle  bei  einander  zu  haben. 

Noeh  fahrt  dasselbe  Indirecte  in  der  Methode  «u  einem  anderen 
nothwendigen  Uebel,  welches,  wie  in  der  Integralrechnung  überhaupt, 
weit  starker  in  diesem  Theile  hervorragt:  dass  es  in  dem  Bekannten  zu- 
weilen kleinere,  öfter  auch  grössere  Lucken  giebt,  dass  Ausdrucke,  oft 
nur  am  ein  Weniges  versohieden,  doch  mittelst  andei'er  Methoden  und 
bisweilen  gar  nicht  zu  ermitteln  sind;  ja,  man  könnte  hier  fast  sagen, 
dass  es  noch  gar  kein  Ganzes  gebe  und  lauter  einzelne  Bruchstucke  da 
stehen,   welche  zu  einem  Ganzen  zusammenzubringen  noch  nicht  gelun- 

6en  ist    Diess  hat  seinen  Grund,  wie  gesagt,  in  der  ganzen   indirecten 
»ehandlungsweise  und  auch  wohl  hi*  deren  Verschiedenheit. 

Eilten  eigenthämlichen  Vortheil  gewährt  zu  haben  kann  aber  der 
UngleidiartigKeit  der  Methoden  nicht  abgesprochen  werden;  oft  ist  man  auf 
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